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第 二 版 前 言 


本 书 第 一 版 (上 册 ) 自 2000 年 出 版 以 来 , 逐渐 受到 国内 理论 物理 (特别 是 广义 相 
对 论 ) 学 界 的 关注 、 重 视 和 好 评 ， 加 之 印 数 不 大 ， 两 年 后 便 已 售 馨 ， 出 书后 , 我 持 
续 不 断 地 以 本 书 为 教材 给 博 、 硕 士 研 究 生 和 本 科 生 开课 ， 至 今 已 经 五 遍 ， 其 中 ， 
除了 在 北京 师范 大 学 之 外 ， 还 应 邀 给 清华 大 学 基础 科学 班 (本 科 生 ) 以 及 中 国 科学 
院 数学 与 系统 科学 研究 院 的 博 、 硕 士 研究 生 开课 .中 科 院 的 课 还 吸引 了 中 科 院 的 
其 他 院 所 以 及 11 所 高 等 学 校 ( 含 北京 大 学 和 清华 大 学 ) 的 数 十 名 研究 生 和 本 科 生 旁 
听 .， 在 看 到 本 书 对 于 推广 这 一 学 科 起 到 重要 作用 的 同时 ， 我 也 发 现 了 书 中 的 少数 
错误 、 许 多 不 足以 及 大 量 有 待 改进 和 补充 之 处 ， 逐 渐 写 成 了 一 个 面目 一 新 的 再 版 
初稿 ， 这 一 再 版 初稿 吸收 了 我 的 许多 同行 和 学 生 的 宝贵 意见 和 建议 ， 他 们 主要 是 
(以 姓氏 汉语 拼音 为 序 ): 曹 周 键 、 韩 幕 辛 、 亢 志 全 、 马 永 革 、 王 志 、 吴 小 宁 、 杨 
学 军 、 张 丘 、 张 红 宝 、 周 彬 、 周 美 珂 ， 其 中 贡献 最 为 突出 的 是 曹 周 键 、 郧 志 全 、 
张 红 宝 、 周 彬 .通过 与 周 彬 博士 的 多 次 讨论 ， 我 发 现 他 的 数理 修养 既 博 又 深 , 逻 
辑 思维 续 密 ， 对 书 中 涉及 的 (以 及 本 书 以 外 的 ) 大 量 数理 问题 有 比较 清晰 、 深 刻 、 
准确 的 理解 , 是 一 位 不 可 多 得 的 优秀 青年 物理 工作 者 . 为 了 进一步 提高 写作 质量 ， 
我 在 再 三 考虑 后 决定 邀请 周 彬 作为 第 二 作者 参与 本 书 的 修订 工作 ， 并 取得 他 的 同 
意 . 近 5 个 月 来 的 密切 合作 已 经 证 明 这 是 一 个 正确 的 决定 ， 我 认为 周 彬 对 修订 工 
作 作 出 了 重要 而 杰出 的 贡献 . 

我 要 特别 感谢 对 写作 本 书 有 重要 帮助 的 两 位 朋友 ， 第 一 位 是 美国 国家 科学 院 
院士 、 艺 加 哥 大 学 教授 Robert Wald 先生 ， 他 不 但 是 我 步 人 本 领域 的 优秀 启蒙 导 
师 ， 而 且 对 我 回国 后 的 教学 和 写作 工作 不 断 提 供 无 私 帮助 .第 二 位 是 中 科 院 数学 
所 的 亢 志 全 研究 员 ， 他 不 仅 审阅 过 本 书 的 不 少 章节 并 提出 过 许多 十 分 宝贵 的 意见 
和 建议 ， 而 且 在 与 我 的 无 数 次 讨论 中 以 他 对 问题 所 特有 的 深刻 思考 和 领悟 使 我 受 
益 殊 深 . 

本 书 分 上 下 两 册 ， 两 册 的 基本 内 容 已 在 第 一 版 前 言 中 做 过 介绍 ， 第 二 版 的 修 
订 工 作 主要 有 两 大 方面 : 四 对 全 书 原 有 内 容 做 了 全 面 细致 的 改写 ;，@ 增 补 了 若干 
新 的 内 容 ， 上 册 的 主要 增补 内 容 有 Vaidya 度 规 和 Kinnersley 度 规 、 共 罗 点 、 典 入 
图 及 暗 能 量 等 ， 下 册 的 主要 增补 内 容 有 纤维 从 理论 及 其 物理 应 用 、 常 曲率 空间 及 
de Sitter 和 反 de Sitter 时 空 等 . 虽然 第 二 版 在 内 容 的 深度 和 广度 上 都 有 所 增加 , 但 
尽力 降低 难度 的 写 书 宗旨 和 风格 不 变 ， 初 学 者 可 以 只 学 习 书 中 最 基本 的 人 门 性 内 
容 ， 全 书 既 可 作为 研究 生 课 教材 (上 册 还 可 作为 本 科 二 年 级 以 上 的 选修 课 教材 )， 
也 可 作为 相对 论 工作 者 的 参考 读物 .不 从 事 相对 论 工作 的 物理 工作 者 也 可 把 上 册 
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前 5 章 及 上 下 册 的 某 些 章节 和 附录 (例如 李 群 和 李 代数 及 纤维 从 理论 ) 作 为 微分 几 
何 的 入 门 读物 . 

为 了 适应 不 同 程度 读者 的 需要 ， 本 书 内 容 分 为 必 读 和 选读 两 大 部 分 ， 各 章 还 
配 有 为 数 不 少 的 习题 ， 关 于 必 读 、 选 读 部 分 以 及 习题 的 使 用 建议 已 详 于 第 一 版 的 
前 言 中 . 

在 广义 相对 论 中 经 常 遇 到 宛 长 的 公式 ， 采 用 几何 单位 制 (其 中 c= 1，G= 1 可 
使 公式 大 为 简化 . 本 书 也 不 例外 . 为 帮助 读者 掌握 几何 制 与 非 几 何 制 之 间 的 转换 ， 
我 们 专门 写 了 一 个 附录 (附录 A). 

本 书 作者 囊 心 感谢 李 惕 碚 院士 、 陆 埃 院 士 、 郭 汉 英 研究 员 、 刘 辽 教 授 、 赵 
峥 教授 、 刘 涧 球 研究 员 、 马 永 革 副 教授 、 杨 学 军 教授 、 田 贵 花 教授 以 及 许多 同 
行 和 读者 对 本 书 第 二 版 出 版 的 关心 和 支持 ， 也 感谢 第 一 版 广大 读者 对 本 书 的 关 
心 和 厚爱 ， 限 于 作者 水 平 ， 第 二 版 中 肯定 还 存在 错误 和 不 足 ， 奶 请 同行 和 读者 
不 音 指 正 . 


梁 灿 彬 
2005 年 4 月 于 北京 师范 大 学 


第 一 版 前 言 


笔者 从 1981 年 起 在 美国 芝加哥 大 学 相对 论 组 任 访问 学 者 两 年 ， 出 国 前 ， 由 
于 种 种 原因 , 我 对 广义 相对 论 只 略 知 皮毛 , 对 其 必 备 的 数学 工具 一 一 近代 微分 几 
何 一 一 所 知 则 近乎 为 零 ， 得 益 于 芝加哥 大 学 相对 论 组 浓郁 的 学 术 气氛 ， 更 由 于 
Wald 教授 (我 的 导师 ) 和 Geroch 教授 的 悉心 指导 , 我 很 快 就 对 这 一 领域 产生 了 浓厚 
兴趣 ， 作 为 教师 ， 我 在 回国 前 就 萌发 出 一 种 强烈 冲动 ， 要 把 这 两 年 学 到 的 东西 尽 
可 能 教 给 我 的 学 生 . 回国 后 立即 开 出 了 第 一 门 研究 生 课 《微分 几何 与 广义 相对 论 》， 
接着 又 陆续 开 出 几 门 后 续 课 程 ， 并 曾 应 邀 到 外 地 讲课 ， 十 数 年 来 的 讲稿 后 来 成 为 
写作 本 书 的 蓝本 ,回顾 这 10 多 年 , 我 其 实 是 边 教 边 学 , 尽力 加 深 对 所 教 内 容 的 理 
解 . 遇 到 百 思 不 解 的 问题 ， 我 还 会 向 我 的 良师益友 Wald 教授 (或 Geroch 教授 ) 写 
信 求 教 ， 每 次 都 收 到 热情 回信 ， 信 中 的 精辟 见解 常常 使 我 茅 塞 顿 开 物理 学 工作 
者 初次 接触 近代 微分 几何 时 的 常见 感觉 是 “抽象 难 懂 ”， 不 得 其 门 而 入 ， 我 想 也 
许 我 能 在 减轻 难度 方面 对 他 们 有 所 帮助 . 首先 ， 当 时 我 也 是 个 刚 学 不 久 的 人 ， 对 
人 门 时 的 困难 有 切身 感受 ; 其 次 ， 我 过 去 的 教学 经 验 也 许 在 降低 难度 方面 可 以 派 
上 用 场 . 降低 难度 不 但 成 为 我 十 多 年 来 教学 工作 的 一 种 自我 追求 ， 而 且 也 成 为 本 
书写 作 的 一 个 努力 方向 。 为 了 降低 难度 ， 往 往 不 惜 耗 费 笔墨 详 加 解说 ， 这 是 本 书 
篇 幅 较 大 的 一 个 重要 原因 . 

近代 微分 几何 不 但 对 学 习 广 义 相对 论 至 关 紧 要 ， 而 且 对 物理 学 (乃至 工程 学 ) 
的 许多 分 支 都 有 重要 应 用 价值 ， 许 多 物理 工作 者 从 自身 专业 的 国际 学 术 会 议和 大 
基文 献 中 发 现 近代 微分 几何 对 深入 搞 好 本 专业 研究 已 日 渐 必 需 ， 却 苦于 找 不 到 学 
习 这 门 学 问 的 人 门 途径 .北京 师范 大 学 物理 系 的 领导 较 早 认识 到 近代 微分 几何 对 
物理 工作 者 的 重要 性 , 鼓励 和 支持 我 从 1995 年 开始 把 我 的 第 一 门 研究 生 课 《 微 分 
几何 与 广义 相对 论 》 下 放 为 高 年 级 本 科 选 修 课 ( 约 70 学 时 )， 该 课 的 一 半 以 上 课时 
用 于 从 零 开 始 讲授 微分 几何 的 人 门 知识 (相当 于 本 书 前 5 章 )， 所 余 课时 的 一 半 以 
上 用 于 介绍 如 何以 微分 几何 为 工具 剖析 业已 学 过 的 狭义 相对 论 ( 相 当 于 本 书 第 6 
章 )， 最 后 才 介绍 一 点 广义 相对 论 的 入 门 知识 (相当 于 本 书 第 7 章 的 一 部 分 )， 实 践 
表明 ， 喜 欢 抽象 思维 、 学 过 微 积分 学 以 及 线性 代数 基本 知识 的 物理 系 本 科 生 只 要 
花 出 足够 时 间 听 课 、 复 习 和 完成 作业 (平均 每 周 约 5 题 )， 就 可 在 期 末 考 试 中 取得 
及 格 以 上 的 成 绩 ， 我 还 深 感 欣慰 地 发 现 部 分 本 科 生 ( 含 二 年 级 生 ) 况 然 能 进入 “ 心 
领 神 会 ”的 美妙 境界 并 产生 浓厚 兴趣 ， 他 们 还 继续 选 学 笔者 所 开 的 后 续 研究 生 课 
程 (包括 本 书 从 第 7 章 87.4 起 的 全 部 内 容 )， 而 且 表 现 出 色 . 

本 书 分 上 、 下 两 册 . 上 册 共 有 10 章 , 前 5 章 从 零 开始 讲授 微分 几何 人 门 知识 ， 
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第 6 章 剖析 狭义 相对 论 ， 后 4 章 介绍 广义 相对 论 的 基本 内 容 ， 虽然 前 5 章 在 选材 
和 写法 上 适当 照顾 到 相对 论 的 需要 ， 但 不 从 事 相 对 论 工 作 的 物理 工作 者 也 可 把 它 
作为 微分 几何 的 人 门 读物 ， 下 册 将 介绍 广义 相对 论 的 进一步 内 容 (侧重 于 整体 分 
析 ， 例 如 时 空 的 整体 因 打 结构 、 渐 近 平 直 时 空 、 引 力 圳 缩 、Kerr-Newman 黑洞 、 
时 空 的 3+1 分 解 以 及 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 ) 及 其 所 需 的 进一步 数学 工具 
(例如 共 形 变换 及 李 群 和 李 代数 )， 全 书 既 可 作为 研究 生 课 教材 (上 册 还 可 作为 本 科 
高 年 级 选修 课 教材 )， 也 可 作为 相对 论 工作 者 的 参考 读物 . 

为 了 适应 不 同 程度 读者 的 需要 ， 本 书 内 容 分 为 必 读 和 选读 两 大 部 分 ， 必 读 
部 分 用 宋体 排 印 ， 选 读 部 分 则 排 成 楷体 ， 并 用 [选读 ] 和 [选读 完 ] 字 样 标 出 ， 必 读 
部 分 的 内 容 自 成 体系 ， 不 会 由 于 略 去 选读 内 容 而 影响 后 续 必 读 内 容 的 学 习 ， 各 
页 的 脚注 如果 有 的 话 ) 与 选读 内 容 类 似 、 初 次 学 习 的 读者 最 好 略 去 全 部 选读 和 
脚注 内 容 . 

本 书 各 章 都 配 有 为 数 不 少 的 习题 .习题 的 难 易 程度 十 分 悬殊 最 难 的 习题 
在 题 号 前 标 有 * 号 ， 这 是 指 题目 本 身 的 难度 最 大 ， 与 所 需 内 容 是 否 涉及 选读 内 容 
无 关 ， 题 号 前 标 有 ~ 号 的 题 是 笔者 向 读者 推荐 的 比较 基本 的 习题 ， 其 中 有 很 易 的 
题 ， 也 有 较 难 的 题 ， 为 了 降低 难度 ， 对 多 数 较 难题 都 给 了 提示 ， 如 果 时 间 实 在 
不 够 ， 也 可 在 ~ 号 题 中 挑选 部 分 题目 完成 .完全 不 做 习题 而 一 章 一 章 读 下 去 的 做 
法 似乎 也 未 尝 不 可 ， 不 过 很 可 能 在 读 到 稍 后 章节 时 发 现 前 面 根基 不 稳 ， 难 于 继 
续 稳 步 前 进 . 

限于 笔者 的 数理 修养 以 及 对 本 书 所 涉 专 业 方向 的 理解 水 平 ， 书 中 大 小 错误 和 
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8L1 集 论 初步 


确切 地 指定 了 的 若干 事物 的 全 体 叫 一 个 集合 (seb ， 简 称 集 ， 集 中 的 每 一 事物 
叫 一 个 元 素 (element) 或 点 (poinD)、 若 x 是 集 X 的 元 素 ， 则 说 “x 属于 X”， 并 记 作 
xeX. 符号 eg 则 代表 “不 属于 ”. 有 两 种 表示 集合 的 方法 ， 一 种 是 一 一 列 出 其 元 
素 ， 元 素 间 用 逗号 隔 开 ， 全 体 元 素 用 花 括 号 括 起 来 ， 如 

X={1, 4, 5.6} 
表示 由 实数 1，4 及 5.6 构成 的 集 ， 另 一 种 表示 法 是 指出 集中 元 素 的 共性 ， 如 
X= {x1x 为 实数 } 
表示 X 是 全 体 实数 的 集合 (这 一 特定 集 的 通用 记号 为 及 )， 而 
X={xeR|lx>9}) 
则 表示 全 体 大 于 9 的 实数 的 集合 . 

不 含 元 素 的 集 叫 空 集 (empty set)， 记 作 儿 . 

定义 1 若 集 4 的 每 一 元 素 都 属于 集 X， 就 说 4 是 和 的 子 集 (subseb， 也 说 4 
含 于 (is contained in)XX 或 六 含 (contains) A4， 记 作 AcX 或 XxX 二 A， 规定 名 是 任 一 
集合 的 子 集 ， 4 称 为 X 的 真子 集 (proper subset), 若 AcX 且 A#X. 集 X 和 了 Y 称 
为 相等 的 ( 记 作 X=Y), 若 XcY 且 Y cX. 

注 1 子 集 定义 的 更 确切 表述 本 应 是 “ 集 4 叫 集 忆 的 子 集 ， 当 上 且 仅 当 4 的 每 
一 元 素 都 属于 X ”， 但 为 方便 起 见 ， 凡 在 定义 中 的 “ 若 ” 或 “ 当 ” 都 是 “ 当 且 仅 
当 ” 之 意 . 

本 书 用 := 代表 “定义 为 ”, 用 = 代表 “ 恒 等 ” 或 “ 记 作 ”, 例如 C=4-B 的 
含义 是 “把 4-8 记 作 C”. 采用 这 两 个 符号 无 非 是 为 增加 明确 性 ， 都 换 成 等 号 也 
无 妨 . 

定义 2 集合 4A，B 的 并 集 、 交 集 、 差 集 和 补 集 定义 为 : 

并 集 (union) 4UB := {xlxeA 或 xeB}. 

交集 (intersection) ANB := {xlxe4，xreB} (条 件 “xeAh,xeB ”是 
“xeA 且 xeB” 的 简写 ， 下 同 . ). 

差 集 (difference) A-B := {x 1 xeA，xgB} (数学 书 常 把 差 集 记 作 A\B 或 4~B， 
本 书 一 律 记 作 4-B. ). 

若 4 是 X 的 子 集 ， 则 4 的 补 集 (complement) -A 定义 为 -A:=X-A. 

定理 1-1-1 以 上 集运 算 服从 如 下 规律 : 


“2. 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


交换 律 AUB=BUA, ANB=BNMA. 

结合 律 (AUB)UC=AU(BUC)， (4NBNC=AN(BNO). 

分 配 律 (4nB)UC=(4UCIn(BUC)，(4AUBnc=C4ncUCBnc). 

De Morgan 律 A4-(BUC)=(4-B)N(A4-C),A-(BNC) =(4-B) U(A- COC). 

证 明 ”作为 例子 , 我们 证 明 De Morgan 律 的 第 二 式 (其 他 各 律 由 读者 自 证 ). 为 
此 只 须 证 明 等 式 两 边 互相 包含 . 

(A) 设 xeA-(B 门 C), 则 xeA，xsgBNC. 后 者 导致 xg B 或 +gC. xe4 与 
xX&B 结 合 得 xeA-B; xe 4h 与 gC 结合 得 xeA-C, 故 xe(A4-B)U(A-C)， 
因而 

A-(BNC)c(A-B)U(A-O). 
(B) 设 xs(4-B)U(4-C) , 则 xeA-B 或 xeA-C. 前 者 导致 x<eA,xgB; 
后 者 导致 x<e A4，xgC. 两 者 结合 得 xe A, xeBnc, 故 xe4-(Bmc)， 因 而 
(A-B)U(A-C) cA-(BNC). 口 
定义 3 非 空 集合 X, 了 的 卡 氏 积 (Cartesian product) X xY 定义 为 
XxY := {(x,y) lxeX,yer}. 
就 是 说 ，X xY 是 这 样 一 个 集合 ， 它 的 每 一 元 素 是 由 X 的 一 个 元 素 x* 和 了 的 一 个 元 
素 y 组 成 的 一 个 有 序 对 (x, y) ， 多 个 (有 限 个 ) 集 合 的 卡 氏 积 可 类 似 地 定义 ， 例 如 
XxYxZ := {(x,y,z)lxeX,yeY,zeZ}, 
而 且 还 规定 卡 氏 积 满足 结合 律 , 即 (XxY)xZ=Xx(Y x2Z). 

例 1 RR? := 及 xx 了，R" := 及 x…x 及 ( 共 = 个 及 ) 既然 民 的 元 素 是 由 两 个 实 
数 构成 的 有 序 对 ,这 两 个 实数 就 称 为 该 元 素 的 自然 坐标 .类 似 地 ，R” 的 每 一 元 素 
有 nn 个 自然 坐标 .可见 RR" 是 天 生 就 有 坐标 的 , 但 其 他 集合 则 未 必 . 利用 自然 坐标 
可 给 到" 的 任意 两 个 元 素 定 义 距 离 的 概念 . 

定义 4 KR" 的 任意 两 个 元 素 x= (xz …,， x") ，y=(y ,…, y") 之 间 的 距离 


|y-x| 定 义 为 |y-x|:= So-xy. 
i=l 


本 书 从 下 段 开始 经 常 使 用 数学 记号 V (代表 “对 任 一 ”) 和 3( 代 表 “ 存 在 ”)， 
请 熟 习 . 

: 定义 5 设 X，7 为 非 空 集合 ， 一 个 从 X 到 了 的 映射 (map)( 记 作 了: XY) 
是 一 个 法 则 , 它 给 X 的 每 一 元 素 指定 Y 的 唯一 的 对 应 元 素 . 若 yeY 是 xeX 的 对 
应 元 素 , 就 写 y= f(x) ， 并 称 》 为 x 在 映射 了 下 的 像 image)， 称 x 为 》 的 原 像 (或 
逆 像 ， 即 inverse image)，X 称 为 映射 的 定义 域 (domain)，X 的 全 体 元 素 在 映射 
了 下 的 像 的 集合 ( 记 作 f[X]) 称 为 映射 : X -> 了 的 值 域 (range)、 映 射 / : X -> 


@ ”无限 多 个 集合 的 卡 氏 积 也 可 定义 ， 但 已 超出 本 书 范围 . 
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和 f': XY 称 为 相等 的 , 车 f(x)=f'(x) vxeX. 

注 2 通常 也 把 y= f(x) 写 成 1 :x y. 请 注意 口 与 一 的 区 别 : f :XX 一 Y 
中 的 忆 表 示 了 是 从 XX 到 Y (集合 到 集合 ) 的 映射 ; 而 f : xy 中 的 咏 则 表示 
xeX 在 映射 了 下 的 像 是 y (元 素 到 元 素 )- 

注 3 设 AcX ，, 则 4 的 元 素 在 f 下 的 像 组 成 的 子 集 记 作 f[4] ， 即 

f[A]Jas{ye7?1I3xeAh 使 y=f(W)}cY. 

例 2 普通 微 积 分 中 的 单 值 函数 y= f(x) 就 是 一 个 由 下 (或 其 子 集 ) 到 RR 的 映射 

注 4 从 RR? 到 民 的 映射 给 出 一 个 二 元 函数 , 因为 及 : 中 每 点 由 两 个 实数 (自然 
坐标 ) 描 写 ， 同 理 ， 从 人 R" 到 R" 的 映射 给 出 m 个 n 元 函数 . 

定义 6 映射 / :XX 一 了 则 一 一 的 (one-to-one), 若 任 一 yeY 有 不 多 于 一 个 道 
像 (可 以 没有 ) 三 : X 了 则 到 上 的 (onto), 若 任 一 ye 了 都 有 北 像 (可 多 于 一 个 )” 

注 5 GD /为 到 上 映射 的 充 要 条 件 是 值 域 f[X]=Y，@ 若 为 一 一 映射 ， 则 
存在 逆 映 射 /1 ; f[X] 下 XX， 然而 ,不 论 六 :XY 是否 有 逆 ， 都 可 定义 任 一 子 
集 BcY 在 f 下 的 “ 逆 像 ”f/71[B] 为 

f IB]:= {xeXIf(x)eBcX. 

注意 ， 这 里 的 “ 逆 像 ”是 X 的 子 集 而 不 是 X 的 元 素 ， 例如， 如 果 X 有 ( 且 仅 有 ) 
两 个 元 素 x 和 x 在 /作用 ( 即 映射 ) 下 的 像 都 是 ye7 ， 则 虽然 逆 映 射 /1 :了 一 大 
不 存在 , 但 把 y 看 作 Y 的 独 点 子 集 ( 即 {y) 时 /7'[{y)]( 简 记 作 /71[y]) 仍 有 意义 ， 
含义 为 17'[y]={x, x cX. 

定义 7 了 :X 一 了 称 为 常 值 映射 ， 若 f(z)= f(x) Vx, x'eX. 

定义 8 设 X,Y, Z 为 集 ，f :X 一 YY 和 g :了 一 2Z 为 映射 , 则 广 和 8 的 复合 映 
射 8。 是 从 X 到 Z 的 映射 ， 定义 为 (g。f)(x) := g(f(x?)eZ vxeX， 见 图 1-1. 


图 1-1 复合 映射 gef 
注意 ， 先 执行 / 后 执行 8 


外 不 少数 学 书 把 本 书 的 一 一 和 到 上 喘 射 分 别 叫 单 款 Ginjection) 和 满 射 (surjection)， 把 既是 单 射 又 是 满 射 的 映 
射 叫 一 一 映射 [又 称 双 射 (bijection)]， 于 是 它们 的 一 一 吴 射 强 于 本 书 的 一 一 观 射 . 
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注 6 若 X=Y=Z= 及 ， 则 复合 映射 8。j 就 是 熟知 的 一 元 复合 函数 . 

若 X 和 了 是 一 般 的 集合 ， 对 X 与 了 之 间 的 映射 只 能 提出 “一 一 ”和 “到 上 ” 
这 两 个 要 求 ; 但 车 XX 和 Y 还 指定 了 某 种 结构 ， 则 往往 可 对 : X 一 了 提出 更 多 要 
求 ， 例 如 可 要 求 了 : 及 一 及 是 连续 的 甚至 光滑 的 ， 一 元 函数 矿 : R 一 民 的 连续 性 
在 微 积分 中 早 有 定义 (“e-5 定 义 ”)， 重 述 如 下 : 四 称 了 在 x 点 连续 ， 若 
Ve>0 36>0 使 得 当 Ilx -xl<6 时 有 1f(x)-f(D1<s; @ 称 了 在 及 上 连续 , 若 
它 在 以 的 任 一 点 连续 ， 这 一 定义 依赖 于 及 中 任 二 元 素 的 距离 概念 (对 及 而 言 距离 
就 是 坐标 之 差 )， 似 乎 无 法 推广 到 没有 距离 定义 的 两 个 集合 之 间 的 映射 ， 然 而 细 想 
发 现 ，s -6 定义 可 用 开 区 间 概 念 (而 无 需 距 离 概念 ) 重 新 表述 如 下 : 设 X =Y = 及 ， 
映射 有 : X= 了 叫做 连续 的 , 若 了 中 任 一 开 区 间 的 “ 逆 像 ”都 是 励 的 开 区 间 之 并 (或 
是 空 集 )、 这 一 表述 与 通常 的 a-5 表述 的 等 价 性 可 从 图 1-2 得 到 启发 (这 里 无 意 给 
出 证 明 ): 图 (a) 的 映射 了 : X 一 了 按 <-6 定义 为 连续 , 与 此 相应 ，Y 中 任 一 开 区 间 
(a,b) 的 逆 像 为 开 区 间 (oa', b') ;图 (b) 的 映射 连续 ,与 此 相应 ,Y 中 任 一 开 区 间 (a,b) 
的 逆 像 为 开 区 间 (a b) 与 (b”, a”) 之 并 ; 图 (c) 的 映射 / : Xx 下 7 了 在 ceX 处 不 连 
续 , 与 此 相应 , 在 Y 中 存在 开 区 间 (a, b) , 其 “ 逆 像 ”f(a, b)]=(a' ccX 不 
是 开 区 间 ， 也 不 是 开 区 间 之 并 .以 上 讨论 从 一 个 侧面 说 明 “ 开 区 间 之 并 ”这 一 概 
念 的 用 处 : 可 以 定义 映射 了 : 及 一 以 的 连续 性 ， 其 实 这 一 概念 还 有 很 多 用 处 ， 因 
此 往往 有 必要 推广 到 除 民 外 的 集合 X . 为 方便 起 见 , 把 及 的 任 一 可 以 表 为 开 区 间 
之 并 的 子 集 (连同 空 集 @) 称 为 开 子 集 ， 为 把 开 子 集 概念 推广 到 任意 集合 X ， 应 先 
找 出 及 的 开 子 集 的 本 质 的 、 抽 象 的 (因而 可 以 推广 的 ) 性 质 ， 它 们 是 : (a) R 和 空 集 
名 都 是 开 子 集 ; (b) 有 限 个 开 子 集 之 交 仍 是 开 子 集 ; (c) 任意 个 开 子 集 之 并 仍 是 开 
子 集 ， 把 这 三 个 性 质 推广 ， 就 可 给 任意 集合 X 定义 开 子 集 概念 ， 定义 了 开 子 集 的 


mr a bb xX 


(a) / 续 续 ， 任 一 开 区 间 (a，b) (b) / 续 续 ， 任 一 开 区 和 间 (a，b) 的 逆 (ec) 在 c'eX 不 连续 ， 存 在 开 区 间 (a,b)， 
的 递 像 是 开 区 间 (a'，b”)， 像 是 开 区 间 之 并 (ab)U(b",a") . 其 逆 像 (a'，c"] 不 是 开 区 间 之 并 . 


图 1-2 用 开 区 间 表 述 连 续 性 
曲线 代表 映射 : X 一 了 
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集合 叫 拓扑 空间 ， 由 开 子 集 概念 出 发 又 可 定义 许多 概念 并 证 明 许多 定理 ， 从 而 发 
展 为 一 门 完整 丰富 的 学 科 分 支 一 一 点 集 拓扑 学 .$1.2 和 8$1.3 两 节 将 对 拓扑 空间 的 
最 基本 内 容 做 一 介绍 . 


§1.2 拓扑 空间 


如 8L.1 末了 所 述 ， 民 的 子 集 分 为 开 子 集 和 非 开 子 集 两 大 类 ( 任 一 子 集 要 么 是 开 
的 ， 要 么 是 非 开 的 ， 不 要 把 非 开 子 集 称 为 闭 子 集 ， 根 据 后 面 要 讲 的 闭 子 集 定义 ， 
子 集 可 以 不 开 不 团 , 也 可 以 既 开 又 闭 . ) 开 于 集 具有 上 述 (a)、(b)、(c) 三 个 性 质 . 对 
任意 非 空 集合 X 也 可 用 适当 方式 指定 其 中 的 某 些 子 集 是 开 的 ， 其 他 为 非 开 的 ， 为 
使 这 种 指定 有 用 , 我 们 约定 任何 指定 方式 都 要 满足 3 个 要 求 : (a) X 本 身 和 空 集 纪 为 
开 子 集 ; (b) 有 限 个 开 子 集 之 交 为 开 子 集 ; (c) 任意 个 (可 以 有 限 个 也 可 以 无 限 个 ) 
开 子 集 之 并 为 开 子 集 . 对 同一 集合 , 满足 这 3 个 要 求 的 指定 方式 常常 是 很 多 的 . 例 
如 ， 设 X 为 任意 集合 ， 可 以 指定 X 及 C 为 开 子 集 ， 其 他 子 集 都 为 非 开 ， 这 当然 满 
足 上 述 三 要 求 ， 其 特点 是 开 子 集 最 少 ， 只 有 两 个 ， 然 而 也 可 采用 另 一 种 极端 的 指 
定 ， 即 指定 X 的 任意 子 集 都 是 开 子 集 ， 不 难看 出 这 种 指定 也 满足 上 述 三 要 求 ， 上 
述 两 种 指定 虽然 未 必 有 太 多 用 处 ， 但 它们 至 少 能 说 明 满足 上 述 三 要 求 的 指定 方式 
不 止 一 种 ， 我 们 说 ， 每 种 满足 上 述 三 要 求 的 指定 给 集合 X 赋 于 了 一 种 附加 结构 ， 
称 为 拓扑 结构 ， 对 定义 了 拓扑 结构 的 集合 可 以 指 着 

它 的 任 一 子 集 问 : “这 是 开 子 集 吗 ?” 答案 非 “是 ” 。 条 全 区、 天 了 入 0 
即 “ 理 ”， 泾 油分 明 。 反 之 ， 对 没有 定义 拓扑 结构 

的 集合 ， 这 样 的 问题 毫 无 意义 ， 定 义 了 拓扑 结构 的 非 开 于 集 V 
集合 X 的 全 体 开 于 集 也 组 成 一 个 集合 ， 称 为 X 的 一 
个 拓扑 (opology), 记 作 (是 topology 为 首 字母 的 花 
体 大 写 )， 用 多 代表 由 X 的 全 体 子 集 组 成 的 集合 (如 
图 1-3)， 则 X 的 任 一 开 子 集 O 和 任 一 非 开 子 集 V 都 
是 多 二 X 的 全 体 开 子 集 组 成 的 一 个 于 集 图 13 是 和 全 的 也 有 于 
了 (注意 , 它 不 是 X 的 子 集 ), 它 就 是 X 的 拓扑 .请 ts 

注意 符号 同 e 的 区 别 :Oc X 只 表明 O 是 X 的 于 /时 了 和 9 妆 7 是 
集 , 而 Oe 则 表明 O 是 X 的 开 子 集 ， 以 上 铺垫 有 ”过 (如 0) 是 X 的 一 个 开 于 集 
助 于 理解 如 下 用 数学 语言 表述 的 定义 


定义 1 非 空 集合 X 的 一 个 拓扑 (topology).7 是 大 的 若干 子 集 的 集合 , 满足 : 
(a) X,DeF ; 


义 的 所 有 子 集 的 集合 .天 


人 若 0ie7，i=12…m， 则 内 oj sy (其 中 内 o 代表 这 个 0; 之 交 ); 
i=] i=l 
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(0) 车 0。.e 了 FI va ， 则 [Jos eF (0。 Ee 了 7 后 加 Ya 表示 每 一 个 O。 都 属于 7 ， 
而 且 O06 的 个 数 没有 限制 . Wo e 表示 所 有 04 之 并 属于 7 .). 


定义 2 指定 了 拓扑 的 集合 * 称 为 拓扑 空间 (topological space)， 拓 扑 空间 
无 的 子 集 O 称 为 开 子 集 (简称 开 集 ), 若 Oe 了 . 

对 同一 集合 X 可 定义 不 同 拓扑 (满足 定义 1 的 78 可 以 很 多 ). 设 歼 和 多 都 
是 X 的 拓扑 , 则 的 子 集 4 可 能 满足 hs 吨 ，4E 马 , 即 4 对 手 而 言 (用 9 衡量 ) 
是 开 集 而 对 祁 而 言 不 是 开 集 . 可 见 妃 和 互 把 X 定义 为 两 个 不 同 的 拓扑 空间 . 为 
明确 所 选 拓扑 起 见 ， 可 用 (X, 9 ) 代表 拓扑 空间 .于 是 (X,，3) 和 (X, 马 ) 代表 不 
同 拓扑 空间 ， 虽 然 它们 的 “ 底 集 ” 都 是 筷 在 明确 选 定 一 个 拓扑 后 也 可 只 用 和 代 
表 拓 扑 空间 . 

对 给 定 的 具体 集合 六， 应 选 哪 个 拓扑 使 之 成 为 一 个 拓扑 空间 ?这 取决 于 X 的 
自身 性 质 以 及 我 们 关心 哪些 方面 的 问题 。 例 如 ， 对 集合 R"”， 在 通常 关心 的 大 多 
数 问题 中 都 选 所 谓 的 通常 拓扑 为 拓扑 ( 见 下 面 的 例 3). 

例 1 设 X 为 任意 非 空 集合 , 令 F 为 X 的 全 部 子 集 的 集合 , 则 它 显然 满足 定 
义工 的 三 条 件 ， 故 构成 蕊 的 一 个 拓扑 ， 叫 离散 拓扑 (discrete topology). 

例 2 设 X 为 任意 非 空 集合 , 令 了 ={X, G] , 则 它 显 然 满 足 定义 1 的 三 条 件 ， 
故 构成 XX 的 一 个 拓扑 , 叫 凝 聚 拓扑 (indiscrete topology). 凝聚 拓扑 是 元 素 最 少 的 拓 
扑 ， 而 离散 拓扑 是 元 素 最 多 的 拓扑 . 

例 3 

(D 设 X= 展 ， 则 员 :={ 空 集 或 及 中 能 表 为 开 区 间 之 并 的 子 集 } 称 为 及 的 通 
常 拓扑 (usual topology). 

(3) 设 X=R"， 则 久 :={ 空 集 或 R" 中 能 表 为 开 球 之 并 的 于 集 } 称 为 R" 的 通 
常 拓扑 , 其 中 , 开 球 (open ball) 定 义 为 B(xo,7) := {xeR"| 1x 一 xo1<r】 ，w 称 为 球 
心 ，r>0 称 为 半径 . RR* 中 的 开 球 亦 称 开 圆 盘 ， 了 中 的 开 球 就 是 开 区 间 . 

不 难 验证 (0 和 (2) 中 的 满足 定义 1 的 三 条 件 ， 根 据 上 述 定义 ， 了 中 任 一 开 
区 间 用 兄 衡量 都 是 开 集 ， 然 而 ， 原 则 上 也 可 选 其 他 拓扑 使 及 成 为 不 同 于 (R，2) 
的 拓扑 空间 例如， 若 以 凝聚 拓扑 衡量 ， 则 除 民 及 名 外 都 不 是 开 集 ; 反之 ， 若 以 
离散 拓扑 衡量 , 则 民 中 任 一 子 集 (包括 闭 区 间 和 半 闭 区 间 ) 都 是 开 集 . 今后 在 把 R” 
看 作 拓 扑 空 间 时 ， 如 无 声明 就 是 指 (R"， 却 ). 

例 4 设 (Xi, 及 和 (Xi, 拖 ) 为 拓扑 空间 , X=XixX, ( 即 X 是 名 与 知 的 卡 
氏 积 )， 定 义 X 的 拓扑 为 

了 7 :={0cX 10 可 表 为 形 如 O) x 0 的 子 集 之 并 ，Oe 寂 0 号 ， (1-2-1) 
则 多 称 为 X 的 乘积 拓扑 (product topology). 
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[选读 1-2-1] 

不 难 把 乘积 拓扑 的 定义 从 两 个 拓扑 空间 推广 到 有 限 多 个 拓扑 空间 ， 但 应 说 明 
一 点 : 设 久 =XIxX，xX3， 则 XX 既 可 理解 为 (XIxX2)xX3 ， 也 可 理解 为 
Xix(X2xX3) ， 令 Xiz=XixXaz ， 以 宛 代 表 其 乘积 拓扑 ， 便 可 给 集合 
X= Xi xX3 定 义 乘积 拓扑 ， 记 作 呆 ， 再 令 XD3 三 X2 xX3 ， 以 .2 代表 其 来 积 拓 
扑 ， 又 可 给 集合 X = XI xX23 定 义 乘 积 拓扑 ， 记 作 史 '， 还 可 仿照 式 (1-2-1) 直 接 给 
X = XIxX2xX3 定 义 乘积 拓扑 宛如 下 : 

了 :={OcX10 可 表 为 形 如 OixO2 xO3 的 子 集 之 并 ， 
Oe5, 0,e%F, OEF). . 
可 以 证 明了 =F'= 了 F ， 即 对 时 =XIxX2xX3 的 乘积 拓扑 的 3 种 定义 殊途同归 ， 
因此 不 会 出 现 含糊 情况 ， 对 有 限 多 个 拓扑 空间 也 有 类 似 结论 ， 一 个 简单 的 例子 是 
有 R"= 恨 x…x 肪 ， 还 可 证 明 这 样 定义 出 的 乘积 拓扑 与 例 3 中 用 开 球 定义 的 拓扑 一 
致 . [选读 1-2-1 完 ] 

例 5 设 (X, 了) 是 拓扑 空间 ，4 为 X 的 任 一 非 空子 集 . 把 4 看 作 集合 ， 当 
然 也 可 指定 拓扑 ( 记 作 . , 是 S 的 花 体 ) 使 4 成 为 拓扑 空间 , 记 作 (4, .). 由 于 4 
是 X 的 子 集 ， 我 们 希望 .7 与 了 有 尽量 密切 的 联系 ， 如 果 As.7 ， 问 题 很 简单 ， 
只 须 定义 . := {Vc A1VeF}. 然而 ,如 果 4<e29 ， 按 上 述 定义 就 有 4e.Z” ， 
违背 定义 1 的 条 件 (a)， 因 此 .9 的 上 述 定义 不 合法 .一 个 巧妙 的 定义 是 

2 :={Vc4I30s7 使 V=ANo}. (1-2.2) 
由 上 式 可 以 证 明 即 使 Ag 了 F 也 有 4Ae. 而且. 满足 定义 1 的 其 他 条 件 ( 见 习 
题 ) 这 样 定义 的 . 宛 叫 做 4A(cX) 的 、 由 多 导出 的 诱导 拓扑 (induced topology)， 以 
后 在 把 (X, 7 ) 的 子 集 4 看 作 拓 扑 空间 时 , 如 无 声明 都 指 (4, .>) , 其 中 .是 由 
诱导 的 拓扑 (4, .>) 称 为 (X， 了) 的 拓扑 子 空间 (topological subspace). 

下 面 的 例子 有 助 于 加 深 对 诱导 拓扑 的 理解 。 R? 中 以 癌 为 心 的 单位 圆周 S! 定 
义 为 S := {xeRlx-w1=1 }. 设 Ac 耻 是 S!, 由 于 它 不 能 表 为 R? 中 的 开 球 之 
并 (一 条 线 罕 到 装 不 下 任何 开 圆 盘 )，4 用 了 ?的 衡量 
不 是 开 的 . 用 式 (1-2-2) 给 A 定义 诱导 拓扑 . , 则 不 但 4 
用 夕 衡 量 是 开 的 , 而且, 设 V 是 4 中 的 任意 一 段 (不 含 
首 末 两 点 )， 如 图 1-4 的 粗 线 所 示 ， 则 虽然 V 用 衡量 
不 是 开 集 ,用 .衡量 却 是 开 的 ,因为 存在 开 圆 Oe 吧 使 
V=ANoO. 

利用 开 集 概念 可 对 拓扑 空间 之 间 的 映射 定义 连续 时 上 名 更 线 区 人命 纲 各 
性 . 下 面 给 出 两 个 等 价 的 连续 定义 , 等 价 性 的 证 明 留 作 “” 作 Oe 艺 与 4 之 交 , 由 式 
习题 . (1-2-2) 可 知 Ve .2 
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定义 3a 设 (X, F) 和 (Y, 9) 为 拓扑 空间 ， 映 射 了 :X 一 7 称 为 连续 的 
(continuous), 车 f7'[OJeF YOe.F [f7'[O] 的 定义 见 §1.1 注 5 之 @]. 

定义 3b 设 (X, F) 和 (Y, 多) 为 拓扑 空间 映射/ : X 一 Y 称 为 在 点 xeX 
处 连续 , 若 v 满 足 f(x)eG' 的 G'e. ,3GeF 使 YeG 且 ff[G]cG'.f:X>Y 


称 为 连续 ， 若 它 在 所 有 点 xs X 上 连续 . 
注 1 不 难看 出 , 车 X=Y= 及 ， 了 =.= 多 ,定义 3b( 因 而 定义 3a ) 就 回 到 


8-6 定义 . 

定义 4 拓扑 空间 (X, 了 ) 和 (Y, .7) 称 为 互相 同 胚 (homeomorphic to each 
other), 若 3 映 射 7 : XY ,满足 (a)f 是 一 一 到 上 的 ; (b)f 及 /都 连续 . ”这 样 
的 / 称 为 从 (X, F) 到 (Y, .>) 的 同 胚 映射 ， 简 称 同 胚 (homeomorphism). 

普通 函数 y = f(x) 的 连续 性 和 可 微 性 用 Cr 表示 , 其 中 "为 非 负 整数 ，C9 代表 
连续 ，C’ 代 表 r 阶 导 函 数 存在 并 连续 ，C” 代表 任意 阶 导 函 数 存在 并 连续 [ 称 为 光 
滑 (smooth)]， 虽然 用 开 集 概念 可 以 巧妙 地 把 C? 性 推广 到 拓扑 空间 之 间 的 映射 ,但 
r>0 的 Cr 性 则 不 能 ， 事 实 上 ， 对 拓扑 空间 之 间 的 映射 的 最 高 要 求 已 体现 在 同 胚 
的 定义 中 ， 同 胚 映射 : X 一 了 不 仅 在 X 和 了 的 点 之 间 建立 了 一 一 对 应 的 关系 ， 


而 且 还 在 X 的 开 子 集 与 y 的 开 子 集 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 , 因而 一 切 由 拓扑 
决定 的 性 质 都 可 “全 息 ” 地 被 上 “携带 ”到 了 中 . 因此， 从 纯 拓扑 学 角度 看 ， 两 
个 互相 同 胚 的 拓扑 空间 就 “ 像 得 不 能 再 像 ”， 可 以 视 作 相等 . 

例 6 任 一 开 区 间 (a, b)c 及 与 及 同 胚 (证 明 留 作 习题 ), 

例 7 圆周 S < RR 配 以 诱导 拓扑 (由 R? 的 宛 诱 导 ) 可 看 作 拓扑 空间 . 它 与 RR 是 
否 同 胚 ? 乍 看 以 为 可 用 图 1-5 定义 从 S: 到 以 的 同 胚 
映射 /， 然 而 点 a eS' 无 像 ， 故 了 不 是 从 S! 到 及 的 映 


s! 射 。 不 难 证 明 f: (S'- {aj) 一 玉 是 同 胚 映 射 ， 可 见 控 
4 去 -点 的 圆周 与 及 同 胚 ， 然 而 S! 却 与 及 非 同 胚 ， 
R 六 81.3( 选 读 ) 在 定理 1-3-8 后 将 给 出 简洁 证 明 ,其 中 用 到 


图 1.5 yxestta 点 除 。 有 .3 要 讲 的 “ 紧 致 "概念 要 点 是 : DS! 紧 致 而 有 非 

四 都 可 用 图 示 方法 定义 其 。 紧 致 ! @ 紧 致 子 集 在 连续 映射 下 的 像 仍 紧 致 0 、@) 
在 及 的 像 Fa 结合 使 S" 与 尺 不 能 同 胚 . 

例 8 考虑 欧 氏 平面 上 的 一 个 圆 和 一 个 椭圆 ( 均 

指 圆 周 )， 用 欧 氏 几何 眼光 看 ， 两 者 当然 不 同 .在 欧 氏 几 何 中 有 上 距离 概念 ， 圆 和 燃 

圆 就 是 用 距离 定义 的 .但 从 纯 拓 扑 学 的 角度 看 ，(R2 宛 ) 是 拓扑 空间 ， 圆 S! 和 椭 

E 是 RR? 的 两 个 子 集 : S!', EcR?. 可 用 多 给 S' 及 E 分 别 定义 诱导 拓扑 使 成 两 


中 有 余力 的 读者 试 举例 说 明 的 确 存在 其 逆 不 连续 的 一 一 到 上 的 连续 映射 提示 用 离散 和 北 聚 拓扑 ) 
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个 拓扑 空间 (S', 9%,) 及 (E, , 哆 ) . 可 以 证 明 (直观 上 不 难 相信 ) 存 在 同 胚 映射 
J:(S4 多 ) 一 (E，. 寞 ) ， 所 以 从 纯 拓 扑 眼光 看 两 者 完全 一 样 ， 反之， 若 把 S 前 
一 缺口 ， 其 产物 将 与 肪 同 胚 ， 因 而 与 S. 和 E 有 不 同 拓扑 ， 如 果 把 及 ? 想像 为 一 张 
橡皮 膜 并 对 其 进行 变形 操作 ， 则 膜 上 的 曲线 将 随 之 变形 .但 是 ， 只 要 不 剪 不 粘 ， 
则 曲线 变形 前 后 互相 同 胚 . 因此 拓扑 学 又 被 通俗 地 称 为 “橡皮 膜 上 的 几何 学 ” 拓 
扑 学 不 同 于 欧 氏 几何 学 ， 重 要 区 别 就 是 它 没有 距离 概念 ， 初 看 这 种 连 距离 都 谈 不 
上 的 学 问 不 会 有 多 大 用 处 ， 其 实 不 然 ， 一 个 简单 例子 是 电路 问题 ， 图 1-6(a) 和 (b) 
虽然 从 欧 氏 几何 看 有 很 大 差别 ， 但 从 电路 角度 看 则 全 同 ， 反 之 ， 若 把 图 b) 中 任 一 
支 路 剪断 [成 为 图 (c)]， 从 电路 看 就 十 分 不 同 .这 与 拓扑 学 关心 的 角度 一 样 ， 事 实 
上 ， 拓 扑 学 对 复杂 电路 (网 络 ) 的 研究 很 有 用 ， 形 成 了 “网 络 拓扑 学 ”这 一 小 小 的 
应 用 分 支 . 


(a) 四 (9) 


1-6 ”从 电路 或 拓扑 学 角度 看 ， 图 (a) 与 (b) 全 同 ， 
图 (b) 与 (co) 不 同 、 从 几何 学 看 则 不 然 


定义 5 NcX 称 为 xeX 的 一 个 邻 域 (neighborhood), 若 30eF 使 xeO 
CN .自身 是 开 集 的 邻 域 称 为 开 邻 域 . 

注 2 设 X= 民 ,N=[a,b], 则 NN 按 定义 5 是 x 的 邻 域 , 当 且 仅 当 a <x<b. 
请 特别 注意 “ 擦 边 ” 情 况 : 车 +*=a ， 则 N 并 非 x 的 邻 域 ， 因 为 R 不 存在 开 集 O 
使 YeOcN. 直观 地 说 ,要 使 [a, b] 是 x 的 邻 域 , x 在 [a, 四 中 应 有 “ 左 邻 右 会 ”. 而 
x=a 的 任何 “ 左 邻 ”都 不 属于 [a, b] , 故 [a, bj] 不 应 是 x*=a 的 邻 域 . 可 见 定义 5 在 
一 定 程度 上 反映 了 这 一 直观 要 求 . 另 请 注意 如 下 的 微妙 例子 : 在 拓扑 空间 
[0,%)c 恨 中 ，[0,1) 是 0 的 开 邻 域 ，[0, 了 ] 是 0 的 邻 域 . 

定义 5'( 子 集 的 邻 域 ) N CcX 称 为 AcX 的 一 个 邻 域 , 若 30e 使 4cO 
cN. 

定理 1-2-1 AcX 是 开 集 ， 当 目 仅 当 4 是 x 的 邻 域 vxe4. 

证 明 

(A) 设 A 为 开 , 则 VxeA, 3 4s9 使 xs4cA4, 故 由 定义 5 知 4 是 x 的 邻 域 . 

(B) 设 A 是 x 的 邻 域 vreA ， 令 0= | O. (0, 是 定义 5 中 满足 xeO,c 4h 的 

xeA 
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Oss9 )， 则 O = 4 (读者 试 补 证 这 一 等 式 )， 又 由 定义 1(c) 知 De7F , 故 4s7 ， 
即 4 为 开 集 . 口 

定义 6 CcX 叫 闭 集 (closed set), 若 -Cs27 . 

定理 1-2-2 闭 集 有 以 下 性 质 : 

(a) 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ; 

(b) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

(c) X 及 名 是 闭 集 . 

证 明 不 难 由 定义 1，6 及 De Morgan 律 得 证 . 口 

可 见 任何 拓扑 空间 (X, .9 ) 都 有 两 个 既 开 又 闭 的 子 集 ， 即 和 包 . 

定义 7 ”拓扑 空间 (X, F) 称 为 连通 的 (connected), 若 它 除 X 和 纪 外 没有 既 开 
又 闭 的 子 集 . 

例 9 设 4 和 有 是 及 的 开 区 间 ，4mB= 纪 (请 自 画 图 )， 以 .7 代表 由 下 的 通 
常 拓扑 在 子 集 X = 4UB 上 的 诱导 拓扑 , 则 拓扑 空间 (X, ) 的 既 开 又 闭 的 子 集 除 
XX 和 名 外 还 有 4 和 B(A 和 8 在 诱导 拓扑 下 自然 是 开 的 ， 又 因 A 和 B 互 为 补 集 ， 
故 又 都 是 闭 的 ，)， 所 以 (X, .9 ) 是 不 连通 的 这 同 自 画 图 中 的 A 和 8B 在 直观 上 互 
不 连通 相 吻 合 "， 

设 (X, 2 ) 为 拓扑 空间 ，4cX .分 别 定义 4 的 闭 包 、 内 部 和 边界 如 下 : 

定义 8 4 的 闭 包 (closure)4 是 所 有 含 4 的 闭 集 的 交集 ， 即 

C0 AEG 有 GG 为 二 


定义 9 4 的 内 部 (interion)i(4) 是 所 有 含 于 4 的 开 集 的 并 集 ， 即 
i(4) := UO,, eh Oe . 


定义 10 4 的 边界 (boundary)4 := 4-i(4) ，xe4 称 为 边界 点 . A 也 记 作 34. 

定理 1-2-3 4 ，i(4) 及 和 有 以 下 性 质 : 

(a) DA 为 闭 集 ，@4c4， 四 4= 不 当 是 仅 当 4 为 闭 集 ; 

(b) Di(4) 为 开 集 ，@i(4)c A ，@i(4)=4 当 目 仅 当 Ae ; 

(c) 4 为 闭 集 . 

证 明 (a)、(b) 易 证 .(c) 的 证 明 如 下 : X-A=X-[A-i(4)]=(X 一 Ui(4)， 
其 中 最 后 一 步 用 到 习题 2 的 结论 ， 因 不 为 闭 , 故 X- 甩 为 开 ， 加 之 i(4) 为 开 ， 故 
于 -4 为 开 ， 因 而 4 为 闭 . 

下 面 的 定义 在 $1.3 全 节 以 及 第 2 章 开 始 时 要 用 到 ， 

定义 11 X 的 开 子 集 的 集合 {0。} 叫 AcX 的 一 个 开 覆 盖 (open cover), 若 


四 与 直观 感觉 更 一 致 的 是 称 为 “ 弧 连 通 ” 的 概念 ， 它 与 连通 概念 有 微妙 差别 ( 见 $5.2 的 第 一 个 脚注 )- 
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4cUo。 .也 可 说 {Os} 覆盖 4. 


$1.3” 紧 致 性 [选读 ] 


定义 1 设 {0s。} 是 ACcX 的 开 禾 盖 (open cover)， 若 {0。) 的 有 限 个 元 素 构成 的 
子 集 {O04 ，…,O4,} 也 窗 盖 A， 就 说 {0s。} 有 有 限 子 覆盖 (finite subcover). 

定义 2 ACX 叫 紧 致 的 (compacD， 若 它 的 任 一 开 履 盖 都 有 有 限 子 币 盖 . 

例 1 设 xeX ， 则 独 点 子 集 4= {zj 必 紧 致 . 

证 明 设 {Ox} 是 4 的 任 一 开 履 盖 ， 则 {Ou} 中 至 少 存在 一 个 元 素 ( 记 作 Ou ) 满 
足 xeOa .于 是 {Ou }( 作 为 {Ou} 的 子 集 ) 是 A 三 {x} 的 开 禾 盖 ， 故 {Os} 有 有 限 子 覆 
盖 . 口 

例 2 A=(0, 1]c 及 不 是 紧 致 的 . 
证 明 以 代表 自然 数 集 , 则 { (1/n，2) 1meRN} 是 4 的 开 履 盖 ， 它 没有 有 限 

子 履 盖 . 口 

类 似 地 ， 民 中 任 一 开 区 间或 半 开 区 间 都 非 紧 致 

例 3 民 不 是 紧 致 的 (证 明 留 作 习 题 ). 

定理 1-3-1 民 的 任 一 闭 区 间 都 紧 致 . 

证 明 咯 . 口 

注 1 不 要 以 为 闭 集 一 定 紧 致 (就 连 民 中 也 有 非 紧 致 闭 集 ,读者 试 举 一 例 . ). 紧 
性 与 闭 性 有 密切 联系 ， 但 不 等 价 ， 其 关系 体现 在 以 下 两 定理 中 . 

为 讲述 定理 1-3-2， 先 补充 以 下 定义 . 

定义 3 拓扑 空间 (X, 9 ) 叫 T; 空 间或 豪 斯 多 夫 空 间 (Hausdorff space)， 若 

Vx, yeX, x#y, 30,0,eF 使 xeO, yeO0, 且 ONO,=s8. 

注 2 常见 的 拓扑 空间 (如 RR" ) 都 是 Tz 空间 ， 凝 聚 拓 扑 空间 是 非 Ti 空间 的 一 
例 ，Hawking and Ellis(1973)P.13~14 给 了 一 个 更 “靠近 实用 ”的 例子 . 

定理 1-3-2 若 (X, 9 ) 为 Tz 空 间 ，4CX 为 紧 
致 ， 则 4 为 闭 集 . 


O, 
证 明 当 A= 儿 时 定理 显然 成 立 ， 放 以 下 设 人 RN 
4# 纪 .只 须 证 明 夺 -4Ae.9 ， 为 此 只 须 证 明 Vxe 
XX-A,3OeF 使 YEOCcX-A( 见 定理 1-2-1). 因 
为 T 空间 ， 故 给 定 x 后 ,VyeA, 3 0,,G,eF a 
使 te0,，yeG, 且 0, 站 G,=@( 见 图 1-7). 》 走 遍 


A 便 给 出 两 个 子 集 的 集合 {G, 1ye A} 和 {0,1y eA}. 易 见 [G,1ye A} 是 4 的 开 履 
盖 ，A 的 紧 致 性 保证 它 必 含 有 限于 禾 盖 { G,,，，…，G, }. 令 0=0, 站 …N0,， 


G, 
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便 有 : Dos7 ; @re0 ; @0 站 4= 儿 (证 明 留 作 练习 ), 即 OCX-A、 于 是 由 
定理 1-2-1 知 和 -Ae.F ， 故 4 为 闭 . 口 

定理 1-3-3 若 (X, 9 ) 为 紧 致 且 ACX 为 闭 集 ， 则 A 为 紧 致 

证 明 因 A4A 为 闭 , 故 夺 -人 为 开 . 设 {Os} 为 4 的 任 一 开 禾 盖 , 则 {Oa,XX-A} 
是 时 的 一 个 开 履 盖 ( 此 处 用 到 A 为 闭 集 ). XX 为 紧 致 使 {0。, XX 一 A} 存 在 有 限 子 禾 盖 
{01,…, Os;XX 一 A} ， 于 是 101，…，On] 和 覆盖 A ， 从 而 {Os。} 有 有 限 子 禾 盖 . 口 

定义 4 ”AcR" 叫 有 界 的 (bounded)， 若 3 开 球 BcR" 使 AcB. 

定理 1-3-4 4C 民 为 紧 致 ， 当 且 仅 当 4 为 有 界 闭 集 . 

证 明 

(A) 设 4 为 紧 致 . (a) 因 及 为 了 空间 , 由 定理 1-3-2 知 A 是 闭 集 ，(b){(-n, n)1 
neN} 是 A 的 开 和 覆盖 ，4 的 紧 致 性 保证 此 开 履 盖 存 在 有 限 子 覆 盖 
{C1D, (2，2) —m, m)}, Bp AcC-1,DUG2,D UU Cm, m) =(-m, m), 
可 见 A 有 界 . 

(B) 设 4 为 有 界 闭 集 ， 有 界 性 保证 38f < 民 使 Ac[-M，M]. 由 定理 1-3-1 知 
[-M，M] 作 为 ( 民 , 宛 ) 的 子 集 为 紧 致 . 令 C=[-M，M] ,以 .7 代表 多 在 C 上 的 诱 
导 拓扑 ， 则 可 证 (C,.9) 也 为 紧 致 (练习 )、 把 (C,.9) 看 作 定 理 1-3-3 中 的 (X,F) ， 
注意 到 ACC 为 闭 集 , 便 知 A 为 紧 致 .” 二 

定理 1-3-5 设 AcX 紧 致 ，f :XX 一 了 连续 , 则 f[A]cY 紧 致 . 

证 明 设 {Ou} 是 FI4] 的 任 一 开 履 盖 . f 的 连续 性 保证 -1[Os] 为 开 ， 故 
{ "Os]} 是 4 的 开 覆 盖 ， 因 A 紧 致 ， 故 存在 有 限 子 履 盖 {f 1[O1],…,f 1[0,]}， 
于 是 {1O1，…，On} 便 是 {Oe} 的 有 限 子 覆 盖 . 因此 三 [4] 紧 致 . 口 

由 定理 1-3-5 可 得 推论 : 同 胚 映射 保持 子 集 的 紧 致 性 . 

定义 5 在 同 胚 映射 下 保持 不 变 的 性 质 称 为 拓扑 性 质 (topological property) 或 
拓扑 不 变性 (topological invariance). 

例 4 紧 臻 性、 连通 性 和 T2 性 都 是 拓扑 性 质 ， 有 界 性 不 是 拓扑 性 质 ， 例 如 开 
区 间 (a, 世 同 胚 于 及, 但 前 者 有 界 而 后 者 无 界 . 由 此 还 可 看 出 长 度 也 不 是 拓扑 性 质 . 

数学 分 析 中 有 个 热 知 定理 : 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 在 该 区 间 上 取得 其 最 大 值 
和 最 小 值 ， 下 述 定理 是 这 一 定理 的 推广 . 

定理 1-3-6 设 XX 紧 致 ，f : XX-> 民 连续 ， 则 f[X]c 民 有 界 并 取得 其 最 大 值 
和 最 小 值 . 

证 明 这 是 定理 1-3-4 和 1-3-5 的 推论 . 口 

定理 1-3-7 设 (Xi 中) ，(X2， 写 ) 紧 致 ， 则 (XI xX2， 史 ) 紧 致 (7 为 夯 和 


四 严格 说 来 ， 为 了 从 定理 1-3-3 得 出 上 为 紧 致 的 结论 ， 应 把 该 定理 略 加 推广 成 为 (其 证 明 与 原 定理 类 似 ) 设 
C 是 拓扑 空间 ( 压 ，9 ) 的 紧 致 子 全 ，AC C 且 A 是 (六 ,了 了) 的 闲 子 全 ， 则 4 必 紧 致 . 
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宛 的 乘积 拓扑 ). 
证 明 咯 . 口 
定理 1-3-8 Ac RR" 紧 致 ， 当 且 仅 当 它 是 有 界 闭 集 . 
证 明 这 是 定理 1-3-7 及 前 面 定理 的 推论 ( 民 " 是 nn 个 臣 的 卡 氏 积 ) 口 


简单 应 用 举例 考虑 (了 及 2, 兄 ) . 设 S' 是 到 ?中 的 任 一 国 周 , 易 见 它 是 有 界 闭 集 ， 
于 是 由 定理 1-3-8 知 它 为 紧 致 ， 由 定理 1-3-5 知 连续 映射 保 紧 致 性 , 而 妇 及 其 任 一 
开 区 间 都 不 紧 致 ,可 见 SI 不 可 能 与 取 或 其 任 一 开 区 间 同 胚 . 类 似 地 ,由 定理 1-3-1、 
1-3-5 知 恨 中 任 一 闭 区 间 都 不 可 能 与 及 或 其 任 一 开 区 间 同 胚 . 

定义 6 映射 8 : N-X 叫 入 中 的 序列 (sequence). 

注 3 通常 把 序列 记 作 {zm] ， 其 中 尺 三 S(n)eX，neN. {] 其 实 就 是 了 中 
编 了 次 序 的 一 串 点 . 

定义 7 xeX 叫 序列 {x} 的 极限 (limit)， 若 对 x 的 任 一 开 邻 域 O 存 在 NeN 使 
EO Vn>N. 若 x 是 { 蕊 } 的 极限 ,就 说 {x,} 收 钱 于 x. 

定义 8 xeX 巴 序列 { 恕 } 的 聚 点 (accumulation poinb)， 若 天 的 任 一 开 邻 域 都 含 
{z] 的 无 限 多 点 . 

注 4 xz 为 { 娩 } 的 极限 一 zx 为 {xo} 的 聚 点 ， 但 反之 不 一 定 . 

下 述 定理 中 有 一 条 件 涉 及 “第 二 可 数 ” 概 念 . 元 素 个 数 有 限 的 集 称 为 有 限 集 ， 
否则 称 为 无 限 集 ， 对 有 限 集 总 可 将 其 元 素 编号 以 便 一 个 一 个 地 数 ， 所 以 有 限 集 一 
定 是 可 数 集 (countable set)、 但 无 限 集 也 不 一 定 不 可 数 ， 例 如 时 就 是 可 数 的 无 限 
集 . 有 限 集 比 无 限 集 简单 ,可 数 无 限 集 比 不 可 数 无 限 集 简单 . 拓扑 空间 (XX, ) 称 
为 第 二 可 数 的 (second countable) ， 若 7 存在 可 数 子 集 {D…,Okjc2 或 
{O01,…}c 儿 使 得 任 一 Oe 可 被 表 为 {O1,…,Ok} [或 {O1,…}] 的 元 素 之 并 ， 例 
如 ，( 民 ", 匈 ) 是 第 二 可 数 的 ， 因 为 名 有 这 样 的 可 数 子 集 ( 它 的 每 个 元 素 0; 是 一 个 
开 球 ， 球 心 的 每 个 自然 举 标 都 是 有 理 数 ， 半 径 也 是 有 理 数 . ), 使 得 任 一 Oe 可 
被 表 为 该 子 集 的 元 素 之 并 . 

定理 1-3-9 若 AcX 紧 致 , 则 A 中 任 一 序列 都 有 在 A 内 的 聚 点 ， 反 之 ,车 XX 
为 第 二 可 数 且 ACX 中 任 一 序列 都 有 在 4 内 的 聚 点 ， 则 4 紧 致 . 

证 明 咯 . 口 


习 题 
1. 试 证 4~B=AN(X-B), VA, BCX. 
72. 试 证 X-(B-A)=(X-B)UA， vA, BcX. 
"3. 用“ 对” 或“ 错 ”在 下 表 中 填空 : 


“14. 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


了 : RoR 是 一 一 的 是 到 上 的 
f(x)=* 


f(D)=7 
f (0)=e" 
f(x)=cosx 


f(x)=5,vreR 


“4. 判断 下 列 说 法 的 是 非 并 简 述 理由 : 
(a) 正切 函数 是 由 民 到 民 的 映射 ; 
(b) 对 数 函 数 是 由 民 到 民 的 映射 ; 
(c) (a,b]c RR 用 式 衡 量 是 开 集 ; 
(d) [a,b]cR 用 和 衡量 是 闭 集 . 
“5. 举 一 反 例证 明 命题 “( 了 ,2) 的 无 限 个 开 子 集 之 交 为 开 ” 不 真 . 
-6. 试 证 81.2 例 5 中 定义 的 诱导 拓扑 满足 定义 ! 的 3 个 条 件 . 
7. 举例 说 明 (R ,2) 中 存在 不 开 不 闭 的 子 集 . 
“8. 常 值 映射 1: (X, 了 了 ) 一 (Y,: 灾 ) 是 否 连续 ?为 什么 ? 
“9. 设 9 为 集 X 上 的 离散 拓扑 ，. 为 集 Y 上 的 凝聚 拓扑 ， 
(a) 找 出 从 (X, 了 ) 到 (7, .>) 的 全 部 连续 映射 ; 
(人 b) 找 出 从 (Y,.>) 到 (X, 2 ) 的 全 部 连续 映射 . 
“10. 试 证 定义 3a 与 3b 的 等 价 性 - 
11. 试 证 任 一 开 区 间 (a,b)c RR 与 RR 同 胚 . 
12. 设 X 和 X, 是 民 的 子 集 ，X,=(1,2)U(2,3) ，X,=(1,2)U[2,3). 以 和 色 分 别 代表 
由 RR 的 通常 拓扑 在 X, 和 X, 上 的 诱导 拓扑 ， 拓 扑 空间 (X,， 7) 和 (X,， 色 ) 是 否 连通 ? 
13. 任意 集合 X 配 以 离散 拓扑 ,9F 所 得 的 拓扑 空间 是 否 连通 ? 
-14. 设 Ac B ， 试 证 (a)4c 巨 ;提示 : Ac 8 表明 万 是 含 A 的 闭 集 ，(b)i(4)ci(8). 
-15. 试 证 xe4 估 x 的 任 一 邻 域 与 4 之 交集 非 空 。 对 证明 的 提示 : 设 Oey9 且 
On4= 儿 , 先 证 4cX -O ,再 证 (利用 闭 包 定义 )AcX -0. 
16. 试 证 RR 不 是 紧 致 的 . 


第 2 章 流 形 和 张 量 场 


32.1 微分 流 形 


物理 学 离 不 开 背 景 空间 . 例如 ,牛顿 力学 和 电动 力学 研究 RR 中 的 物体 和 电 
磁场 随时 间 的 演化 ， 统 计 物理 和 哈密 顿 理论 经 常用 到 相 空 间 ， 狭 义 相对 论 的 时 
空 以 有 4 为 背景 等 .通俗 地 说 ， 这 些 空间 都 是 “连续 ”的 而 不 是 由 分 立 的 点 构成 
的 ， 广 义 相对 论 的 时 空 也 是 一 个 “连续 的 4 维 空间 ”， 它 局 部 地 看 像 R* ， 但 
不 一 定 就 是 了 4 . 然而 “连续 ”一 词 意义 尚 不 明确 ， 微 分 流 形 (简称 流 形 ) 就 是 带 
有 微分 结构 的 各 种 “连续 空间 ”的 准确 提 法 .及 " 是 最 简单 的 n 维 流 形 . 粗略 地 
说 ， 微 分 流 形 是 带 有 微分 结构 的 拓扑 空间 ， 局 部 地 看 像 R"， 整体 上 看 可 以 不 
同 于 R". 准确 定义 如 下 : 

定义 1 ”拓扑 空间 (M,7 ) 称 为 n 维 微分 流 形 (n-dimensional differentiable 
manifold)， 简 称 n 维 流 形 ， 若 M 有 开 覆 盖 {0。} ， 即 M = Uou ( 见 81.2 定义 11)， 


满足 (a) 对 每 一 0。 3 同 胚 y。: 0。 下 Va (Va 是 RR" 用 通常 拓扑 衡量 的 开 子 集 ); (b) 若 
0 M0p *@ ， 则 复合 映射 yp owz'( 见 图 2-D) 是 C” (光滑 ) 的 .了 


图 2-1 流 形 定义 用 图 
Yo oYW。 是 yw,"( 先 ) 和 WW (后) 的 复合 映射 


中 定义 1 是 光滑 流 形 的 一 般 定义 本 书 (以 及 通常 在 物理 中 ) 涉 及 的 流 形 M 还 满足 以 下 附加 条 件 : 作为 拓扑 空 
间 ，M 是 Hausdorff 的 和 第 二 可 数 的 ( 均 见 $1.3)、 今 后 谈 到 流 形 都 指 这 种 流 形 . 


16， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


注 1 @ypoya 是 从 yalOs 败 0p]c R" 到 yp[0s 站 0p]c R" 的 映射 因 RR” 
的 每 点 有 n 个 自然 坐标 ， 故 wp 。wa! 提 供 了 n 个 n 元 函数 (参见 $1.1 注 4)， 所 谓 
Wp Wa! 是 C” 的 ,就 是 指 这 每 一 个 n 元 函数 都 是 C” 的 (n 元 函数 的 C” 性 在 微 积分 
中 早 有 定义 ) ”@ 设 peOs。， 则 Wa(p)eR", 故 ya(p) 点 有 nn 个 自然 坐标 很 自 
然 地 把 这 n 个 数 称 为 p 点 在 映射 ya 下 获得 的 坐标 . M 作为 拓扑 空间 ， 其 元 素 本 来 
一 般 没 有 坐标 ， 但 作为 流 形 ，M 中 位 于 Ou 内 的 元 素 (点 ) 就 可 通过 映射 ys 获得 坐 
标 . 车 0s 几 0 ，, 则 Os 站 0g 内 的 点 既 可 通过 yu 又 可 通过 ywp 获得 坐标 ,这 两 
组 坐标 一 般 不 同 . 我 们 说 (O,ywc) 构成 一 个 (局 域 ) 坐 标 系 (coordinate system)， 其 坐 
标 域 (coordinate patch) 为 0。; (Op,Yp) 构成 另 一 坐标 系 ， 其 坐标 域 为 06 .于 是 
Oa 门 0g 内 的 点 至 少 有 两 组 坐标 , 分 别 记 作 {x4} 和 {x*} (4 =1,，… n). 由 映射 
Wp 。Wa 提供 的 、 体 现 两 组 坐标 之 间 关 系 的 n 个 元 函数 


x =p ,A ) 


就 称 为 一 个 坐标 变换 (coordinate transformation)， 定 义 1 条件 (b) 保 证 坐标 变换 中 的 
函数 关系 xz =g*(x'，…,x") 都 是 C” 的 .为 方便 起 见 也 常 称 {x*} 为 坐标 系 ， 虽然 
从 {x*} 中 看 不 出 坐标 域 的 范围 物理 学 家 也 常 把 x*=G*(xr…,x) 记 作 x* 
一 (Xi) 

定义 2 坐标 系 (0。,w。) 在 数学 上 又 叫 图 (chart), 满足 定义 1 条 件 (a))、(b) 的 全 
体 图 的 集合 {(O4,wa)} 叫 图 册 (atlas). 条 件 (b) 又 称 相 容 性 (compatibility) 条 件 , 因此 
说 一 个 图 册 中 的 任意 两 个 图 都 是 相 容 的 . 

例 1 设 M=( 权 , 允 ). 选 0 = R?*，wi= 恒 等 映射 ( 即 像 与 逆 像 重合 的 映射 )， 
则 {(O1,y)} 便 是 只 含 一 个 图 的 图 册 ， 故 R? 是 2 维 流 形 ， 而 且 是 能 用 一 个 坐标 域 
覆盖 的 流 形 , 称 为 平凡 (trivial) 流 形 . 根据 这 个 图 册 ，R? 中 每 点 的 坐标 就 是 它 作为 


RR? 的 元 素 天 生 就 有 的 自然 坐标 . 了 的 点 当然 也 可 用 其 他 坐标 (如 极 坐标 ) 描 述 ， 其 
实 这 无 非 是 选择 与 图 (O1,w) 相 容 的 另 一 个 图 (0,, wa) ， 其 中 yw, 把 pe 0? 映 为 


Wz(P)eR?， 再 把 yu(p) 的 自然 坐标 称 为 p 点 的 新 坐标 而 已 ， 但 应 注意 坐标 域 0， 
未 必 能 包括 R? 的 全 体 点 (例如 极 坐 标 ). 

同 理 可 知 民 " 是 n 维 平凡 流 形 . 

例 2 设 M=(S', .7) ,其 中 Si:={xeR4lx-ol=1} 是 以 原点 o 为 心 的 单 
位 图 周 ， 多 是 民 的 多 在 S' 上 诱导 的 拓扑 . 由 于 S! 与 及 并 不 同 胚 ( 见 $1.2 例 


@ 定义 1 的 流 形 是 光 清流 形 的 简称 . 把 条 件 (b) 的 C" 改 为 C"( 为 含 堆 自然数) 识 成 为 C" 流 形 的 定义 . 
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7), 把 (S4 .7) 定 义 为 流 形 的 任何 图 册 不 能 只 含 一 个 图 . 设 {x',x*} 是 RR* 的 自 
然 坐 标 , 0t , 07 , 0; , 0 是 如 下 定义 的 < 开 半圆 ": Of ={(x',x?) eS!1x' >0) ， 
Or ={(xl,x?)eS!Ixi<0}，i=1, 2， 则 {0#} 可 覆盖 S'. 定 义 从 OF 到 民 的 开 区 
间 Ch 1) 的 同 胚 映射 好 为 如 下 的 “投影 映射 ”: ywi((x',**))= 芭 ， 
y((x,xz))=xt， 则 易 证 (习题 ) 开 半圆 交 亚 区 满足 相 容 性 条 件 ， 可 见 S 是 1 
维 流 形 ， 其实， 只 用 含有 两 个 图 的 图 册 就 可 覆盖 S! ， 有 余力 的 读者 可 自行 
证 明 . 

例 3 设 M=(S?,.9)， 其 中 S:= {xeRilx-ol=1) 是 以 原点 o 为 心 的 单位 
球面 ，. 多 是 下 的 宛 在 S: 上 诱导 的 拓扑 . 仿照 上 例 的 方法 , 用 6 个 开 半 球面 履 
盖 S2， 并 定义 从 每 个 开 半球 面 到 及 2 的 相应 开 圆 盘 的 同 胚 映射 [Wald(1984)]， 通 
过 证 明 交 释 区 满足 相 容 性 条 件 就 可 证 明 S? 是 2 维 流 形 . 也 可 证 明 只 用 两 个 图 即 
可 覆盖 S*. 地 球 表面 可 看 作 S?， 它 局 部 看 来 像 玉 :你 从 北京 市 地 图 (了 及? ) 无 法 看 
出 人 类 生存 在 一 个 球面 上 反之， 地球仪 则 清楚 地 告诉 你 ， 地 球 表面 整体 而 言 
不 是 及 2 . 

设 图 册 {(Ou,ya)} 把 拓扑 空间 M 定义 为 一 个 流 形 ， 则 此 图 册 中 的 任意 两 个 图 
自然 是 相 容 的 .但 也 可 用 另 一 图 册 {(05,ws)} 把 同一 个 M 定义 为 流 形 ， 这 时 有 两 
种 可 能 : 这 两 个 图 册 互 不 相 容 , 即 存 在 0。 和 05 使 Oemi0s* 纪 , 且 在 Oo 站 09 
上 Ww 与 W; 不 满足 定义 1 条件 (b), 这 时 就 说 这 两 个 图 册 把 M 定义 为 两 个 不 同 的 微 
分 流 形 ， 并 说 这 两 个 图 册 代 表 两 种 不 同 的 微分 结构 (对 微分 结构 的 概念 须 逐 渐 体 


会 ， 不 要 求 一 步 到 位 ); @ 这 两 个 图 册 是 相 容 的 ， 这 时 就 说 它们 把 M 定义 为 同 
一 个 微分 流 形 (只 有 一 种 微分 结构 ) 为 方便 起 见 , 不 妨 把 {(Oe,wz); (Op,wp)]} 看 


成 一 个 图 册 . 更 进一步 ， 索 性 把 所 有 与 (Ca ,wa) 相 容 的 图 都 放 到 一 起 造 出 一 个 最 
大 的 图 册 . 今后 说 到 M 是 一 个 流 形 时 ， 总 是 默认 已 选 定 某 一 最 大 图 册 作 为 微分 结 
构 ， 这 使 我 们 可 以 进行 任意 坐标 变换 . 

微分 流 形 与 拓扑 空间 的 重要 区 别 是 前 者 除 有 拓扑 结构 外 还 有 微分 结构 , 因 


此 两 个 流 形 之 间 的 映射 不 但 可 谈 及 是 否 连 续 , 还 可 谈 及 是 否 可 微 ,乃至 是 否 C”. 
设 M 和 M' 是 两 个 流 形 ， 维 数 依次 为 n 和 nw ，{(O。, ya)} 和 {(0%,wp)} 依 次 为 


两 者 的 图 册 ,f: M 一 M' 是 一 个 映射 ( 见 图 2-2). Vp e M , 住 取 坐 标 系 (Oo , wa) 
使 peO4 及 坐标 系 (05,w2) 使 f(p)e05 , 则 wp。f owz! 是 从 Va =Wal0s] 到 R” 
的 映射 ， 因此 相应 于 ww 个 n 元 函数 ,它们 的 C" 性 可 用 以 定义 f: M 一 M' 的 Cr 
性 . 


“18. 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


图 2-2 映射 ys。f yz 对 应 于 个 n 元 函数 ,其 C“ 性 用 以 定义 f 的 C' 性 


定义 3 f: M 一 M' 称 为 C' 类 了 映射, 如 果 Vp eM , 映射 yg。f。wa! 对 应 的 
n' 个 nn 元 函数 是 C' 类 的. 

注 2 由 于 同一 图 册 中 各 图 相 容 ， 上 述 定义 与 坐标 系 (0s,wa) 及 (Op, wp) 的 
选择 无 关 . 

定义 4 微分 流 形 M 和 M" 称 为 互相 微分 同 胚 (diffeomorphic to each othen , 若 
3f : M 一 M' ,满足 (a) 了 是 一 一 到 上 的 ;(b)f 及 f" 是 C” 的 . 这 样 的 了 称 为 从 M 
到 M' 的 微分 同 胚 映射 ， 简称 微 分 同 胚 (diffeomorphism). 

注 3 @D 微 分 同 胚 是 对 流 形 间 的 映射 可 以 提出 的 最 高 要 求 ( 若 流 形 上 还 有 附加 
结构 则 当 别 论 ) ,互相 微分 同 胚 的 流 形 可 以 视 作 相等 @ 只 有 维 数 相等 的 流 形 才 可 
能 微分 同 胚 ，@ 定 义 1 对 yu : Ou 一 V 的 要 求 是 同 胚 而 不 是 微分 同 胚 ， 因 微分 同 
胚 是 流 形 间 的 关系 ， 而 当时 尚 无 流 形 概念 .但 讲 完 定义 4 后 自然 要 问 : 把 定义 1 
的 On 和 看 作 流 形 ，wc 是 否 微分 同 胚 ? 答案 是 肯定 的 ， 有 余力 的 读者 可 自行 证 
明 . 由 此 可 进一步 体会 “ 流 形 M 局 部 看 来 像 R ”的 含义 . 

映射 : M 一 M' 的 一 个 重要 而 简单 的 特例 是 M'= 及 的 情况 . 这 时 M 的 每 点 
对 应 着 一 个 实数 ， 于 是 有 如 下 定义 ; 

定义 5 f:M 一 民 称 为 M 上 的 函数 (function on M ) 或 M 上 的 标量 场 
(scalar field on M )， 车 f 为 C” 的 ， 则 称 为 M 上 的 光滑 函数 . M 上 全 体 光 滑 函 数 
的 集合 记 作 %% ,在 不 会 混淆 时 简 记 为 7 .今后 在 提 到 函数 而 不 加 声明 时 都 是 指 
光滑 函数 . 

例 4 了 :中 位 于 4 点 的 点 电荷 的 电势 是 流 形 M = 及 3- {4} 上 的 光滑 函数 . 

例 5 坐标 系 (0, y) 的 第 j 坐标 x* 是 定义 在 O 上 的 光滑 函数 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 证 明 它 满足 光滑 函数 的 定义 . 

函数 : M 一 到 与 坐标 系 (O, yw) 结合 可 得 一 个 元 函数 Fx,…,x") ,因为 n 
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个 坐标 决定 O 中 唯一 的 点 已 , 而 由 三 : M 一 民 可 得 唯一 的 实数 f(p) . 然而 了 与 另 
一 坐标 系 (0' w') 结 合 将 给 出 另 一 n 元 函数 F(x",…,x”) , 函数 关系 下 和 F' 不 同 ， 
因为 F=f ow 而 F'=f oy". 可 见 与 函数 1 : M 一 及 相应 的 多 元 函数 ( 指 函 数 
关系 ) 是 坐标 系 依赖 的 ， 应 注意 区 分 函数 (标量 场 ) f 和 它 与 坐标 系 结合 而 得 的 多 元 
函数 已 

设 M,N 为 流 形 , 则 它们 必 为 拓扑 空间 , 故 M x N 也 是 拓扑 空间 . 不 难 利用 M， 


N 的 流 形 结构 把 M xN 进一步 定义 为 流 形 [ 见 Wald(1984)P.13]. 设 M, N 的 维 数 分 
别 为 m,n， 则 M x N 的 维 数 是 m+n,， 即 dim(M xN)=dimM +dimN . 


§2.2 切 矢 和 切 矢 场 
2.2.1 切 矢量 


先 复习 线性 代数 中 矢量 空间 ( 即 线性 空间 ) 的 定义 . 

定义 1 ”实数 域 上 的 一 个 矢量 空间 (vector space) 是 一 个 集合 Y 配 以 两 个 映 
射 , 即 V xy 一 Y [ 叫 加 法 (addition)] 及 及 xy ->Y [ 叫 数 乘 (scalar multiplication)]， 满 
足 如 下 条 件 : 

(人 a) tv = +O, Vu, VeV; 

@) (Vitv) tv = +V +0) , VU, by, VeV; 

(c) 3 零 元 0eV 使 0+v=v,， VveyV; 

(d) a(a0)=(ma)v, VveV, a, oe R; 

(e) (q+t+o)v=avtowv, vvey, Qa, QE R; 

(D) a(Vit+v)=a0 tav, Vu, veV, aeR; 

(8) lv=v, VveVy. 

注 1 由 此 7 条 可 推出 :(1D0-v=0,(2)vVveV 3ueVy 使 V+u=0. 约 定 把 4 记 
作 -v. 

今后 也 常 把 Y 的 零 元 简写 作 0， 即 符号 0 既 代表 0e 民 又 代表 0eV， 读 者 应 
能 根据 行文 或 等 式 自我 识别 . 

从 代数 上 看 ， 满 足 定义 1 的 任 一 集合 都 叫 矢量 空间 ， 其 中 任 一 元 素 都 叫 矢 
量 . 设 p 是 3 维 欧 氏 空间 的 一 点 , V, 是 从 pp 出 发 的 各 种 方向 和 长 度 的 直线 段 (箭头 
5 ) 的 集合 ， 定 义 两 箭头 的 加 法 为 按 平行 四 边 形 法 则 求 合 箭头 ， 定义 数 乘 a5 
(VaeR ，VeV, ) 为 保持 箭头 方向 (在 <<0 时 则 取 反方 向 ) 而 把 长 度 改 为 lxl 倍 的 
操作 , 则 V, 按 定义 1 就 是 一 个 矢量 空间 , 故 从 p 点 出 发 的 每 一 箭头 是 一 个 矢量 . 我 
们 希望 把 这 种 矢量 概念 推广 到 任意 流 形 M, 即 希望 给 M 的 任 一 点 p 定义 无 数 个 矢 
量 ,使 它们 的 集合 构成 p 点 的 矢量 空间 ， 由 于 “直线 段 ”、“ 方 向 ”和 “长 度 ” 
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对 一 般 流 形 没 有 (或 尚 无 ) 定 义 ， 用 箭头 定义 矢量 的 做 法 不 能 直接 推广 至 一 般 流 
形 . 为 了 推广 , 应 抓 住 箭头 的 本 质 的 、 便 于 推广 的 特性 ， 设 亏 是 了 中 任 一 点 p 的 
一 个 箭头 ， 则 对 RY 上 的 任 一 C” 函数 了 就 可 沿 5 求 方向 导数 ， 这 导 函 数 在 p 点 的 
值 是 一 个 实数 ， 可 见 加 是 三 个 把 鸭 变 为 实数 的 醚 射 ， 以 元, 代表 R 上 所 有 光滑 函 
数 的 集合 ， 则 fe 款 ; ， 故 5 是 从 所 ;到 民 的 映射 即 5: 级 一 及 . 由 于 求 方向 导 
数 的 操作 有 线性 性 并 满足 莱 布 尼 芯 律 ， 我 们 终于 找到 箭头 5 的 本 质 的 、 便 于 推广 
的 特性 : 它 是 一 个 从 款 ; 到 民 的 、 满 足 莱 布 尼 芯 律 的 线性 映射 ， 推 广 到 任意 流 形 
MM 的 任意 点 P， 便 有 如 下 定义 : 

定义 2 映射 0: .9 一 及 称 为 点 Ps M 的 一 个 矢量 (vector)， 若 Vf, gs. 允 ， 
oa, Be 有 R 有 00000000000000000 

(a) (线性 性 ) v (af + Pg)=av(f)+ Pv(g) ; 

(b) ( 莱 布 尼 茨 律 ) v(f 8)= jl v(g)+ gl, v(f) ， 其 中 1, 代表 函数 在 p 点 
的 值 ， 亦 可 记 作 了 (p). 

注 2 因 f 和 gg 是 M 上 的 函数 , 故 fg 也 是 M 上 的 函数 , 它 在 M 的 任 一 点 p 
的 值 定义 为 f(p) 与 g(p) 之 积 . 

[选读 2-2-1] 

定理 2-2-1 设 fi, 记 Ee 入 在 点 peM 的 某 邻 域 N 内 相等 , 即 fily = 所 ly， 
则 对 pp 的 任 一 矢量 有 v(fi)=v( 所 ). 

证 明 先 证 两 个 引 理 . 

引 理 1 若 太 es.96 是 零 值 函 教 , 即 让 bp=0 VpeM , 则 对 尸 点 的 任 一 矢量 上 有 
v(f)=0. 

引 理工 证 明 Vg e. 天 有 f+g=g8， 由 作用 的 线性 性 得 

v(g)=v(f +8)=v(f)+v(g), 

故 U(F)=0. 口 

引 理 2 车 fs 在 peM 的 某 邻 域 N 内 为 零 ， 即 请 w =0， 则 对 疡 点 的 任 
一 矢量 v 有 vw(f)=0. 

引 理 2 证 明 令 he% 满足 hly_ny=0, hl,z0， 则 了 hly =0 ， 由 引 理 1 可 得 
V(fh)=0. 另 一 方面 ， 由 菜 布 尼 英 律 又 得 vV(fh)= fl,v(hD)+hl,v(f)=hl,v(f)， 
故 hl,v(f)=0. 注意 到 hl,#0，, 便 有 v(f)=0. D 

现在 就 可 证 明定 理 2-2-1. 令 =f- 万 , 则 fly=0， 由 引 理 2 知 v(f)=0. 
另 一 方面 ， 由 线性 性 又 知 v(f)=v(fi 一 户 )=v( 有 1)-v( 户 ) ， 于 是 v(f1)=v(f). 口 

注 3 定义 2 规定 p 点 的 矢量 U 只 能 作用 于 扩 EW : 若 函 数 f 只 在 点 peM 的 
邻 城 U (MM) 上 有 定义 , 即 f Ee 而 ，f gis , 则 UV(f) 无 意义 .然而 总 可 找到 了 ei 


串口 口 
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及 pp 的 邻 域 NcU 使 Fly = 了 ly ， 因 而 可 把 U(f) 定 义 为 U(f). 虽然 对 同一 f 有 无 
数 满足 上 述 要 求 的 了 ， 但 定理 2-2-1 保证 U( 了 ) 对 所 有 了 都 一 样 ， 所 以 用 U( 了 ) 给 
U(f) 下 定义 合法 . 这 一 结论 很 有 用 . 例如 , 设 (O,W) 是 MM 的 一 个 坐标 系 ， 则 第 ji 
坐标 x 是 O 上 (而 非 M 上 ) 的 函数 ,但 仍 可 合法 地 谈 及 O 的 任 一 点 p 的 矢量 对 x* 
的 作用 ， 即 v(x*) 有 意义 . 
{选读 2-2-1 完 ] 

根据 定义 2, 要 定义 p 点 的 一 个 矢量 只 须 指定 一 个 从 /到 RR 的、 满足 条 件 (a)、 
(b) 的 映射 ， 就 是 说 ， 指 定 一 个 对 应 规律 (法 则 )， 根 据 这 一 规律 ， 每 一 fe .9 对 应 
于 一 个 确定 的 实数 ， 因 为 这 种 映射 很 多 ， 所 以 p 点 有 很 多 (无 限 多 ) 矢 量 ， 例 如 ， 
设 (0, w) 是 坐标 系 ， 其 坐标 为 x* ， 则 M 上 任 一 光滑 函数 fe.%% 与 (0, yw) 结合 得 
7 元 函数 F(x',…,x") ， 借 此 可 给 O 中 任 一 点 p 定义 n 个 矢量 记 作 X, (其 中 
=1,…,n)， 它 ( 们 ) 作 用 于 任 一 fe. 的 结果 针 ,( 了 ) 定 义 为 如 下 实数 


vfeN; (2-2-1) 


. 

其 中 9F(0,…,x")/9x*1, 是 BF/axelatn ety 的 简写 . 今后 也 把 
OF(x',…,x")/0x* 简写 为 9f(x!,…,x")/9x* 或 9f(x)/9x* 其 至 9f10x* ， 读 者 应 能 
认 出 8f19x* 中 的 了 代表 nn 元 函数 F(x',…,x") 而 非 标量 场 f .于 是 式 (2-2-1) 可 简 
写 为 


Xp(f) := vfem.: (2-2-1") 


Ox 

定理 2-2-2 以 多 代表 M 中 p 点 所 有 矢量 的 集合 ， 则 Vp 是 n 维 矢 量 空间 (n 
是 M 的 维 数 )， 即 dimV, = dim M =n. 

证 明 

(A) 按 以 下 三 式 分 别 定义 加 法 、 数 乘 和 零 元 ， 不 难 验证 V, 满 足 定义 1， 故 为 
矢量 空间 . 

(CD Vito) (Ff) uN +tv(f), Vem, vi, veV,; 

2) (av)(f) :=av(f), VW em, veV,, aeR; 

(3) 定义 零 元 0eV, 满 足 0(f)=0，vf eh. 

(B) 任 选 坐标 系 使 坐标 域 含 p ， 则 式 (2-2-D) 定 义 了 p 点 的 n 个 矢量 X,， 
4=1,…,n. 欲 证 它们 线性 独立 . 设 有 n 个 实数 a*(1 =1,…,n) 使 exX, =0( 本 书 采 


用 爱 因 斯 坦 惯例 ， 即 重复 指标 代表 对 该 指标 求 和 ， apX, 是 六 avX， 的 简写 . )， 
Al 
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由 于 坐标 x"(v =1,…,n) 可 看 作 坐标 域 上 的 函数 ， 上 式 两 边 作用 于 关 应 得 相同 结 
果 . 根据 零 元 0 的 定义 [本 证 明 (A) 的 (3)]， 右 边 作 用 结果 为 
Q(x’)=0; (2-2-2a) 
左边 作用 结果 则 为 
QF XX)=arOx” /Ox* ,=a6",=a", (2-2-2b) 
其 中 第 一 步 用 到 式 (2-2-1) ，5", 的 含义 为 64, = | 上 和 ”对 比 式 (22-2) 和 
(2-2-2-b) 可 知 Q” =0, v=1,…,n. 因而 X,…,X, 线 性 独立 ， 可 见 dimV, >n. 
(QO) 证 明 vveV, 有 
v= X J (2-2-3) 
其 中 vr =v (x). (2-2-3') 
[这 是 最 难 的 一 步 ， 证 明 见 Wald(1984)P.16. ] 式 (2-2-3) 表 明 V, 的 任 一 元 素 都 可 用 
个 X, 线 性 表 出 , 式 (2-2-3") 说 明 表 出 系数 就 是 以 v 作 用 于 x“ 所 得 的 实数 . (B) 和 (C) 
结合 表明 [Xi,…,X,} 是 V, 的 一 个 基底 ， 因 而 dimV, =n. 
定义 3 ”坐标 域内 任 一 点 p 的 {X1,…,X,} 称 为 V, 的 一 个 坐标 基底 (coordinate 
basis)， 每 个 X, 称 为 一 个 坐标 基 矢 (coordinate basis vector)，v eV 用 {X,} 线 性 表 
出 的 系数 vw* 称 为 的 坐标 分 量 (coordinate components). 
定理 2-2-3 设 {x*} 和 {x”} 为 两 个 坐标 系 ， 其 坐标 域 的 交集 非 空 ，p 为 交集 
中 的 一 点 ，veV, ，{v*} 和 {v”} 是 v 在 这 两 个 系 的 坐标 分 量 ， 则 


v*, (2-2-4) 


p 

其 中 x” 是 两 系 间 坐 标 变换 函数 x"(x”) 的 简写 . 
证 明 ” 先 求 p 点 的 两 组 坐标 基 矢 {X,} 和 {X,} 的 关系 .由 XX, 的 定义 可 知 

Vf eH 有 

2 of (x")| 


x = = 
(f= 0 


其 中 f(x) 和 f"(x') 是 由 标量 场 / : M 一 以 分 别 同 坐标 系 {z} 和 {zx")} 结合 而 得 的 
元 函数 (zz) 入 Ce" zx) 的 简写 ， 设 g 是 两 坐标 域 交集 内 的 任 一 点 ， 

则 标量 场 f 在 g 点 的 值 f 1 满足 f=f(x(q))=f'(x(q)) ， 简 记 为 f(x)= 了 (x'). 
另 一 方面 ,每 一 x” 又 是 n 个 x* 的 函数 (坐标 变换 关系 )， 简 记 为 xz* = xz(z) ， 故 
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f(x)= f(x'(x)) .于 是 
Of '(x'(x)) 
x 


Xf)= 


时 Of'(x) x” 村 Bx” Xi 让 Vfeg,. 
， ( Ox” Ox | 8xz | “ON ey 
上 式 表明 映射 X, 和 (ax"/8x%)1 X, 相等 ， 即 


> 4 (2-2-5) 
p 


所 以 v=vAX，, =v"X; 可 表 为 
Ox 有 

因 {X,} 中 的 个 基 矢 彼此 线性 独立 ， 故 得 式 (2-2-4). 口 

式 (2-2-4) 称 为 矢量 (的 分 量 ) 变 换 式 ， 许 多 书籍 采用 此 式 作为 矢量 定义 . 

下 面 介绍 曲线 及 其 切 矢 的 定义 . 

定义 4 设 [ 为 及 的 一 个 区 间 , 则 C’ 类 映射 C : 了 一 M 称 为 M 上 的 一 条 C" 类 
的 曲线 (curve)， 今 后 如 无 声明 ，“ 曲 线 ” 均 指 光滑 (C" 类) 曲线 ， 对 任 一 +eT ， 有 
唯一 的 点 CCD e MM 与 之 对 应 ( 见 图 2-3). 上 称 为 曲线 的 参数 (parameter). 


ce 
1 


图 2-3 映射 C :1M 称 为 M 中 的 曲线 


注 4 此 处 的 曲线 与 直观 的 曲线 概念 有 密切 联系 , 但 也 有 差别 . 直观 的 曲 
线 往往 是 指 上 述 映 射 C : 7 一 M 的 像 ， 即 以 的 于 集 C[ 站 ( 见 图 2-3)， 并 且 不 提 
及 参数 .上述 定义 的 曲线 则 是 指 映射 本 身 ， 是 “ 带 参 数 的 曲线 ”.” 设 映射 
C:13M 和 C': 7 M 的 像 重合 ( 见 图 2-4)， 则 直观 上 往往 认为 它们 是 同一 曲 
线 , 但 只 要 C 和 C' 是 不 同 映射 ， 根 据 定义 4， 它们 就 是 不 同 曲 线 ， 不 过 在 大 
多 数 情况 下 可 以 说 C 和 C' 是 “同一 曲线 ”的 两 种 参数 化 ， 准 确 地 说 ， 有 曲线 
C :了 一 M 称 为 曲线 C : 7 一 M 的 重 参数 化 (reparametrization) ， 若 习 到 上 映射 
2 :7 一 人， 满足 a)C =C'…。c i (b) 由 a 诱导 的 函数 +=a(t) 有 处 处 非 零 的 导数 . 解 


1 yr 
X, =U"X,. 


@ 但 也 存在 这 样 的 曲线 映射 C: 1 一 M， 其 像 竟然 铺 满 整个 M， 很 不 像 直观 上 的 曲线 . 
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释 : 由 C=C'oa 得 
CD)=C'(a(t))=C'"0"), viel. 


映射 x 的 到 上 性 保证 CT7]= C[Z] ， 即 两 曲线 映射 有 相同 的 像 . 


图 2-4 曲线 的 重 参数 化 


注 5 @D 曲 线 C 的 像 也 常 记 作 C(D) (而 不 是 CUZ])， 以 表明 曲线 的 参数 为 !. 应 
注意 ， 若 :为 某 一 具体 值 (“ 死 的 ”)， 则 C(D) 只 代表 曲线 像 中 的 一 点 ; 只 当 把 z 理 
解 为 “可 跑 遍 7 ”时 (“ 活 的 ”)，C(iD) 才 代 表 曲 线 的 像 ， 往 往 也 把 曲线 的 像 简称 
为 曲线 ， 读 者 应 能 根据 行文 分 辨 “曲线 ”一 词 是 指 映射 还 是 其 像 ，@ 设 (0,y) 是 
坐标 系 ，C[1]JcO ， 则 ws。C 是 从 TcR 到 R" 的 映射 ， 相当 于 nn 个 一 元 函数 
=xA(1) ，J=1,…, n. 这 nn 个 等 式 称 为 曲线 的 参数 方程 或 参数 表达 式 或 参数 
式 . 一 个 简单 例子 是 及 ? 中 以 原点 为 心 的 单位 圆周 ， 其 在 自然 坐标 系 中 的 参数 式 
为 x =cos 1t，x?=sin 1 

定义 5 设 (0,yw) 为 坐标 系 ，x* 为 坐标 , 则 O 的 子 集 

{peO 1x2(p)= 常 数 …，xz(p) = 常数 } 


(CO) 
2-5 M 上 函数 /: M 一 及 与 曲线 C 结合 得 映射 
foC : 1 一 及 ， 即 一 元 函数 J(C(D) 


外 < 满足 条 件 人 b) 保 证 < 有 一 一 性 ， 加 上 到 上 性 便 知 C 也 是 C' 的 重 参数 化 . 
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可 看 成 以 为 参数 的 一 条 曲线 (的 像 ( 改 变 x*,…, x" 的 常数 值 则 得 另 一 曲线 ), 叫做 
区 坐标 线 (coordinate line). xy 坐标 线 可 仿 此 定义 . 

例 1 在 2 维 欧 氏 空间 中 , 笛 卡 儿 系 {x, y} 的 x 及 y 坐标 线 是 互相 正 交 的 两 组 
平行 直线 ， 极 坐标 系 {r, 9} 的 p 坐标 线 是 以 原点 为 心 的 无 数 同心 圆 ，r 坐 标 线 是 
从 原点 出 发 的 无 数 半 直 线 . 

现在 讨论 曲线 的 切 矢 ， 直观 的 想法 认为 曲线 上 一 点 有 无 限 多 个 彼此 平行 的 切 
矢 ， 但 若 把 曲线 定义 为 映射 (“ 带 参数 的 曲线 ”)， 则 一 条 曲线 的 一 点 只 有 一 个 切 
矢 ， 定 义 如 下 : 

定义 6 ” 设 C(D 是 流 形 M 上 的 C! 曲线 ， 则 线 上 C(o) 点 的 切 于 C(t) 的 切 矢 
(tangent vecto0 7 是 C(o) 点 的 矢量 ， 它 对 了 es.95 的 作用 定义 为 
:9 


T(f) := 0 


vs. (2-2-6) 

注 6 @ 8: M 一 及 是 M 上 的 函数 (标量 场 ), 不 是 什么 一 元 函数 ， 但 与 曲线 
C :1 一 M 的 结合 foC 便 是 以 1 为 自 变数 的 一 元 函数 [也 可 记 作 f(C(r)) ， 见 图 
2-5.]. 在 不 会 混淆 的 情况 下 , d(f。C) /dr 也 可 简写 为 df/dr ，@) Cdo) 点 切 于 CD) 
的 切 矢 7 也 常 记 作 3/3tlcw,) ， 于 是 式 (2-2-6) 也 可 写成 


9 -df°0) .A060)) 
dt | 


(f) 


IC(n) 
例 2 六 坐标 线 是 以 允 为 参数 的 曲线 ， 由 式 (2-2-1) 定 义 的 斑点 的 坐标 基 矢 
XX 就 是 过 p 的 x* 坐标 线 的 切 和 撩 ， 故 也 常 记 作 3/3x* 1, ， 于 是 式 (2-2-1) 又 可 表 为 


淹 w- 绢 | 


可 见 符号 39f/x* 既 可 理解 为 9F(x*,…,x")/0x*[ 见 式 (2-2-1)]， 又 可 理解 为 坐标 线 
的 切 矢 9/8x 对 标量 场 的 作用 . 
定理 2-2-4 设 曲 线 C(t) 在 某 坐标 系 中 的 参数 式 为 x* =x*(1) ， 则 线 上 任 一 点 
的 切 矢 3/8r 在 该 坐标 基底 的 展开 式 为 
日 dr 8 


是 vem. (2-2-6") 


Vs 和. (2-2-6") 


Br dt ax “Wh 
就 是 说 , 曲线 CO) 的 切 矢 a1a 的 坐标 分 量 是 Ctz) 在 该 系 的 参数 式 x*() 对 :的 导数 
证 明 练习 . 0 


定义 7 非 零 矢量 v, ueV, 称 为 互相 平行 的 (parallel), 车 3a e 民 使 v=au. 
由 定义 6 可 知 曲线 的 切 和 撩 依赖 于 曲线 的 参数 化 ,一 条 曲线 C(t) 的 一 点 CUo) 只 
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有 一 个 切 于 C(t) 的 切 矢 . 直观 上 之 所 以 认为 曲线 上 一 点 有 无 数 (互相 平行 的 ) 切 矢 ， 
是 因为 把 曲线 理解 为 映射 的 像 而 不 是 映射 本 身 (把 无 数 个 有 相同 的 像 的 曲线 映射 
“ 简 并 化 ”为 一 条 曲线 )， 下 面 的 定理 表明 ， 若 两 条 曲线 C 和 C' 的 像 相同 ， 则 它 
们 在 任 一 像 点 的 切 矢 互相 平行 . 
定理 2-2-5 ” 设 曲线 C' :了 一 M 是 C: 7 一 M 的 重 参数 化 , 则 两 者 在 任 一 像 点 
的 切 矢 8/85 和 38/13# 有 如 下 关系 
0 _dr(t) 3 
Br ar or C28) 
其 中 x(?) 是 由 映射 a :了 一 也 ( 见 注 9 诱导 而 得 的 一 元 函数 ， 即 a(?) . 
证 明 任 一 六 s.9 分 别 与 C 和 C' 结 合 诱导 出 一 元 函数 f(C(1)) 和 了 (C1")， 
简 记 为 (和 f(t). 设 tel 在 (C"'。C) 映 射 下 的 像 为 r, 则 f(r)= 了 "(zn))( 如 图 
2-6)， 故 
8 df(D _ df ‘(nr ‘dr 9 dr (do 
a = i 2 3 -NE -人 (人 志 ]w， 了 es9y， 


因而 有 式 (2-2-8). 口 


fC = CD) 


图 2-6 定理 2-2-5 证 明 用 图 
由 定义 6 可知 ，vpe M ,车 指定 任 一 曲线 C(D) 使 p=C(w), 则 V, 中 必 有 一 
元 素 可 被 视 为 该 曲线 在 C(o) 点 的 切 矢 ， 现 在 问 : 指定 V, 中 任 一 元 素 v， 可 和 否 找 


到 过 Pp 的 曲线 , 其 在 p 点 的 切 和 撩 是 v? 答案 是 肯定 的 : 这 种 曲线 不 但 存在 ， 而 且 
很 多 (图 2-7 是 直观 表示 ).， 例 如 ， 任 选 坐标 系 {x*]} 使 p 含 于 其 坐标 域内 ， 则 以 


< 


图 2-7 p 点 的 矢量 v 是 许多 曲线 的 共同 切 矢 
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(1)=xt 1,+ wz 为 参数 式 的 曲线 便 是 所 需 曲线 ,其 中 几 是 ~ 在 该 系 的 坐标 分 量 . 

综 上 所 述 ，V， 中 任 一 元 素 可 视 为 过 p 的 某 曲线 的 切 和 撩 , 因此 p 点 的 矢量 亦 称 
切 矢量 (tangent vector)，v 则 称 为 p 点 的 切 空间 (tangent space). 
2.2.2 流 形 上 的 矢量 场 

定义 8 设 4 为 M 的 子 集 . 若 给 4 中 每 点 指定 一 个 矢量 ， 就 得 到 一 个 定义 在 
A 上 的 医 量 场 ecton Fela) 
例 3 非 自 相交 曲线 C(1) 上 每 点 的 切 矢 构 成 C(1) (看 作 M 的 子 集 ) 上 的 一 个 矢 
量 场 . 
设 " 是 M 上 的 矢量 场 , /是 M 上 的 函数 ， 则 v 在 M 的 任 一 点 己 的 值 ul 将 按 
定义 2 把 /映射 为 一 个 实数 v1, (了 ) , 它 在 己 点 跑 遍 M 时 构成 M 上 的 一 个 函数 w(7) . 
因此 ， 矢 量 场 v 可 视 为 把 函数 变 为 函数 v( 了 ) 的 映射 

定义 9 M 上 的 攻 莉 场 0 称 为 C* 类 ( 光 汗 移 , 若 v 作 用 于 C” 类 函数 的 结果 为 
C” 类 函数 , 即 v(f)e 元 ,vf < 宙 .到 称 溪 加 更 的 , 若 v 作 用 于 C" 类 函数 得 C" 类 
函数 . 

今后 如 无 声明 ，“ 矢 量 场 ” 均 指 光滑 (C”) 矢 量 场 . 

例 4 (1) 坐 标 基 矢 { X, =318x% ) 构 成 坐标 域 上 的 "个 光滑 矢量 场 ， 叫 甘 称 
伐 疾 场 ，(2) R? 中 位 于 4 点 的 点 电荷 的 静电 场 强 巨 是 流 形 M = 了 Ra_{q} 上 的 光滑 
矢量 场 . 


p=C(m)= Ch) 


五 


图 2-8 自 相交 曲线 C[1] 上 一 点 p 有 两 个 切 矢 7 和 二 ， 
但 仍 可 谈 及 沿 曲线 (映射 ) C 的 切 失 场 
[选读 2-2-2] 

若 C :1 一 M 是 自 相交 曲线 ， 即 3 ,ts el 使 C(1)=C(5)=peM， 则 p 点 
有 两 个 切 撩 ， 故 不 能 说 切 拓 是 定义 在 C(1) ( 指 映射 C 的 像 ) 上 的 矢量 场 ， 然 而 可 定 
义 沿 曲 线 ( 指 映射 C ) 的 矢量 场 (vector field along C ) 的 概念 [可 参见 Spivak(1970) 
VolI, P.247; Sachs and Wu(1977)P.36~37. ], 它 是 指 每 一 :el 对 应 于 一 个 veVcw 
的 映射 ， 其 定义 域 是 7 而 不 是 M 的 子 集 C[1] ,因此 这 矢量 场 可 记 作 U(D) .对 图 2-8 
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的 情况 ,，“ 曲 线 C[1] 上 的 切 矢 场 ”" 和 “曲线 C[1] 在 p 点 的 切 矢 ” 的 提 法 都 无 意义 ， 
但 “ 沿 曲 线 C 的 切 矢 场 ”T(1) 有 意义 ,并 可 分 别 谈 及 曲线 C 在 1 点 的 切 和 拓 T(H) ( 即 
图 路 ) 和 C 在 点 的 切 矢 T(12) ( 即 图 中 Ty)、 本 书 往往 笑 统 地 提 到 “曲线 C(1) 上 


的 矢量 场 ”， 对 自 相交 曲线 其 实 是 指 沿 曲 线 C 的 矢量 场 . [选读 2-2-2 完 ] 
定理 2-2-6 M 上 矢量 场 v 是 C” (或 C") 类 的 充 要 条 件 是 它 在 任 一 坐标 基底 的 
分 量 几 为 C” (或 C") 类 函数 . 
证 明 练习 . 


口 
设 v 为 M 上 的 光滑 矢量 场 , 则 v(f)e%/ ,Vf e. 玖 .车 4 为 M 上 另 一 光滑 矢 
量 场 ， 则 u (v (了 ))e ha. 但 函数 4(v(f) 未 必 等 于 v(u(f)) ， 于 是 有 如 下 定义 ， 


定义 10 ”两 个 光 少 矢 量 场 w 和 vw 的 于 易 子 (Comimiiat6 由 是 一 个 光滑 矢量 场 
[u,v] ， 定 义 为 


[uv] (f) := uv (f) -vu(f)), vfe%: (2-2-9) 
注 7 上 式 是 对 易 子 [u,v] (作为 矢量 场 ) 的 定义 式 ， 它 在 每 点 pe M 的 值 
[uv]1, (作为 p 点 的 矢量 ， 即 从 和 /到 民 的 映射 ) 的 定义 应 理解 为 
luvlly (f) := ul, VF)-vI (uf) vfe%n. (2-2-9") 
要 确信 上 式 定义 的 [u,v]l, 是 p 点 的 矢量 ， 还 应 证 明 ( 习 题 ) 它 满足 定义 2 的 两 个 
条 件 . 
定理 2-2-7 设 { xy } 为 任 一 坐标 系 ， 则 [3/ax%, 3/9x*]=0,，J, v=1,…, n. 
证 明 设 f(x) 是 f 与 该 坐标 系 相 结合 而 得 到 的 n 元 函数 ， 由 微 积分 学 的 


0 8 0 6 
Bre Br A -ar Br f(®) 
立即 得 证 . 口 
定理 2-2-7 表明 任 一 坐标 系 的 任意 两 个 基 矢 场 都 互相 对 易 .了 
定义 11 曲线 C(D) 叫 矢量 场 的 积 耸 机 线 (IiIEEEaJICURVE) 若 其 上 每 点 的 切 矢 
等 于 该 点 的 v 值 . 


定理 2-2-8 设 v 是 M 上 的 光滑 矢量 场 ， 则 M 的 任 一 点 p 必 有 vw 的 唯一 的 积 
分 曲线 C(D) 经 过 [满足 C(O)= p 儿 “唯一 ” 应 理解 为 “局 部 唯一 ”, 见 选读 2-2-3. ). 

证 明 任 取 一 坐标 系 {x*} ， 坐标 域 含 p . 设 待 求 积分 曲线 的 参数 表达 式 为 
到 =Xx(1) ， 则 由 式 (2-2-7) 知 x4(7) 满足 如 下 的 一 阶 常 微分 方程 组 


四 反之 , 设 …, XX 是 点 peM 的 某 邻 域 N 上 的 个 处 处 线性 独立 的 Cr 矢量 场 , 且 
EAX]=0， Aiwv=lom， 
则 必 存 在 坐标 系 {x“ 上 ,其 坐标 域 Oc N 含 p, 且 在 O 上 有 ,=6/6x*，/=1,…,n .这 一 定理 的 证 明 提示 见 Waid 
(1984) 第 2 章 习题 5. 完整 证 明 可 参阅 Spivak(1970) Vol1，P.219~220. 
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OD pn) 00)), HA=les mi 

dr 
其 中 是 v 在 该 坐标 基底 场 的 分 量 ， 是 允 ,…,x" 的 已 知 函数 ， 由 微 积分 学 可 知 这 
组 方程 在 给 定 初始 条 件 x**(0) (4 =1, …, n) 下 存在 唯一 解 ， 给 定 p 点 就 是 给 定 初 
始 条 件 ， 即 x*(0) =x* 1, ， 故 必 有 唯一 解 代 (7)…,x"(1) ， 这 个 函数 确定 的 曲线 
就 是 待 求 的 积分 曲线 ， 还 应 证 明 所 得 曲线 与 所 选 坐标 系 无 关 ， 留 给 读者 完成 ， 口 
[选读 2-2-3] 

定理 2-2-8 中 的 “唯一 ”应 理解 为 “局 部 唯一 ”. 设 你 找到 的 一 条 积分 曲线 
C: (ab 一 M ， 且 0e(a,b)，C(0)=p ， 你 的 朋友 总 可 选取 含 0 的 较 小 区 间 
(a",b')c(a,b) 并 定义 新 曲线 C': (qb 一 MM 为 C(t)=C(1) Vte(a',b) .映射 C' 
与 C 的 定义 域 不 等 , 故 C'zC .在 这 个 意义 上 说 , 过 pp 点 的 积分 曲线 并 不 唯一 ， 然 
而 ，C 不 过 是 C' 的 延 拓 ,两 者 在 局 部 上 相同 ， 只 要 把 “唯一 "理解 为 “局 部 唯一 ”， 
定理 2-2-8 就 成 立 . 

谈 到 延 拓 ， 自 然 要 问 : 是 否 总 可 把 积分 曲线 C 的 定义 域 由 区 间 (a,b) 延 拓 至 
全 下 ? 答案 是 否定 的 .以 下 的 简单 例子 有 助 于 理解 .定义 曲线 C : 下 一 到 为 
CC) := (0,DeR” Vre 取 .这 一 曲线 映射 的 像 就 是 及 ? 中 的 好 坐 标 轴 ， 不 难看 出 这 
是 矢量 场 B/8x 的 过 (0,0) 点 的 积分 曲线 .如 果 把 可 2 的 “上 半 部 ” 挖 去 ， 把 所 余部 
分 取 作 流 形 M ， 明 确 地 说 ,把 M 定义 为 M := {(xl xz)E 耿 21x2 <1} ， 则 映射 C 在 
1>1 处 无 像 ， 其 定义 域 只 是 开 区 间 (一 oo,]D 而 非 及 .这 一 定义 域 不 能 再 延 拓 ， 所 以 
映射 C : (一 om,D) 一 M 称 为 M 上 和 拓 量 场 B/8xr2 的 不 可 延 (inextendible) 积 分 曲线 ， 于 
是 定理 2-2-8 又 可 表 为 : 

定理 2-2-8” 设 VU 是 M 上 的 光滑 (其 实 C! 已 足够 ) 失 量 场 , 则 M 中 任 一 点 p 必 
有 的 唯一 的 不 可 延 积 分 曲线 C(1) 经 过 [满足 C(0)= p]. [选读 2-2-3 完 ] 

下 面 要 用 到 群 论 的 初步 知识 , 故 补充 如 下 定义 (关于 李 群 和 李 代数 的 理论 详 见 
下 册 ): 

定义 12 ”一 个 群 区 60 加 是 一 个 集合 G 配 以 满足 以 下 条 件 的 映射 GxG-G 
( 叫 群 乘法 ， 元 素 g| 和 82 的 乘积 记 作 g1g8, ): 

(a) (8182)83 = 81(8283)，V8182,83EG 1 

(b) 3 恒 等 元 (identity element)eeG 使 eg=ge=g， VgeG; 

(ce) Vg sG,3 逆 元 inverse elemenbg <G 使 8-18=88-1=e. 

对 称 性 在 物理 学 中 有 重要 意义 ， 群 论 是 研究 对 称 性 的 有 力 工具 ， 如 果菜 一 对 
象 在 某 一 变换 下 不 变 ， 就 说 它 具 有 该 变换 下 的 对 称 性 ， 以 图 2-9 为 例 ， 考 虑 带电 
面 上 的 一 个 动 点 ， 它 沿 x (或 y) 轴 平移 ， 由 于 动 点 的 电荷 面 密度 在 平移 时 不 变 ， 
我 们 说 go 具有 沿 x (和) 轴 的 平移 对 称 性 ， 更 明确 地 说 ，o 沿 x 轴 的 平移 对 称 性 是 
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指 函数 o(x,y,z) 满足 
oO(x,y,z)=o(x+a,y,z), VaeR, (2-2-10) 
其 中 XP XxX+a, yD y, zz (2-2-11) 


图 2-9 平板 电容 器 的 电荷 分 布 具 有 沿 + 和 y 轴 的 平移 对 称 性 


所 代表 的 点 变换 称 为 沿 x 轴 的 一 个 平移 (translation)， 设 G 是 沿 x 轴 的 所 有 平移 的 
集合 ， 则 G 中 的 元 素 由 实数 a 表征 , 记 作 peG. 把 p=s(x,y,z) 和 g=(x+a,y,z) 
看 作 民 的 点 ， 则 变换 式 (2-2-11) 相 当 于 映射 和 &: RRR [满足 各 (p)=g]， 而 且 是 
微分 同 胚 映射 ， 再 者 ， 对 G 用 下 式 定义 群 乘法 

向 向 二 下 +p ， Vf, teG, (2-2-12) 
则 G 构成 群 (和 是 恒 等 元 ，#。 是 胡 的 逆 元 .)， 这 个 群 的 无 限 多 个 元 素 可 用 实数 a 
表征 ， 因 此 称 a 为 参数 ， 称 G 为 单 参数 群 (one-parameter group)， 又 因 每 一 群 元 
向 eG 部 是 RY 上 的 一 个 微分 同 胚 ， 故 又 称 G 为 R3 上 的 单 参 微分 同 胚 群 .为 帮助 
读者 理解 一 般 流 形 上 单 参 微分 同 胚 群 的 定义 ， 先 做 一 点 铺 执 ， 设 M 是 流 形 ， 则 
及 xf 是 比 M 高 一 维 的 流 形 ( 见 82.1 末 段 ). 设 $ 是 从 民 xM 到 MM 的 映射 ( 即 
乡 : 民 xM 一 M ), 则 它 能 把 一 个 实数 re 民 和 一 个 点 pe M 变 为 一 个 点 (1, p)eM . 
也 可 形象 地 说 $ 是 一 部 机 器 记 作 #p (*,*)， 有 两 个 输入 槽 ， 一 旦 输入 原料 +re 恨 和 
PeM 就 给 出 产品 (1, p)e M . 如 果 只 输入 te 及 ， 则 得 半成品 p(t,*)， 这 也 是 一 部 
机 器 ， 再 输入 peM 后 便 给 出 产品 9(1,p)eM .通常 把 Yi,*) 简 记 作 加 ， 即 
外: M 一 M . 另 一 方面 如果 在 $ (,*) 中 先 输入 peM ， 便 得 半成品 G6 (*,p)， 这 
也 是 一 部 机 器 ， 有 竺 输入 的 是 re 及 .通常 把 p(*,p) 简 记 作 #p。， 即 如: RM . 


定义 13 CC” 映射 p : 及 xM -~ M 称 为 M 上 的 一 个 章 本 牙 分 同 下 车 


考 

(a) 内: M 一 M 是 微分 同 胚 Vts 玉 ; 

(b) bog,=$,s, Vi,seR. 

注 8 集合 {#1 +e 民 } 是 以 复合 映射 为 乘法 的 群 ， 各 群 元 bp 是 从 M 到 M 的 微 
分 同 胚 映射 ， 入 是 恒 等 元 [由 定义 13(b) 知 。 和 ‰= 轴 ， 故 内 是 恒 等 映 射 ， ]， 所 谓 
$9: 民 xM 一 M 是 M 上 的 一 个 单 参 微分 同 胚 群 ， 其 实 是 指 集 合 {61 te 玉 } 是 一 个 
单 参 微分 同 胚 群 . 

设 少 : 及 xM 一 M 是 单 参 微分 同 胚 群 , 则 VpsM ， 内 :及 一 M 是 过 pp 点 的 
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一 条 光滑 曲线 [满足 加 (0) = p], 叫做 这 个 单 参 微分 同 胚 群 过 p 点 的 朝 道 (6i6 谤 把 
这 条 曲线 在 点 各 (0) 的 切 矢 记 作 v1, ， 便 得 M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 v. 可 见 M 上 的 
一 个 单 参 微分 同 胚 群 给 出 M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 ， 再 看 逆 命 题 是 否 成 立 .， 设 v 是 
M 上 的 光滑 矢量 场 ， 看 来 vie 可 借用 其 积分 曲线 定义 从 M 到 M 的 微分 同 胚 映 
射 四 [VpeM ,定义 入 (p) 为 这 样 一 个 点 , 它 位 于 过 p 的 积分 曲线 上 ， 其 参数 值 与 
P 的 参数 值 之 差 为 1. ]， 于 是 似乎 可 得 到 一 个 单 参 微分 同 胚 群 ， 然 而 可 能 出 现 如 下 
问题 某 条 积分 曲线 当 参 数 取 某 些 值 时 像 点 不 存在 (人 为 挖 去 M 的 某 一 区 域 就 可 
造 出 这 种 情况 )， 因 此 只 能 说 M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 给 出 一 个 单 参 微分 同 胚 局 部 
群 ， 见 选读 2-2-4. 

[选读 2-2-4] 

设 舌 量 场 U 过 pp 点 的 积分 曲线 C 的 参数 取 值 范围 不 能 遍及 限 ( 见 选读 2-2-3 第 
二 段 )， 即 3te 民 使 C(1) 不 是 M 的 点 ， 则 正文 定义 的 内 不 是 从 MH 到 MM 的 映射 [至 
少 像 点 起 (P) 不 存在 ], 更 谈 不 上 从 M 到 M 的 微分 同 胚 , 然而 可 以 证 明 , Vpo eM ， 
总 可 找到 po 的 开 邻 域 U 以 及 四 中 含 0 的 开 区 间 1, 使 正文 的 映射 限制 在 IxU 上 
有 意义 ( 即 存在 映射 人 力 : 1xU 一 M)， 具 体 定义 为 Viel, 各 :U 一 M 是 这 样 的 映 
射 ， 它 把 任 一 peU 映 为 过 pp 的 积分 曲线 上 与 p 的 参数 差 为 1 的 点 (读者 不 妨 借 选 
读 2-2-3 第 二 段 的 简 例 理解 )， 而 且 ， 还 可 证 明 # : 1xU 一 M 有 以 下 性 质 : 

(a) Viel, 起 :局 一 出 [U] 是 微分 同 胚 映射 ; 

(b) 若 1,s,1+sel( 意 指 实数 1,s 和 1+s 都 在 开 区 间 了 内 )， 则 由 从 = 内 ，，， 

这 样 的 {办 lte1) 称 为 p 点 的 单 参 微分 同 胚 局 部 群 (one-parameter local group of 
diffeomorphisms) 或 单 参 微分 同 胚 族 (one-parameter family of diffeomorphisms). 

和 拓 量 场 称 为 完备 的 (CGIBISIGJ， 若 它 的 每 条 (不 可 延 ) 积 分 曲线 的 参数 取 值 范围 
都 是 了 ,显然 ， 每 个 完备 的 光滑 失 量 场 可 以 生出 一 个 单 参 微分 同 胚 群 . 可 以 证 明 ， 
紧 致 流 形 上 的 任 一 矢量 场 都 是 完备 的 [本 选读 参考 文献 : Hawking and Ellis(1973) 
P.27; Straumann(1984)P.21, 22. ]. [选读 2-2-4 完 ] 


§2.3 ”对 偶 矢 量 场 


定义 1 设 V 是 R 上 的 有 限 维 矢量 空间 ， 线 性 映射 w : Y 一 及 称 为 Y 上 的 到 
(但 矢 量 (dualVEC16，VY 上 全 体 对 偶 矢 量 的 集合 称 为 了 的 对 偶 空 间 ， 记 作 V".? 
注 1 由 于 Y 上 有 加 法 和 数 乘 ， 对 映射 w 的 线性 要 求 有 确切 含义 ， 即 
(av+ Bu)=aw(v)+ Bo(u), Vv,uey, a, PeR. (2-3-1) 


例 1 设 YV 为 全 体 2x1 实 矩阵 的 集合 ， 则 它 在 矩阵 加 法 和 数 乘 规则 下 构成 2 


四 ”今后 谈 及 Y 上 的 对 偶 矢量 (及 张 量 ， 见 62.4) 时 如 无 声明 一 律 默认 V 是 实数 域 上 的 有 限 维 矢量 空间 . 
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a 
维 矢量 空间 ， 以 中 代表 任 一 1x2 实 矩阵 (c,d) ,其 对 V 的 任 一 元 素 全 的 作用 


可 用 矩阵 乘法 定义 : oo:=(c， oem ， 


结果 是 一 个 1x1 实 矩阵 , 可 认同 为 一 个 实数 ac+ bd . 这 样 定义 的 上 映射:Y 一 及 显 
然 是 线性 的 ， 可 见 任 一 1x2 实 矩 阵 都 是 Y 上 的 对 偶 矢 量 ， 推广 可 知 : 若 把 列 矩 阵 
(ax1 和 矩阵 ) 看 作 矢量 ， 则 行 矩阵 (1xz 矩阵 ) 就 是 对 偶 矢 量 . 

定理 2-3-1 V' 是 矢量 空间 ， 且 dimV* = dimy . 

证 明 ”对 V" 定 义 加 法 、 数 乘 和 和 零 元 如 下 : 

(@ to) (0) := 0 +o(v), Vo, wsy veV; 
(aw)(U) := ao()， voweV', vey, aeR; 
0(v) :=0eR, vveV. 
”不 难看 出 这 样 的 V" 是 矢量 空间 . 设 {e,} 是 V 的 一 组 基 矢 ， 用 下 式 定义 V" 中 的 n 
个 特别 元 素 e",，…, em : 
(WW) Bs Aiv=1,， ,mm (2-3-2) 
上 式 虽 只 定义 了 e ”对 V 中 基 矢 的 作用 , 但 因 e% 的 作用 是 线性 的 ， 上 式 实际 上 定 
义 了 e* 对 V 中 任 一 元 素 的 作用 .现在 只 须 证 明 {e”} 是 V" 的 一 组 基 矢 ， 易 证 
e*,…,e" 彼 此 线性 独立 (练习 ). Vw eV" ， 令 
Wy = (ey), A=1,…… my， (2-3-3) 
则 易 证 (习题 ) 
w=,e”. (2-3-4) 
(提示 : 上 式 是 对 偶 矢 量 等 式 ， 注意 到 w 对 vv 的 作用 为 线性 ， 欲 证 上 式 只 须 验证 两 边 
作用 于 任 一 基 矢 e, 得 同一 实数 )， 式 (2-3-4) 说 明 V" 中 任 一 元 素 可 用 {e”} 线性 表 出 ， 
故 {e} 是 V' 的 一 个 基底 ， 叫 做 {6} 的 于 僵 基 局 由 是 可 知 dinV"=dimVy ， 口 

复习 ”两 个 矢量 空间 叫 同 构 的 (isomorphic)， 若 两 者 间 存 在 一 一 到 上 的 线性 映 
射 (这 种 映射 称 为 同 梅 贞 庙 )， 两 矢量 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 维 数 相同 . 

由 于 dimV* =dimV ，Y 与 Y 当然 同 构 . 同 构 映射 不 难 找到 . 例如 , 设 {e,} 是 V 
的 一 个 基底 ，{e“} 是 其 对 偶 基 底 ， 则 由 eu F? e” 定 义 的 线性 映射 就 是 一 个 同 构 映 
射 . 但 {e,} 的 选择 十 分 任意 ,而 基底 改变 后 按 上 述 方式 定义 的 同 构 映射 随 之 而 变 , 故 
VV 与 V 之 间 不 存在 一 个 特殊 的 (与 众 不 同 的 ) 同 构 映射 ,除非 在 VY 上 另 加 结构 ( 见 82.5). 

V "既然 是 矢量 空间 ,自然 也 有 对 偶 空间 , 记 作 V”. 有 别 于 V 与 y* 的 关系 ,，V 
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与 V” 间 存在 一 个 自然 的 、 与 众 不 同 的 同 构 映 射 ， 定 义 如 下 : VueV ， 欲 给 它 自 
然 地 定义 一 个 像 2”eV” .因为 VY” 是 V" 的 对 偶 空间 ，v” 应 是 从 V" 到 民 的 线性 映 
射 ， 对 它 下 定义 无 非 是 给 出 一 个 规律 ， 按 照 这 一 规律 ， 每 一 w eV" 对 应 于 唯一 的 
实数 v™(w) . 因为 vw” 有 待定 义 为 v 的 像 , 所 以 三 (wo) 与 v 和 ww 都 应 有 关 , 而 由 和 
中 构造 的 最 简单 的 实数 就 是 w(v) ， 自 然 把 z 定义 为 

V”(o) := oO) voeV'. (2-3-5) 
这 个 映射 Y ->V” 是 同 构 映射 (证 明 留 作 习 题 )， 这 一 自然 同 构 关系 表明 V 和 V” 可 
视 为 同一 空间 (把 每 一 veV 与 其 像 w” eV” 认 同 )、 所 以 ， 真正 有 用 的 是 V 和 V" ， 
再 取 对 偶 (不 论 多 少 次 ) 也 得 不 到 更 多 有 用 的 空间 [自然 同 构 的 准确 含义 见 
Spivak(1979) 第 7 章 习 题 6]. 

定理 2-3-2 若 矢量 空间 V 中 有 一 基底 变换 e = A*,e, ( A' ,无非 是 新 基 矢 e% 
用 原 基 底 展 开 的 第 v 分 量 ), 以 4", 为 元 素 排 成 的 ( 非 退 化 ) 方 阵 记 作 4, 则 相应 的 对 
偶 基 底 变换 为 

er=(A ye”, (2-3-6) 
其 中 4 是 4 的 转 置 矩 阵 ，4 :是 之 道 . 

注 2 读者 习惯 于 把 矩阵 元 写作 4x ， 此 处 则 写作 A*，. 区 分 上 下 标的 目的 是 
使 求 和 更 加 明朗 (上 v 同 下 v 结 合 暗示 对 v 求 和 ) 以 及 区 分 张 量 类 型 ( 详 见 82.4)， 然 
而 矩阵 运算 中 重要 的 只 是 分 清 指标 的 前 后 (体现 为 左右 )， 因 此 ， 如 果 愿 意 ， 不 妨 
暂时 把 所 有 上 标 都 改 为 下 标 ， 例 如 把 式 (2-3-6) 写 作 e/ = (41),e,*. 

证 明 只 须 证 明 等 式 两 边 作用 于 ex 所 得 结果 相同 ， 证 明 如 下 : 

(A te (es)=(A), se"(Alsep)= APa(A ,se" (eg) 
=AL(A ,6g = A A), =6 =er(e,), 
其 中 第 二 个 等 号 用 到 对 偶 矢量 对 矢量 的 作用 的 线性 性 ， 第 三 、 五 个 等 号 分 别 用 到 
转 置 矩 阵 和 首 矩阵 的 定义 ， 第 六 个 等 号 用 到 对 偶 基底 的 定义 式 (2-3-2). 口 

以 上 属 代数 范畴 ， 下 面 回 到 流 形 M . 因 peM 有 矢量 空间 V,， 故 也 有 V,". 若 
在 M (或 4c M ) 上 每 点 指定 一 个 对 偶 矢 量 , 就 得 到 M (或 4) 上 的 一 多 对 伍 闫 量 场 
M 上 的 对 偶 矢量 场 @ 叫 做 光滑 的 ， 若 w (v)e%，Vv 光滑 矢量 场 v. 

设 /6 FA， 我 们 来 说 明 国 由 到 泛 导 田 号 是 的 二 不 对 往 突 鞠 殊 , 记 作 df (读者 
熟悉 的 df 代表 函数 f 的 微分 。 从 微分 几何 看 来 ，f 的 微分 df 本 质 上 是 一 个 对 侦 
矢量 场 ， 选 读 2-3-1 将 介绍 这 一 全 新 理解 同 经 典 微 积分 理解 的 联系 ，)， 要 定义 df 
只 须 说 明 它 在 M 的 任 一 点 p 的 值 f wsyV> 的 定义 ,而 要 定义 f 只 须 给 出 它 对 p 
点 任 一 矢量 veV, 的 作用 所 得 的 实数 , 这 个 实数 应 与 1 和 vw 都 有 关 , 而 由 f 和 vw 能 
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构造 的 最 自然 (最 简单 ) 的 实数 便 是 v(f) ， 因 此 定义 中 为 


df 1, (v) := v(f), vveyV,. (2-3-7) 
由 此 易 证 

d(f8)1l,= f 1, (dg)l, +8 1, (df )1,. (2-3-8) 
这 正 是 微分 算 符 d 所 满足 的 莱 布 尼 芯 律 . 


设 (0,w) 是 一 坐标 系 , 则 第 4 个 坐标 x 可 看 作 O 上 的 函数 , 于 是 dx (看 作 特 
殊 的 df ) 是 定义 在 O 上 的 对 偶 矢 量 场 . 设 peO ，6/6x* 是 V, 的 第 v 个 坐标 基 矢 ， 
则 由 式 (2-3-7) 知 在 p 点 有 

or 襄 ]- 凌 0 
Ww 
同 式 (2-3-2) 对 比 可 见 {dx*) 正 是 与 坐标 基底 {3/9x* ) 对 应 的 对 但 恶 标 基 主 ， 上 式 对 
0 的 任 一 点 成 立 , 因此 , 同 3/6x" 是 O 上 的 第 v 个 坐标 基 矢 场 类 似 ，dx* 是 O 上 的 
第 4 个 对 侦 坐 标 基 矢 场 ，{dx“} 则 是 O 上 的 一 个 对 侦 坐 标 基底 场 . O 上 任 一 对 偶 矢 
量 场 w 可 借 {dx^} 展开: 


w= dx” 和 (2-3-9) 
其 中 必 , 称 为 0 在 该 系 的 坐标 分 量 ， 由 式 (2-3-3) 可 得 其 表达 式 
wu = (O/Ox”). (2-3-10) 


定理 2-3-3 设 (0,Y) 是 一 坐标 系 ，f 是 O 上 的 光滑 函数 ，f(x) 是 fow-! 对 
应 的 n 元 函数 f(x，…,x") 的 简写 ， 则 df 可 用 对 偶 坐 标 基底 {dx^} 展开 如 下 : 
yf =Car, ve 万 . (2-3-11) 


证 明 ”只 须 验 证 两 边 作 用 于 任 一 坐标 基 矢 3/0x" 得 相同 结果 ， 其 易 . 


定理 2-3-4” 设 坐标 系 {x*} 和 {x”) 的 坐标 域 有 交 ， 则 交 域 中 任 一 点 p 的 对 偶 
矢量 w 在 两 坐标 系 中 的 分 量 wx 和 ow 的 变换 关系 为 


oO, = | Co (2-3-12) 


证 明 习题 . 口 
[选读 2-3-1] 

现在 讨论 对 df 的 理解 . 先 谈 经 典 微 积分 学 . 考虑 函数 》= f(x). 设 自 变量 x 在 
加 处 有 增 量 Ar 时 函数 》 的 相应 增 量 为 Ay .如 果 f(x) 为 线性 函数 ， 即 
y=ax+b (a,b 为 常数 )， 则 Ay=aAx， 即 Ay 正比 于 Ax. 如果 f(x) 为 非 线性 函 
数 , 则 Ay=aAx+s， 其 中 4 三 (x0) ，E=0. 经 典 微 积分 把 aqAx 称 为 函数 的 微分 ， 
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记 作 dy ， 并 证 明 & 在 Ax 趋 于 零 时 是 比 Ax 高 阶 的 无 限 小 . Ax 又 可 记 作 dx ， 于 是 
dy = "(xo)dx . 然而“ 无限 小 的 非 零 量 ”是 一 个 非常 微妙 的 概念 ， 涉 及 许多 逻辑 问 
题 . 菜 布 尼 荧 在 提出 和 使 用 这 一 概念 时 曾 受 到 同时 代 许 多 数学 家 的 非议 [ 详 见 克 菜 
因 著 , 李 宏 魁 译 (1997)], 至 今 还 有 数学 家 不 以 为 然 [例如 , 可 参阅 Spivak(1979) Voll. 
该 书 在 P.153 指出 “无 限 小 ”变化 dx 是 nonsense( 无 意义 的 东西 )”]， 我 们 无 意 讨 
论 这 种 微妙 问题 的 是 非 ， 只 想 说 明 近代 微分 几何 已 经 对 函数 的 微分 df 赋予 了 一 种 
不 依赖 于 “无 限 小 非 零 量 " 概 念 的 全 新 解释 : df 是 意义 十 分 明确 的 对 偶 矢量 场 . 设 
{x%} 是 流 形 M 的 一 个 坐标 系 ， 坐 标 域 为 0 ， 厂 是 M 上 的 函数 ， 即 三: M 一 下 ， 
则 了 诱导 出 一 个 n 元 函数 f(x ，,…, 如) . 设 PEO ， 经 典 微 积分 企图 把 df 说 成 p 
点 的 函数 值 的 一 个 (无 限 小 ) 增 量 ， 但 这 个 增 量 尚 不 确定 ， 因 为 它 取决 于 动 点 ( 自 变 
点 ) 从 已 出 发 “ 洛 什 么 方向 走 多 远 ” 既然 也 点 的 一 个 矢量 UU 反映“ 从 pp 出 发 沿 什 
么 方向 走 多 远 ”, 给 定 UeV, 便 可 使 及 1 真正 “成 为 ”一 个 实数 ( 增 量 ) 既然 df |， 
在 给 定 后 能 给 出 一 个 实数 ,df 就 是 从 已 点 的 切 空间 Vp 到 及 的 映射 . 为 使 df 1， 
具有 经 典 微 积 分 中 的 微分 的 性 质 , 还 应 要 求 这 个 映射 为 线性 ， 于 是 df 1 就 是 V, 上 
的 一 个 对 偶 矢量 ，df 就 是 DO 上 的 一 个 对 偶 失 量 场 ， 这 是 对 dj 的 最 明确 和 最 准确 
的 解释 . 

物理 学 家 往往 对 df 和 Af 不 加 区 别 , 喜欢 说 “df |, 等 于 f(q)-f(p) ,其 中 g 是 
与 p 无 限 邻 近 的 点 。” 而 且 随 手 在 纸 上 浮 出 p ，9 两 点 其 实 ，p ，9 两 点 一 经 指 
定 (在 图 上 标 出 ) 就 不 会 无 限 邻 近 , f(q) 一 了 (p) 就 不 是 无 限 小 量 ,因而 就 只 能 是 Af 而 
非 df . 然而 ， 由 于 物理 上 常常 允许 一 定 的 近似 ， 把 足够 小 的 Ar 近似 看 作 djf 的 做 法 
不 但 允许 而 且 往往 相当 有 用 事实 上 ， 设 曲线 C(f) 满足 C(0)=p ，(9/31)1,=v ， 
4=C(a) 且 性 足 够 小 则 由 式 (2-3-7) 和 (2-2-6) 可 知 df 1， 对 cp 作用 的 结果 为 


df (ar) =av(f) =a lim, (ICCA FLCCON} 
Sad -f=f(9)-f(p)=Af, 


可 见 df 1, (作用 于 ap 后 ) 果 然 近 似 给 出 Af . 爱 因 斯 坦 说 过 :“ 只 要 数学 规律 涉及 现 


实 ， 它 们 就 不 是 确 羡 的 ; 只 要 它们 是 确凿 的 ， 它 们 就 不 涉及 现实 .” 作 为 一 本 物理 
书 ， 本 书 也 多 处 采用 以 Af 近似 代替 dy 的 做 法 . [选读 2-3-1 完 ] 


824 张 量 场 


定义 1 矢量 空间 V 上 的 一 个 (k,n) 型 张 量 [tensor of type(k,1) ] 是 一 个 多 重 线 
性 映射 


36， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


T:V"x…xy"xyVx'…xy 一 及. 
大 个 1 个 

注 1 了 可 比喻 为 一 部 机 器 ， 有 k 个 “上 槽 ”和 1 个 “下 槽 ”， 只 要 在 上 、 下 
槽 分 别 输入 大 个 对 偶 矢量 和 ! 个 矢量 ， 便 生产 出 一 个 实数 ， 且 此 实数 对 每 个 输入 
量 都 线性 依赖 (多 重 线性 映射 的 含义 ). 

例 1 (1)V 上 的 对 偶 矢量 是 V 上 的 (0, 1) 型 张 量 . (2) Y 的 元 素 v 可 看 作 V 上 的 
(1, 0) 型 张 量 [ 因 vw 可 被 认同 为 ww”， 而 v” 是 从 V" 到 民 的 线性 映射 . ] 

今后 用 够 (k,1) 表示 V 上 全 体 (k,1) 型 张 量 的 集合 ， 于 是 Y= 宛 小 0) ，V*= 
宛 (0.0. 

设 7e 另 0D , 则 7:YxY 一 以. 但 了 也 可 看 成 另 一 种 映射 . 因为 VweV"， 
veV 有 7T(o ; ye 及 ， 所 以 T(o ; 。) 是 一 部 只 有 一 个 下 槽 的 机 器 ， 能 把 一 个 矢量 
线性 地 变 为 实数 ， 这 表明 T(w ; ,是 Y 上 的 对 偶 矢 量 ， 即 T(o ; JsY". 给 定 了 
后 ， 再 给 一 个 wsV 便 能 造 出 T(o ; 。)sV” ,， 故 了 也 可 看 作 把 对 偶 矢 量 w 变 为 对 
偶 矢 量 T(w ; 。) 的 映射 (而 且 是 线性 映射 )， 即 T : V" -xs Y". 类 似 地 还 可 把 了 
看 成 了 :VY 一 中 友信 对 同一 Te 宛 (1.1) 的 这 3 种 看 法 是 等 价 的 . 为 便于 陈述 , 我 们 
称 这 种 把 同一 张 量 看 成 不 同 映射 的 做 法 为 “ 张 量 面面观 ” 能 够 用 “面面观 ” 想 问 
题 是 用 映射 定义 张 量 的 重要 好 处 之 一 . 今后 将 常用 到 . 

定义 2 V 上 的 (k, ) 和 (k', 中 型 张 量 T 和 7' 的 张 量 积 (tensor producbT @T" 
是 一 个 (k+k'，L+1) 型 张 量 ， 定 义 如 下 

了 四 TO 
地 (Oo 

欧 氏 空间 矢量 场 论 中 的 并 矢 玩 其 实 就 是 矢量 5 和 去 的 张 量 积 ， 只 不 过 略 去 
@ 号 .? 

张 量 积 是 否 满足 交换 律 ? 设 weV*, veV =V™, 则 v8@we%(l, 1)，w@v 
< 宛 ( 1). 由 定义 2 知 VueV*, ueV 有 v8@w(4; u)=v(4) (Wu) = (wv (4) 
=w@v (1; ww)[ 其 中 v(p) 应 理解 为 (1)], 故 v8@w=w@v .但 两 个 矢量 (或 两 个 
对 侦 矢量 ) 的 张 量 积 在 交换 顺序 后 一 般 成 为 男 一 张 量 ， 即 v@u#u@v ， 
%@AzA@w :例如 ， 欧 氏 空间 的 并 矢 就 不 满足 交换 律 

定理 2-4-1 宛 (t, 1) 是 矢量 空间 ，dim (k,l)=nk*. 

证 明 

(A) 用 自然 的 方法 定义 加 法 、 数 乘 和 零 元 使 宛 (k, 1) 成 为 矢量 空间 (参见 定理 


四 类 似 地 , 量子 力学 的 |y)|#) 也 是 |w》 和 |g) 的 张 量 积 , 只 不 过 略 去 @ 号 . 但 量子 力学 中 |y) 所 在 的 矢量 空 
间 是 复数 域 上 的 无 限 维 矢量 空间 ， 比 现在 讨论 的 实数 域 上 的 有 限 维 矢量 空间 复杂 ， 详 见 下 册 附 录 B. 
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2-3-1 证 明 的 前 半 部 分 ). 

(B) 证 明 其 基 矢 共 n** 个 . 以 n=2,k=2,1= ! 为 例 (不 难 推广 至 一 般 情况 ). 设 
{el, ea} 为 Y 的 一 个 基底 ，{e",ez ] 为 其 对 偶 基底 ， 只 须 证 明 以 下 8 个 元 素 构 成 
多 (2, D 的 一 个 基底 : 


eag@e@en， eg@e@e" ， ea@ee@en， ea@e@e"， 
eg@e@en， eBe er, eg@ee@en， eg@ee@e. 
先 证 它们 线性 独立 ( 留 作 练习 )， 再 证 任意 Te 铭 (2, 1) 可 表 为 
T=T”, e, ®e, Be™, (2-4-1) 
其 中 TT e360) (2-4-2) 


证 明 留 作 练 习 [ 注 意 ， 待 证 等 式 (2-4-1) 是 一 个 (2, 1) 型 张 基 等 式 ]. 
注 2 7 是 张 量 7 在 基底 {e, @e,@e”} 的 分 量 , 简称 为 了 在 基底 {e,} 的 


全 办 吉 的 男生 要 志和 即 缩 状 9 刚才 讲 过 ，(1, 1) 型 张 量 T 可 看 作 从 V 
到 Y 的 线性 映射 , 其 实 它 就 是 线性 代数 所 讲 的 线性 变换 . 在 任 一 基底 {e, @e”} 的 
分 量 排 成 的 矩阵 (T^,) 显然 与 基底 有 关 , 不 难 证 明 同一 了 在 任意 两 个 基底 的 分 量 对 
应 的 两 个 矩阵 (7T“,) 和 (T*,) 互 为 相似 矩阵 ， 证 明 如 下 .仿照 式 (2-4-2) 得 
T=T(et";e,)=T(A) er; Aes)=(A 1)yA® Te?";eo) 
=(A A Th A VTP A =(M TA 5 
其 中 第 一 、 四 步 用 到 式 (2-4-2), 第 二 步 用 到 定理 2-3-2, 第 三 步 用 到 了 的 线性 性 . 于 
是 有 甜 阵 等 式 T'= 4 “74 (其 中 7', A, 7 都 代表 矩阵 .7 有 时 代表 张 量 有 时 代表 和 矩 
阵 ,读者 应 能 根据 上 下 文 识别 . ) 可 见 7' 与 7 互 为 相似 矩阵 . 以 Top (是 2w-i7 
的 简写 ) 及 72。 分 别 代表 矩阵 7" 和 了 的 迹 ， 则 由 式 (2-4-3) 易 得 
TH TE A A OE Th DT 
这 就 证 明了 同一 (1, 1) 型 张 量 在 不 同 基底 的 矩阵 有 相同 的 迹 ， 在 关心 张 量 时 ， 应 该 
抓 住 其 与 基底 无 关 的 性 质 ，(1, 1) 型 张 量 的 迹 74, 就 是 这 样 一 种 性 质 ， 通 常 把 它 
称 为 了 的 缩 并 (contraction) 或 收缩 ， 暂 记 作 CT， 即 
CT :=T4 =T(e ;en). (2-4-4) 
再 讨论 (2, 1) 型 张 量 了 的 缩 并 .可 记 作 T(*,*;*) ， 它 有 两 个 上 槽 和 一 个 下 模 ， 
故 有 两 种 可 能 缩 并 : QD 第 一 上 村 与 下 醒 的 缩 并 CIT := T(e”*,*; e,); @ 第 二 上 村 
与 下 模 的 缩 并 CI7 := T(*,e*; e,). 若 改 用 另 一 基底 {es} 定 义 这 两 种 缩 并 ， 分 别 
记 作 (Ci7) 和 (Ci7)， 则 易 证 (习题 )(CiT) = CIT ，(C?T)'= Ci7 .由 “ 张 量 面面观 ” 


(2-4-3) 


:38 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


可 知 CIT 和 CI7 都 是 (1, 0) 型 张 量 ， 它 们 在 任 一 基底 的 分 量 可 用 了 在 该 基底 的 分 
量 表 为 (CIT) =T(e”*, e”; eu) =T4*， ，(C?T)” =T%， (已 略 去 求 和 号 )， 不 难 扒 
广 上 述 讨论 而 得 出 (k，7) 型 张 量 的 缩 并 定义 如 下 : 

定义 3 Te 邑 (k,) 的 第 i 上 标 (i<k) 与 第 j 下 标 (j<1) 的 缩 并 定义 为 

GT := ek-1,1-1) (要 对 1 求 和 ). 

第 i 上 村 第 j 下 本 (2-4-5) 

注 3 QCGT 与 基底 选择 无 关 . @ 由 式 (2-4-5) 易 见 (k, 0 型 张 量 的 每 一 缩 并 都 是 
一 个 (k-1, DD) 型 张 量 ，@ 联 合 使 用 张 量 积 和 缩 并 运算 可 从 原 有 张 量 得 到 各 种 类 型 
的 新 张 量 . 例如 , 设 veV，w eV" , 则 v@w 是 (1, 1) 型 张 量 , 而 C(v@ w) 则 是 (0, 0) 


型 张 量 (标量 ). 
后 面 经 常 遇 到 先 求 张 量 积 再 做 缩 并 的 运算 , 其 结果 可 看 作 张 量 对 矢量 (或 对 偶 
矢量 ) 的 作用 .作为 例子 ， 先 写 出 3 个 等 式 再 做 证 明 . 00000000 
(a) CVOO) = =0 (0)=v(0), VveV, weV’, (2-4-6) 
(其 中 v*, ww 是 中 在 同一 基底 的 分 量 . ) 
(b) CT BV)=T(., v), vveV, Te%(0, 2). (2-4-7) 
(0) CT@aw=T(oi.)， Voey', Te%(2, 1). (2-4-8) 


我 们 只 给 出 式 (2-4-7) 的 证 明 ， 其 他 两 式 的 证 明 留 作 练习 ， 待 证 的 等 式 (2-4-7) 左 边 
的 T@v 是 (1, 2) 型 张 量 ， 是 一 部 有 1 个 上 槽 、2 个 下 槽 的 机 器 ， 可 表 为 T@Y 
("3，，*), 故 
GT OV)=T ve; .en)， 
所 以 欲 证 等 式 (2-4-7) 只 须 证 明 下 式 
T @v(e®; », ep)=T(., v). (2-4-7’) 
而 上 式 是 对 侦 矢 量 等 式 ， 欲 证 上 式 只 须 证 明 两 边 作 用 于 任 一 weV 给 出 相同 实数 . 
左边 作用 于 w =T @v(e”;u, e,)=T(u,e,) v(e””) 
=T(we,) e*(v)=T(u,e,) v4 =T(w,v)= 右 边 作用 于 4. 
(其 中 第 四 步 用 到 习题 11)， 可 见 式 (2-4-7) 成 立 . 
除 以 上 三 式 外 还 有 许多 类 似 等 式 ， 这 些 等 式 是 如 下 规律 的 表现 : “T 对 (或 
2 ) 作 用 就 是 先 求 7 与 w( 或 2 ) 的 张 量 积 再 缩 并 ”， 或 者 粗略 地 说 ，“ 作 用 就 是 先 
积 后 并 ”对 两 个 张 量 先 求 张 量 积 再 缩 并 的 操作 常 又 简称 为 对 它们 做 缩 并 ， 因 此 
上 述 粗略 提 法 还 可 简化 为 “作用 就 是 缩 并 ”. 
下 面 回 到 流 形 M. M 中 任 一 点 的 切 空间 V, 的 全 体 (k, 0 型 张 量 的 集合 自然 记 
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作 兄 (DD. 设 {fej 及 {e} 是 多 的 任 一 基底 及 对 偶 基底 , 则 了 同样 可 写成 类 似 于 
式 (2-4-1) 的 展开 式 . 若 选 坐标 系 {x*} 使 坐标 域 含 p, 则 可 用 坐标 基 矢 9/3x* 和 对 偶 
坐标 基 矢 dx 充当 ev 和 e*，， 即 把 式 (2-4-1) 改 写 为 

8 0 


TT dr”, (2-4-1') 
x x 
其 中 坐标 分 量 7“。 仿照 式 (2-4-2) 可 表 为 

T=T(dxt, dr; 0/0x°). (2-4-2') 


若 在 流 形 M (或 4c M ) 上 每 点 指定 一 个 (k, 1) 型 张 量 ,就 得 到 M (或 4) 上 的 
一 个 (k, 0) 型 张 量 场 . M 上 张 量 场 7 称 为 光滑 的 , 若 v 光滑 对 偶 矢 量 场 @!，…, ow 
及 光滑 矢量 场 ,…,v/ 有 T(w'，…，w*; v1,…, v1)e Hy .今后 如 无 声明 ,“ 张 量 场 ” 
均 指 光滑 (C”) 张 量 场 . 

定理 24-2 (k, 0 型 张 量 在 两 个 坐标 系 中 的 分 量 的 变换 关系 为 (简称 张 量变 换 律 ) 


1 a 
_ Ox Dx jp 


和 
证 明 练习 . 
注 4 许多 教科 书 采用 上 式 作为 张 量 定义 . 

82.5 度 规 张 量 场 


定义 1 矢量 空间 了 上 的 一 个 度 规 EGEiEBisg 是 V 上 的 一 个 对 称 、 非 退化 的 (0， 
2) 型 张 量 ， 对 称 是 指 g(v, u)= g(u, v) vv, ueV ， 非 退化 是 指 g(v,w) =0 vuevV 
v=0eV. 

注 1 这 一 抽象 的 非 退化 性 定义 与 读者 熟悉 的 矩阵 的 非 退 化 性 (行列 式 非 零 ) 
有 密切 联系 ， 可 以 证 明 [ 见 式 (2-6-8) 后 的 一 段 ], 车 8 非 退化 ， 则 它 在 Y 的 任 一 基 
底 {ex] 的 分 量 gwr = 8 (exw， e,) 排 成 的 矩阵 也 非 退化 反之， 若 了 有 基底 使 8 的 分 
量 和 矩阵 非 退 化 ， 则 g 非 退化 . 

度 规 很 像 大 家 熟悉 的 内 积 ， 但 上 述 度 规 8 与 一 般 内 积 的 区 别 在 于 g(v, v) 可 以 
为 负 , 且 8(w, v)=0 不 意味 着 =0. 今 后 也 常 把 g(v, w) 称 为 和 wu 在 度 规 g 下 的 内 
积 . 矢量 空间 V 一 旦 定义 了 度 规 8 , 其 元 素 的 长 度 及 元 素 间 的 正 交 性 就 可 定义 如 下 : 

定义 2 veV 的 长 度 (length) 或 大 小 (magnitude) 定 义 为 lv1:= \ 人 Co,zj .矢量 
v,ueV 叫 互相 正 交 的 (orthogonal)， 若 g(v, w) =0.V 的 基底 {ey} 叫 正 交 归 一 的 
(orthonormal)， 若 任 二 基 矢 正 交 且 每 一 基 矢 ej 满足 g(e,, e，)=+1 (不 对 4 求 和 ). 
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注 2 定义 2 表明 度 规 8 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 满足 


0， HH#V 
Buv = (2-5-1) 
i HA=Y 


因此 ， 度 规 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 排 成 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 ， 且 对 角 元 为 +1 或 -1. 

定理 2-5-1 任何 带 度 规 的 矢量 空间 都 有 正 交 归 一 基底 . 度 规 写成 对 角 矩 阵 时 
对 角 元 中 +1 和 -1 的 个 数 与 所 选 正 交 归 一 基底 无 关 . 

证 明 略 [可 参阅 Schutz(1980)P.65~66]. . 口 

定义 3 用 正 交 归 一 基底 写成 对 角 和 矩阵 后 ， 对 角 元 全 为 +1 的 度 规 叫 正定 的 
(positive definite) 或 黎 曙 的 (Riemannian)， 对 角 元 全 为 -1 的 度 规 叫 负 定 的 (negative 
definite)， 其 他 度 规 叫 不 定 的 (indefinite)， 只 有 一 个 对 角 元 为 -1 的 不 定 度 规 叫 洛 伦 
兹 的 (Lorentzian)， 对 角 元 之 和 叫 度 规 的 号 差 (signature)， 相 对 论 中 用 得 最 多 的 是 洛 
伦 兹 度 规 和 正定 度 规 . 

注 3 关于 洛 伦 兹 度 规 ， 文 献 中 历来 有 两 种 不 同 习惯 ， 定义 3 反映 第 一 种 习 
惯 ， 在 这 种 习惯 中 ,4 维 洛 伦 兹 度 规 的 对 角 元 为 (-1，1，1，1)， 号 差 为 +2. 在 另 一 
种 习惯 中 , 洛 伦 兹 度 规定 义 为 只 有 一 个 对 角 元 为 +1 的 不 定 度 规 ， 于 是 4 维 洛 伦 兹 
度 规 的 对 角 元 为 (1，-1，-1，-1)， 号 差 为 -2. 本 书 采用 号 差 为 +2 的 习惯 . 

定义 4 带 洛 伦 兹 度 规 8 的 矢量 空间 V 的 元 素 可 分 为 三 类 :中 满足 g(v,v)>0 
的 v 称 为 类 空 矢量 (spacelike vector); @ 满 足 g(v, v)<0 的 v 称 为 类 时 矢量 (timelike 
vector); @ 满 足 g(v, v)=0 的 v 称 为 类 光 矢 量 (lightlike vector 或 null vector). 

注 4 全 在 号 差 为 -2 的 习惯 中 ， 类 空 性 和 类 时 性 的 定义 恰好 相反 : 类 空 拓 量 定 
义 为 g(v, v)<0， 类 时 矢量 定义 为 g8(v,v) > 0 . 但 两 者 并 无 实质 差别 : 一 个 矢量 在 一 
种 号 差 下 为 类 时 则 在 另 一 号 差 下 也 类 时 .@@ 多 数 读者 过 去 只 熟悉 正定 度 规 ， 因 此 一 
见 g(v, v)=0 就 认为 v=0 ( 零 元 )， 然 而 , 若 度 规 是 洛 伦 兹 的 , 则 g(w, 四 =0 未 必 导 
致 v=0. 非 零 的 4 维 类 光 矢 量 在 相对 论 中 有 重要 地 位 ， 例 如 便于 描写 电磁 波及 引力 
波 在 4 维 时 空中 的 传播 ，@ 许 多 汉语 文献 把 null vector 译 为 “ 零 矢量 ”， 这 容易 与 
矢量 空间 中 唯一 的 零 元 混淆 ( 零 元 当然 是 null vector， 但 反之 不 然 ， 一 个 有 洛 伦 效 度 
规 的 矢量 空间 有 无 数 null vectors. ) 如 果 一 定 要 用 “ 零 " 字 , 最 好 称 为 “ 零 模 矢量 ”. 

度 规 8 是 (0,2) 型 张 量 ， 即 由 V xV 到 及 的 双重 线性 映射 ， 所 以 VwweV 有 
8(v,u)e 民 ,因而 g(v,*)eV". 给 定 g 后 , 再 给 一 个 veV 便 可 造 出 g(w,.)sV", 故 
8 可 看 作 由 V 到 V “的 线性 映射 ， 即 8 :V-sss》V“, 这 是 一 个 同 构 映射 (证 明 留 作 
习题 ) 因此， 在 V 选 定 度 规 后 就 有 了 一 个 自然 的 、 与 众 不 同 的 从 V 到 V 的 同 构 
映射 , 我们 很 自然 地 用 这 一 映射 把 V 与 V 认同 . 小 结 : 无 论 有 无 度 规 , V 都 与 y” 
自然 认同 [ 见 式 (2-3-5) 及 其 前 后 ]; 如 果 有 度 规 ， 则 V 与 V "也 自然 认同 . 

下 面 回 到 流 形 M 上 来 . 
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定义 5 M 上 的 对 称 的 、 处 处 非 退 化 的 (0, 2) 型 张 量 场 称 为 度 规 张 量 场 . 

注 5 本 书 只 关心 号 差 处 处 一 样 的 度 规 场 . 

度 规 场 的 一 大 用 处 就 是 定义 曲线 长 度 ， 先 讨论 2 维 欧 氏 空间 ， 设 曲线 C (0) 在 
自然 坐标 系 {x, y} 的 参数 式 为 x=x(n)，y=y(t) ， 则 曲线 元 段 线 长 的 平方 df? [是 
(dD)? 的 简写 ] 为 

dl? =dx? +dy? =[(dx/d)? + (dy/d?)*]dr? =[(T')? +(T?)*]dr =IT I?dr?， 

其 中 7 是 C(D) 的 切 矢 ， 由 上 式 得 

di=ITldr， (2-5-2) 
于 是 C(D 的 线 长 为 

ke (2-5-3) 


上 式 可 推广 至 带 有 正定 度 规 场 8 的 任意 流 形 M 上. 设 C (0 是 M 上 任 一 C! 曲线 ， 
了 是 其 切 和 拓 ， 即 7=6/6: ， 则 IT1= Vg(T,T) ， 故 C (0) 的 线 长 自然 定义 为 
/ee | g(T,T) dt. (2-5-4) 


对 有 洛 伦 兹 度 规 场 8 的 流 形 M， 在 定义 线 长 前 应 注意 曲线 的 类 型 ， 若 C! 曲线 
C (0 各 点 的 切 矢 都 类 空 , 则 C(D) 则 类 空 曲线 . 类 似 地 可 定义 类 时 曲线 和 类 光 曲 线 . 类 
空 和 类 光 曲 线 的 线 长 仍 由 式 (2-5-4) 定 义 (因此 类 光 曲 线 的 线 长 恒 为 零 )， 注 意 到 类 时 
曲线 有 g(T, 7)<0 ， 其 元 线 长 应 定义 为 dl := VY-g(T,7) dr . 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 6 设 流 形 WM 上 有 洛 伦 兹 度 规 场 8, 则 M 上 的 类 空 .类 光 及 类 时 曲线 COD 
的 线 长 定义 为 

1=[Visd,TDidr， 其 中 Tsalar. (2-5-5) 

对 于 从 类 时 转向 类 空 (或 相反 ) 的 曲线 (“不 伦 不 类 ”的 曲线 ), 线 长 没有 定义 . 下 
面 对 线 长 的 讨论 虽 是 就 洛 伦 兹 度 规 而 言 的, 但 对 正定 度 规 也 适用 (把 所 有 曲线 看 作 
类 空 曲线 ). 

不 难 证 明 ( 习 题 ) 曲 线 的 线 长 与 其 参数 化 无 关 ， 就 是 说 ， 曲 线 重 参数 化 (保持 映 
射 的 像 不 变 而 适当 改变 参数 ) 不 改变 线 长 . 此 外 , 由 于 线 长 的 定义 (定义 6) 不 涉及 坐 
标 系 ， 线 长 当然 与 坐标 系 无 关 ， 但 是 ， 如 果 曲 线 位 于 坐标 系 {x*} 的 坐标 域内 ， 线 
长 也 可 借助 于 坐标 系 计算 .因为 

8(T,T)= g (T*0/0x*,T*0/0x”)=T*T"g (8/3x%,B/3x*)=(dx1df)(dx*1dn) er 

[最 未 一步 用 到 “曲线 切 矢 的 坐标 分 量 等 于 曲线 在 该 系 的 参数 式 对 参数 的 导数 ”( 定 
理 2-2-4)， 即 T=dx*/dt.] 所 以 元 线 长 


di= | lgundrrdx” 1. (2-5-6) 


引入 记号 ds? = gvdr rdxr” ， (2-5-7) 
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则 线 长 
1= | ae (对 类 空 曲线 )， (2-5-8) 
1= -ae (对 类 时 曲线 ) (2-5-9) 


记号 ds? 在 微分 几何 中 经 常 出 现 , 通常 称 为 线 元 (line element). 对 类 空 曲 线 , ds? 等 
于 元 段 长 d 的 平方 d1? ;对 类 时 曲线 , ds? 等 于 --d12 ,因而 不 是 任何 实数 的 平方 . 实 
际 上 ,ds? 只 是 一 个 由 式 (2-5-7) 定 义 的 记号 , 对 类 时 曲线 它 根本 不 是 任何 实数 的 平 
方 [对 式 (2-5-7) 的 准确 理解 见 选读 2-5-1]， 但 因 ds* = gdx“dx" 右边 含有 度 规 8 在 
所 涉及 的 坐标 系 的 全 部 分 量 g,, ， 从 线 元 表达 式 可 以 直接 “ 读 出 ” 度 规 的 全 体 坐 
标 分 量 ， 例 如 ， 设 2 维 流 形 上 的 度 规 8 在 某 坐标 系 {1,x} 的 线 元 表达 式 为 
ds2 =—xdt? +dx? +4didx, (2-5-10) 
便 可 读 出 8 在 该 系 的 分 量 为 8 =-x, 8x =1, gu = gu =2. 可 见 给 定 线 元 (表达 式 ) 
相当 于 给 定 度 规 场 . 
设 C :7 一 M 是 类 空 或 类 时 曲线 , 则 线 上 任 一 点 CU) 的 切 矢 了 的 长 度 171 是 : 
的 函数 ,可 记 作 171(0) .任意 指定 线 上 一 点 CCo) 作为 测量 线 长 的 起 点 , 则 介 于 Cdo) 


点 和 C(D) 点 的 曲线 段 的 线 长 DO= | 7I(7 dr 是 1 的 函数 .1 也 可 充当 该 线 的 参数 ， 


称 为 线 长 参数 . 由 di= Vig(T,T)1 dr 可知, 以 线 长 为 参数 的 曲线 切 矢 满足 18(T,T)1 
=1 ， 即 有 单位 长 . 
定义 7 设 流 形 M 上 给 定 度 规 场 g , 则 (M， 8g) 叫 广义 黎 遇 空间 [ 若 8 为 正定 ， 
叫 黎 曼 空间 (Riemannian space); 若 8 为 洛 伦 兹 , 叫 伪 黎 曼 空间 (pseudo- Riemannian 
space)， 物 理 上 叫 时 空 (spacetime).”]. 
下 面 介绍 广义 黎 曼 空间 的 两 个 简单 而 重要 的 例子 ， 即 欧 氏 空间 和 闵 氏 空间 ， 
定义 8 设 {x*} 是 R" 的 自然 坐标 ， 在 及 ”上 定义 度 规 张 量 场 5 为 
6:= gmdr@drr'， (2-5-11) 
则 (R" 65) 称 为 n 维 欧 氏 空 间 (n-dimensional Euclidean space)，5 称 为 欧 氏 度 规 . 
上 式 表明 5 在 自然 坐标 系 的 对 偶 坐 标 基 底 {dx*@dx") 的 分 量 为 
0, 5 
6 "| , 因此， 按照 式 (2-5-7)， 欧 氏 度 规 在 自然 坐标 系 的 线 元 表 过 式 应 
+], J=v, 
为 di = urdxedr' .车 n=2，, 便 有 ds? =(drt)2+(dr2)2. 这 正 是 熟知 的 2 维 欧 氏 空 
间 的 线 元 表达 式 ， 由 式 (2-5-11) 可 知 自然 坐标 基底 用 欧 氏 度 规 衡量 是 正 交 归 一 的 ， 


人 准确 地 说 ，(M，8) 称 为 时 空 ， 若 M 为 连通 流 形 ，& 为 有 足够 可 微 程度 的 洛 伦 效 度 规 场 . 
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因为 由 
6(0/0x°, 0/0x1)= 5d dx" (0/0x®, O/Oxh)= 5dr (0/Ox®) dx" (0/Oxe) 


易 见 
6(0/0x*, 0/0x?)= 5op . (2-5-12) 


但 满足 式 (2-5-12) 的 坐标 系 未 必 是 自然 坐标 系 . 例如， 对 2 维 欧 氏 空间 ， 由 自然 坐 
标 系 按 下 式 定义 的 坐标 系 

X=X+a, y=y+b (ae，b 为 常数 ) (2-5-13) 

的 基底 {3/8x'，8/3y"] 也 满足 式 (2-5-12)( 因 而 也 正 交 归 一 )， 进 一 步 ， 不 难 验证 ( 习 
题 ) 由 以 下 三 式 分 别 定义 的 {x', 的 坐标 基底 {8/3x',3/8y } 也 满足 式 (2-5-12); 

X=XcosSQ+ysina， y'=~xsinQ+ycosa  (a 为 常数 )， (2-5-14) 

部 = 一 1 y=y》， (2-5-15) 

xX =X y=-y. (2-5-16) 

定义 9 n 维 欧 氏 空间 中 满足 式 (2-5-12) 的 坐标 系 叫 简 卡 儿 (Cartesian) 坐 标 系 或 
直角 坐标 系 ， 换 句 话说 ， 一 个 坐标 系 叫 笛 卡 儿 系 ， 若 其 坐标 基底 用 欧 氏 度 规 5 衡 
量 为 正 交 归 一 . 

注 6 中 因 式 (2-5-12) 与 -5-11) 等 价 ， 也 可 说 满足 式 (2-5-11) 的 坐标 系 是 笛 卡 
儿 系 .@@ 自 然 坐 标 系 当然 是 笛 卡 儿 系 .人 @@2 维 欧 氏 空间 中 任意 两 个 笛 卡 儿 系 之 间 
的 关系 只 能 取 式 (2-5-13)~(2-5-16) 中 的 一 种 形式 (或 它们 的 复合 )， 前 二 种 分 别称 为 
平移 和 转动 , 后 二 种 的 每 一 种 称 为 反射 (reflection). @ 要 分 清 符 号 5 和 5,,. 5 代表 
欧 氏 度 规 ， 是 张 量 场 ; 而 ov 则 是 5 在 笛 卡 儿 系 的 分 量 . 还 要 注意 5 在 非 笛 卡 儿 系 
的 分 量 不 是 5,,. 

极 坐 标 系 {7, 8} 是 2 维 欧 氏 空间 中 非 第 卡 儿 系 的 一 例 . 物理 书 中 使 用 极 坐标 系 
时 ， 相 应 的 基底 常用 { 6,, ep }( 顶 上 加 入 代表 单位 矢 )， 它 是 正 交 归 一 的 ， 但 却 不 是 
极 坐标 系 的 坐标 基底 {3/3r，3/8p} ， 关 键 在 于 3/3p 不 归 一 ， 因 5 (6/09,3/09) 
= 1( 证 明 留 作 练习 )、 实 际 上 ，6。 是 对 8/9g 归 一 化 的 产物 ， 即 8 := ra/8p . 
可 见 物 理 书 常用 的 {6,, 6。} 不 是 极 坐标 系 的 坐标 基底 而 是 与 极 坐标 系 相 应 的 正 交 
归 一 基底 . 

欧 氏 空间 是 最 简单 的 黎 曼 空间 .下面 介绍 最 简单 的 伪 黎 曼 空间 一 一 闵 氏 空 
间 .4 维 洛 伦 兹 度 规 在 对 角 化 后 的 对 角 元 为 (-1,，1, 1, 1), 为 了 突出 这 个 唯一 的 -1， 
我 们 把 它 所 在 的 行 、 列 记 为 0 行 0 列 ,三 个 +1 所 在 行 、 列 分 别 记 为 1， 2，3 行 和 
1, 2, 3 列 . 这 种 对 角 和 矩阵 的 元 素 记 作 yw (以 区 别 于 5 )， 即 oo = -1， =7z 
三 1s3=1. 推广 到 nn 维 则 有 
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0， 及 天 V， 
nv =1 -1, 14=v=0, 
+1, p=v=1, .RR—l. 
下 面 给 出 闵 氏 空间 的 定义 . 
定义 10 设 {x*} 是 R" 的 自然 坐标 , 在 R"” 上 定义 度 规 张 量 场 为 
n= Nd Ode, (2-5-17) 


则 (R$ 功 称 为 n 维 闵 氏 (Minkowski) 空 间 ( 物 理 上 称 为 n 维 闵 氏 时 空 )，7 称 为 闵 氏 
度 规 . 

由 定义 10 可 知 闵 氏 度 规 在 自然 坐标 系 的 线 元 表达 式 为 ds? =7vdx*dx* .以 
n=4 为 例 , 有 ds? = 一 (dx")?+(dx')?+(dx*)?+(dx*). 这 正 是 熟知 的 4 维 闵 氏 时 空 
的 线 元 (狭义 相对 论 中 的 元 间隔 ) 表 达 式 .不 难 证 明 

(0/0x”, O/Oxh)= nap ， (2-5-18) 
可 见 自然 坐标 基底 {3/6x“} 用 闵 氏 度 规 衡量 也 是 正 交 归 一 的 (第 0 坐标 基 矢 归 -1， 
其 他 归 +1. )， 但 满足 式 (2-5-18) 的 却 不 一 定 是 自然 坐标 系 . 例如， 以 2 维 闵 氏 空间 
为 例 , 设 {1, 如 是 自然 坐标 ， 则 
f=t+a, X=X+b (a，b 为 常数 ) (2-5-19) 
的 坐标 基底 {3/8(、B/ax'] 也 满足 式 (2-5-18)、 不 难 验证 (习题 )， 由 以 下 三 式 分 别 定 
义 的 {， 好 系 的 坐标 基底 {a/38r，3/ax'] 也 满足 式 (2-5-18): 


t=tchA+xshA, 名 =tsh4+xch4 (4 为 常数 )， (2-5-20) 
f=-t, 六 (2-5-21) 
r=t, 暴 志 一 (2-5-22) 


定义 11 n 维 闵 氏 空间 中 满足 式 (2-5-18) 的 坐标 系 叫 洛 伦 兹 (Lorenzian) 华 标 系 
或 伪 笛 卡 儿 (pseudo-Cartesian) 坐 标 系 ， 也 有 文献 称 之 为 笛 卡 儿 坐 标 系 . 

注 7 中 闵 氏 空间 的 自然 坐标 当然 是 洛 伦 兹 坐标 . @2 维 闵 氏 空间 中 任意 两 个 
洛 伦 兹 坐标 系 之 间 的 关系 只 能 取 式 (2-5-19)~(2-5-22) 中 的 一 种 形式 (或 它们 的 复 
合 )， 第 一 种 称 为 平移， 第 二 种 [ 式 (2-5-20)] 称 为 伪 转 动 (boost)， 后 两 种 的 每 一 种 称 
为 反射 ，@@ 闵 氏 度 规 张 量 7 在 非 洛 伦 兹 坐标 基底 的 分 量 不 等 于 Tv, 

[选读 2-5-1] 

与 平移 、 转 动 及 伪 转 动 不 同 , 反射 是 一 种 “分 立 ” 变 换 . 此 外 还 有 另 一 种 “分 
立 " 变 换 , 称 为 反 演 (inversion), 对 2 维 欧 氏 和 闵 氏 空间 分 别 定义 为 如 = -fr ，y'=~y 
和 4'=-1，X=~xX. 与 反射 不 同 ， 反 演 是 关于 一 个 点 为 对 称 的 .但 反 演变 换 不 是 
独立 变换 ， 具 体 说 ，x'=-x，y'= 一 y 是 式 (2-5-14) 在 Qa=t 时 的 特例 ， 而 1 = 一 + ， 
总 = 天 5 则 可 由 式 (2-5-21) 和 (2-5-22) 复 合 而 成 . [选读 2-5-1 完 ] 
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[选读 2-5-2] 
正文 中 把 d12 解释 为 曲线 元 段 长 度 的 平方 ， 这 只 是 物理 学 家 惯用 的 “大 众 化 ” 
理解 ， 其 实 并 不 确切 ， 以 欧 氏 空间 的 


dl? =dx? +dy? (2-5-23) 
为 例 ， 如 果 曲 线 是 直线 ， 式 (2-5-23) 所 表达 的 实质 是 
(AD? = (Ax)2 +(Ay)2 ， (2-5-24) 


其 中 Al 是 直线 上 的 一 段 有 限 长 度 ，Ax 和 Ay 分 别 是 该 段 的 x 和 y 坐标 的 有 限 增 
量 ， 如果 曲线 不 是 直线 ， 式 (2-5-24) 自 然 不 成 立 ， 直观 地 想 ， 当 元 段 长 度 趋 于 零 时 
总 该 成 立 ， 而 dl 可 看 作 无 限 小 ， 因 而 式 (2-5-23) 成 立 ， 然 而 ， 无 论 指定 多 么 短 的 
一 个 元 段 (只 要 首 末 点 不 重合 )， 其 长 度 就 是 确定 的 实数 ， 就 不 是 无 限 小 ， 而 式 
(2-5-23) 成 立 的 前 提 是 di (因而 dx, dy) 为 无 限 小 . 我 们 再 次 遇 到 “无 限 小 的 非 零 量 ” 
的 困惑 ( 见 选 读 2-3-1)， 谊 曲 空间 的 dj2 和 ds? 当然 也 有 同样 问题 .物理 学 家 习惯 于 
用 近似 手法 处 理 类 似 问 题 ， 他 们 ( 含 本 书 正文 ) 写 的 虽 是 式 (2-5-23)， 却 把 di，dx 和 
dy 等 理解 为 某 一 非 零 的 确定 的 小 量 ， 其 实 就 是 AL ，Ax 和 Ay ， 即 把 式 (2-5-23) 理 
解 为 式 (2-5-24)， 下 面 再 谈 应 如 何 理解 微分 几何 对 式 (2-5-23) 的 推广 形式 ， 即 线 元 
表达 式 

ds? = gvdx!dx” . (2-5-25) 


既然 dt 和 dr" 都 是 对 偶 失 量 ， 其 “ 积 ”dxwdxr 只 能 是 张 量 积 dx* @dx*' ， 可 见 式 
(2-5-25) 右 边 实 为 gjvdx*@dx* 的 简写 ， 然 而 gyvdx“ @dxr* 无 非 是 度 规 张 量 8 在 对 
偶 坐 标 基底 的 展开 式 ， 即 
8=8mdr@dr . (2-5-26) 
另 一 方面 ， 式 (2-5-25) 左 边 的 ds? 在 微分 几何 中 找 不 到 别 的 解释 ， 其 实 它 无 非 是 8 
的 另 一 记号 ! 于 是 发 现 式 (2-5-25) 的 准确 含义 原来 就 是 张 量 等 式 (2-5-26)， 这 一 理 
解 虽然 最 准确 , 却 欠 大 众 化 ,普及 的 难度 很 高 , 反之 , 式 (2-5-25) 之 所 以 如 此 常用 ， 
一 个 重要 原因 是 dl? 在 近似 理解 中 可 看 作 元 段 长 度 的 平方 , 而 ds? 无 非 是 dl? (对 类 
空 线段 ) 或 -d1?( 对 类 时 线段 ) 的 代号 ， 本 节 正 文中 许多 公式 都 只 能 做 这 种 近似 理 
解 ， 例 如 ， 若 要 坚持 微分 几何 的 准确 写法 ， 式 (2-5-8) 就 应 改写 为 
本 dd -5-8/ 
sl 8 证 sr (2-5-8') 
其 中 上 为 所 论 曲线 的 参数 ， 与 式 (2-5-8) 不 同 ， 上 式 中 每 一 符号 都 有 明确 意义 ， 例 
如 dx /dl 是 曲线 切 矢 的 第 /坐标 分 量 ， 而 di 同 积分 号 相配 表明 积分 变 元 为 上 
[选读 2-5-2 完 ] 
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表示 张 量 的 常用 方法 有 两 种 .第 一 种 是 用 不 带 指标 的 字母 (如 刀 代 表 张 量 , 这 
有 两 个 缺点 : 看 不 出 张 量 类 型 ; @ 不 易 表 明 哪 一 上 覃 与 哪 一 下 槽 做 缩 并 (前 面 所 
用 的 记号 CIT 是 暂时 的 ,在 运算 中 有 诸多 不 便 . ). 第 二 种 表示 法 是 用 分 量 (如 To ) 
代表 张 量 ， 用 分 量 服从 的 等 式 代表 张 量 服从 的 等 式 ， 分 量 等 式 是 数量 等 式 ， 因 此 
在 采用 这 种 表示 法 的 文献 中 所 有 等 式 都 是 数量 等 式 ， 这 种 表示 法 可 以 克服 第 一 种 
表示 法 的 两 个 困难 ， 但 自身 却 有 一 严重 缺点 : 有 时 由 于 选用 某 一 (或 某 类 ) 特 殊 基 
底 而 得 到 较为 简单 的 分 量 等 式 ， 它 只 对 特殊 基底 成 立 ， 因 而 不 代表 张 量 等 式 ， 我 
们 希望 知道 哪些 等 式 能 够 代表 张 量 等 式 而 哪些 不 能 ， 然 而 在 分 量 表示 法 中 难以 区 
分 为 了 克服 这 一 缺点 (同时 保留 分 量 表示 法 的 所 有 优点 )，Penrose 首创 “抽象 指 
标记 号 ”(the abstract index notation)， 要 点 如 下 ; 

1，(k,D) 型 张 量 用 带 有 个 上 标 和 1 个 下 标的 字母 表示 , 上 下 指标 为 小 写 拉丁 
字母 , 只 表示 张 量 类 型 , 故 称 抽象 指标 . 例如 , ve 代表 矢量 , 上 标 a 与 中 的 一 作 
用 一 样 ( 故 不 能 谈 及 a = 1 或 a = 2 的 问题 )，w, 代表 对 偶 矢 量 ，T%. 代表 (2,.1) 型 
张 量 , 等 等 . 必 和 z 代表 相同 的 矢量 ( 即 矢 量 5), 但 写 等 式 时 要 注意 “指标 平衡 ”， 
例如 可 以 写 qu + 只 =w? 或 at 好 + 网 = 地 而 不 可 写 auz +vb =w?. 

2. 重复 上 下 抽象 指标 表示 对 这 两 个 指标 求 项 并 ， 例 如 

Ta=T(e ie)=TA， To =T(eO 0 T=70, em; en) 

3. 上 吐 量 积 记 号 省 栈 ] 例如 , 设 Te 匈 (2,1) ,Se 多 (1,1) , 则 T@5 写 成 T%54,. 
在 不 用 指标 的 张 量 表示 法 中 ， 一 般 来 说 w@y * J@w ， 因 为 当 作用 于 对 象 (w, 4) 
时 ，w 是 作用 于 v 还 是 x 的 问题 由 字母 的 顺序 决定 [w @w 的 第 一 字母 中 作用 于 
(vw, u) 的 第 一 字母 v]， 在 抽象 指标 记号 中 ， 由 于 重复 上 下 指标 代表 缩 并 ， 
9@p(v,u) 既 可 写成 @opypv 人 uw 又 可 写成 wavrus [都 代表 w(v)u(u) ]. 既然 在 这 种 
写法 中 wp。 和 pwc, 的 作用 对 象 都 是 vw ， 便 有 wu = /sos . 就 是 说 , 号 于 蕊 二 
的 字母 带 着 自己 的 抽象 指标 可 以 交换 . 

2 

4. 涉及 张 基 的 分 量 时 ， 相 应 指标 用 小 写 希 腊 字 母 n，v ，a，p 等 (正如 前 面 一 
直 用 的 )， 这 种 指标 称 为 具体 指标 ， 可 以 问 及 /= 1 还 是 /=2 的 问题 ， 张 量 在 基 矢 
上 的 展开 式 了 =Tu ev @e @e”" 现 在 写成 

T®, =T, (ey) (es)(e”),, (2-6-1) 
[(e”) 的 抽象 下 标 c 已 表明 它 是 对 偶 基 矢 ， 无 须 写 为 (e”*)。.] 而 T= 
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T(e”*，e”; eo) 现 在 写成 

Ve (2-6-2) 
注意 ， 式 (2-6-0 和 (2-6-2) 的 指标 (无 论 抽象 的 还 是 具体 的 ) 都 是 “平衡 ”的 ， 设 
Te 多 (0, 2)， 则 7 应 记 作 Tu . 令 ex 为 某 基底 的 第 / 基 矢 ， 则 由 式 (2-4-7) 可 知 
T(,e)=CT@es) ， 而 T@ev 用 抽象 指标 应 记 为 Tle) ， 故 TC,e) 应 记 作 
Tw(ey)* ， 也 可 简 记 作 7Ts，， 即 

T(%,e)) =Tw(es) =To,. (2-6-3) 
这 是 既 有 抽象 指标 又 有 具体 指标 的 张 量 的 表达 方式 ， 不 妨 认 为 Ta1,…, Ton 代表 n 
个 对 偶 矢量 其中, 代表 “第 4 个 对 偶 矢量 ”. 

5. 由 “ 张 量 面面观 ”可 知 ，Y 上 的 (1, 1) 型 张 量 7 既 可 看 作 从 Y 到 V 的 线性 
映射 又 可 看 作 从 V" 到 V" 的 线性 映射 .就 是 说 ，7" 作 用 于 矢量 weV 仍 为 矢量 ， 
记 作 w =T% vreV ; 7 作用 于 对 偶 矢量 weV" 仍 为 对 偶 矢 量 , 记 作 必 =T"o ws 
eV" . 其实， 由 抽象 指标 也 可 一 望 而 知 7%5v* 和 Te,awu 分 别 是 矢量 和 对 偶 矢 量 ， 可 
见 抽 象 指标 记号 是 “ 张 量 面面观 ”的 一 种 简单 而 直观 的 体现 . 以 6°, 代表 从 V 到 V 
的 恒 等 映 射 ， 即 5sv* := v” Vv* eV ， 则 易 见 它 也 是 从 V* 到 V" 的 恒 等 映 射 ， 即 
6 = wp Vw@s eV". 进一步 不 难 证 明 (练习 )5, 与 任 一 张 量 缩 并 的 结果 是 把 该 张 
量 的 上 标 b 换 为 4 (或 把 下 标 a 换 为 ,例如 56°,Toc = Tire ,6%,T*。=T。. 设 {(es)*} 
是 V 的 基底 ，{(e*)。} 是 其 对 偶 基 底 ， 则 

(er), (es) =65,. (2-6-4) 
这 是 (1, 1) 型 张 量 等 式 ， 证 明 时 只 须 验 证 两 边 作 用 于 任 一 矢量 v" 得 相同 结果 ( 练 
习 ). 设 {(e,)?"} 是 V 的 基底 , {(e“)。} 是 其 对 偶 基底 , 则 56, 在 此 基底 的 分 量 564, = 
+1, (4=v) 
.证 明 很 简单 ， 以 64 为 例 ，501 =6,(e!)。: 
0, (pu#v) 
(e) =(e1)(e1)* =1. 请 注意 ， 即 使 是 洛 伦 兹 号 差 的 情况 下 也 有 500 = +1. 

6. 因 度 规 8e 宛 (0,2) , 故 应 记 为 ge. 设 weV , 则 g(*, yjeV"( 见 82.4 例 1 后 
的 一 段 )， 把 8 看 作 式 (2-4-7) 的 T， 便 得 8(。 v)=Ch(g @v)=Cl(g8opv0)= gopv?， 
故 g(*, v) 应 记 作 gobu”. 又 因 有 度 规 8 时 V 与 V" 在 同 构 映射 8 :一 "下 自然 认 
同 , 而 gowv* = g(*,v) 正 是 v* 在 这 一 映射 下 的 像 ,， 故 应 与 v” 认同 , 索性 就 把 gopv* 
记 作 ww (可 看 作 w 的 定义 )， 就 是 说 ， 虽 然 在 数学 上 vw 与 v, 是 两 种 不 同性 质 的 量 


6,(e*)s(ey)* 满足 564, = | 
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(矢量 和 对 偶 矢 量 )， 但 在 应 用 上 两 者 代表 的 是 同一 事物 ( 故 都 用 "表示 )， 于 是 常 写 
W800 (2-6-5) 


又 由 于 8 :Y 一 多 "是 同 构 映射 ， 其 逆 映 射 se” 自然 存在 . 不 难 论证 g- 是 (2, 0) 型 张 
量 ， 本 应 记 作 (8-)”， 但 通常 都 简 记 为 8%%( 有 上 指 
标 就 不 会 与 gw 混淆 ) 根据 类 似 推 理 , 任 一 w, eV* 
在 g” 映 射 下 的 像 为 g8~“w, ， 索 性 记 作 o"， 以 表示 
与 wu 代表 同一 事物 ， 于 是 ( 见 图 2-10) 


图 2-10 度 规 s 把 V 和 V" 自然 Oo = g 0,. (2-6-6) 
认同 ， 从 而 可 升降 指 标 。 六 (2.6.5)、(2-6-6) 表 明 可 用 gw 及 g* 对 上 、 下 指标 
分 别 做 “下 降 ” 和 “上 升 ”处 理 ， 这 种 升降 指标 操作 适用 于 任何 张 量 中 的 任何 抽 
象 指标 ， 例 如 ，(1,1) 型 张 量 7 在 抽象 指标 记号 中 可 表 为 Te ， 所 谓 用 度 规 对 它 降 
指标 ， 其 实 是 用 8 和 7 通过 张 量 积 及 缩 并 运算 求 得 一 个 (0.2) 型 张 量 g(。 e,) 
@T(e“; 9) ， 在 抽象 指标 记号 中 就 把 它 记 作 Tw， 即 Ts = guT9 
依次 使 用 式 (2-6-6)、(2-6-5) 得 


w= 8g, = 8 (gbe0°), vw’ eV, 
故 
8 gbe = (2-6-7) 
其 实 这 是 g” 作 为 gu 的 道 映 射 的 必然 结果 . 


设 {(ew)”)} 是 Y 的 任 一 基底 ，{(e%)。} 是 其 对 偶 基 底 ， 以 sg 和 8 分 别 代表 

8 和 8 在 这 一 基底 的 分 量 ， 则 
8 gv = 8"(e!)ale’) gea(er) (es) = ger)a goa(eo) =(er)ales) =6,» 
(2-6-8) 

其 中 第 二 、 三 步 分 别 用 到 式 (2-6-4) 和 (2-6-7)， 式 (2-6-8) 表 明度 规 gu 在任 一 基底 的 
分 量 gwv 的 矩阵 有 逆 ( 道 矩 阵 就 是 度 规 gap 之 逆 g~ 在 同一 基底 的 分 量 g 的 矩阵 )， 
因而 非 退 化 .可 见 gw 的 非 退化 性 保证 它 在 任 一 基底 的 矩阵 (gv) 的 非 退 化 性 . 反 
之 , 设 存在 基底 {(e,)"} 及 其 对 偶 基底 {(e*)。} 使 (8,,) 为 非 退化 ， 则 (guwv) 有 逆 矩 
阵 (8g*), 令 g“=g4*(ey)*(ey)*, 则 由 ggvs =64。 易 证 gg8pc = 5 ， 可 见 gap: 
V 二 V* 有 逆 映 射 sw, 因而 非 退 化 (“有 逆 二 非 退 化 ”的 证 明 留 作 练习 提示 ; Bab: 
V 一 V" 有 北 表 明 它 是 一 一 映射 ， 而 如 果 go 退化 ， 则 V 中 除 零 元 外 还 有 ue * 0 ， 
其 像 也 为 0eV" ， 与 一 一 性 矛盾 .). 
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不 难看 出 ， 用 度 规 及 其 逆 的 分 量 gwv 及 g” 可 对 张 量 分 量 的 上 、 下 具体 指标 
做 下 降 和 上 升 处 理 . 例 如， 可 把 gv" 写成 v,， 因 为 
gud" = gab(en)’ (es) = gap(ey) ve =Va(ey) =v,. 
作为 抽象 指标 记号 的 例子 ， 此 处 介绍 4 维 闵 氏 度 规 的 抽象 指标 表达 式 . 
闵 氏 度 规 的 定义 式 (2-5-17) 在 抽象 指标 记号 中 应 表 为 
Mab := Mv dx” )a (dx" ), , 
其 中 {(dx“),} 是 洛 伦 兹 坐标 系 的 对 偶 基底 :以 {1,x,y,z)} 代 表 {x?,x,x?,x”} , 则 因 
为 非 零 的 Ww 只 有 ho=-1，h1=7h2=1h3=1， 上 式 可 表 为 
Nap =—(dt)a(dt), + (dx)a(dx), + (dy),(dy), +(dz)a(dz), ， (2-6-9a) 
与 线 元 表达 式 ds? = -dt2+dx2+dy?+dz2? 相 应 . 如 果 改 用 球 坐 标 系 {1,7,9,9} , 则 
Ee x=rsinOcosp, y=rsinOsing, z=rcosO 
不 难 从 式 (2-6-9a) 导 出 
Tab =—(df)a(dD), + (dr)a(dr), + r*(d0), (dO), +r?sin’g (dg)s(dp),, (2-6-9b) 
与 线 元 表达 式 ds? = -dt2 +dr?+r?*(d9? +sin2gdp)2 相应 . 
在 许多 不 用 抽象 指标 记号 的 文献 中 ，4 维 时 空 和 3 维 黎 曼 空间 的 分 量 指标 分 
别 用 希腊 字母 4 ，v ，…( 都 从 0 取 到 3) 和 拉丁 字母 i, j,k…( 都 从 1 取 到 3)， 拉 
了 字母 在 本 书 中 本 应 代表 抽象 指标 ， 然 而 为 区 分 4 维和 3 维 的 分 量 指标 ， 我 们 允 
许 一 个 例外 ， 即 凡 涉 及 3 维 黎 曼 空间 时 用 拉丁 字母 中 从 i 起 的 若干 字母 i, j,k… 
充当 具体 指标 (都 从 1 到 3)， 其 他 拉丁 字母 (如 a;b，c 等 ) 仍 为 抽象 指标 ， 例 如 3 
维 矢量 去 可 表 为 v =vi(3/9xi)? (i 从 1 到 3 取 和 ). 
在 抽象 指标 记号 中 ,坐标 基 矢 记 作 (3/0x“)*， 对 侦 坐 标 基 矢 记 作 (dx“), . 用 度 
规 gw 和 8” 对 前 者 和 后 者 分 别 降 、 升 指标 ， 得 对 偶 矢量 gos(0/9x*)? 和 矢量 
8“(dx*), ， 以 ws 简 记 gs(B/ax%) 并 用 对 偶 坐 标 基 矢 展开 为 gop(9/0x*) = 
wv(dx")。 ， 两 边 作用 于 (3/8x") 后 得 8ov = ov ， 故 


8ob(B/8xw 疙 = 8uv(dxr). (2-6-10a) 
可 见 gas(0/9x*》 一般 不 等 于 (dx*)。， 类 似 可 得 
g(dx’), = 8 (O/Ox")®. (2-6-10b) 
当 gap = 6 ( 欧 氏 度 规 ) 目 {x%]} 为 笛 卡 儿 系 时 上 二 式 简化 为 
Gp(O/Ox!)? =(dx*), » OP(dxt), = (0/Ox4)® ， (2-6-11) 


当 gos =7os( 以 4 维 闵 氏 度 规 为 例 ) 且 {x%} 为 洛 伦 兹 系 时 则 有 
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Nap(O/Ox0) = 一 (dxo)， nap(O/Ox') =(dx')a; (2-6-12a) 
(dx), =—(0/0x), (dx'), =(0/Ox'). (2-6-12b) 

其 中 i=1，2，3， 此 时 i 不 是 抽象 指标 . 

张 量 的 上 指标 和 下 指标 在 文献 中 又 常 分 别称 为 逆 变 指标 (contravariant index) 
和 协 变 指 标 (covariant index)， 相 应 地 , 矢量 v 和 对 偶 矢量 w 也 分 别称 为 逆 变 矢量 
和 协 变 矢量 . 

张 量 的 对 称 性 可 方便 地 用 抽象 指标 表述 如 下 : 

定义 1 Te 宛 (0,2) 称 为 对 称 的 (symmetric), 若 T(u,v)=T(v,u)，Vu,veV. 

由 于 T(u, v)=Tspu*w ，T(V,W) =Topvu =Toaurv* ， 故 在 抽象 指标 记号 中 了 
为 对 称 的 充 要 条 件 是 Tu = Tio . (0, 2) 型 张 量 在 抽象 指标 记号 中 本 来 既 可 记 作 7 又 
可 记 作 Du， 两 者 代表 同一 张 量 ， 然 而 只 当 7 为 对 称 张 量 时 才 人 允许 写 为 Tp= To， 
可 见 用 抽象 指标 写 等 式 时 比 用 它 单独 表示 一 个 张 量 时 要 更 为 小 心 ， 同 理 ，(1.1) 型 
张 量 既 可 表 为 T。， 也 可 表 为 Dr ， 用 度 规 降 指标 后 分 别 为 go7", =Ts 和 
8caly” = Tbe .虽然 两 者 代表 同一 张 量 ,但 只 有 降 指标 后 为 对 称 张 量 的 (1.1) 型 张 量 才 
允许 写 为 7"5 =7。”. 在 不 用 度 规 升 降 指 标 时 ,(k D 型 张 量 的 上 、 下 指标 各 排 各 的 序 ， 
两 个 上 下 指标 之 间 没 有 顺序 问题 ， 因 此 ， 如 果 愿 意 ，(1,1) 型 张 量 可 写 为 72 ，(2,1) 
型 张 量 可 写 为 T2 等。 然而 这 种 写法 在 用 度 规 升降 指标 时 出 现 不 确定 性 ， 由 于 经 
常 要 升降 指标 ， 本 书 从 一 开始 就 把 上 下 两 排 指标 错开 ,例如 写成 72。. 

以 上 讨论 表明 抽象 指标 记号 在 形式 上 与 具体 指标 记号 极为 相似 ， 这 正 是 抽象 
指标 记号 的 一 大 好 处 : 它 既 可 表示 张 量 等 式 , 又 保留 了 具体 指标 记号 的 许多 优点 . 

定义 2 (0,2) 型 张 量 7 的 对 称 部 区 ( 记 作 Tc) 和 反 称 部 芬 ( 记 作 Tiww) 分 别 定义 


为 
1 1 
Tan = 3 tTe), Ten = 3(Tw -Th), 
一 般 地 ，(0, 0 型 张 量 亏 .。 的 对 称 和 反 称 部 分 定义 为 
1 
DD (2-6-13) 
1 
Tao-an = Tom ， (2-6-14) 


其 中 代表 (1,…,/) 的 一 种 排列 ，x(1) 是 指 所 代表 的 那 种 排列 中 的 第 1 个 数字 ， 
代表 对 各 种 排列 取 和 ，56. = 二 !( 偶 排列 取 +， 奇 排列 取 -，)， 例 如 


1 
Taoo) = Caoa+ Tayo t+ Tauosmi + Ta + Taga + Taoaa) ， 
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. 
Taaay) = 6 Taos + Toga, + Taom 一 


定义 3 Te 多 (0, 0) 称 为 全 对 称 的 , 若 T, .= Ta。) ; 了 称 为 全 反 称 的 , 若 
po 


a [ora 


以 上 内 容 (定义 1~3) 也 适用 于 (k, 0) 型 张 量 ， 例 如 ， 工 叫 全 对 称 的 ， 若 7 “= 


Ta 

注 1 任 一 (0, 2) 型 张 量 可 表 为 其 对 称 和 反 称 部 分 之 和 ， 即 T= Tip) +Ton， 
但 对 1>2 的 (0,1) 型 张 量 不 成 立 ， 例 如 ，Tose Top) + Tape] ， 然 而 Tpe = Tape) 一 
Tiac] =0 [ 见 定理 2-6-2(e)]. 


总 


qa 


Tasas ~ Tasaas ) 


定理 2-6-1 
(a) 设 Ta=Teaa)， 则 
Ta = Toi-axw (代表 任 一 种 排列 )， (2-6-15) 
即 Tia.…a) 展 开 式 ( 共 4 项 ) 中 的 每 一 项 都 等 于 7 .。,， 例如 
Tape = Tabe) > Tobe = Tacp = Teap = Tepa = Toca = Thacs (2-6-16) 
@) 设 T5..6 =Tia.aj， 则 
i (2-6-17) 
即 Tio.…a 展开 式 中 的 偶 排列 项 等 于 7..。， 奇 排列 项 等 于 -7T..。， 例 如 
Tabe = Tabe] > Tape = ~Tacp = Teap = —Teba = Toca = Tbac. (2-6-18) 


对 (k,0) 型 (上 指标 ) 全 对 称 和 全 反 称 张 量 也 有 类 似 结论 . 

证 明 仅 以 1= 3 为 例 .! 为 其 他 正 整数 时 证 明 仿 此 . 

人 @ 由 Tie =Tu 得 Tus =Tew (后 式 无 非 是 前 式 左右 两 边 同时 改变 抽象 指标 
的 结果 )， 而 Tc = Taso (由 Tiape) 的 定义 式 显 见 )， 故 Ts = Tp) = Tb. 式 (2-6-16) 
右 侧 其 他 各 等 号 的 证 明 仿 此 . 

(b) 由 Tw =Taia 得 To = Tiacw] = 一 Tiapej = 一 Tawe: 式 (2-6-18) 右 侧 其 他 等 号 的 证 
明 仿 此 . 

今后 会 经 常 遇 到 对 带 有 圆 、 方 括号 的 指标 的 运算 ， 下 面 的 定理 对 许多 运算 将 
带 来 很 大 方便 . 


定理 2-6-2 
(a) 缩 并 时 括号 有 “传染 性 ”， 即 
0 (2-6-19) 
对 圆 括号 亦 然 . 


(b) 括号 内 的 同 种 子 括号 可 随意 增删 ， 例 如 
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1 

Taoel=Tasal， 其 中 Titapey (Tove] ~ Tsoe]) (2-6-20) 

(ec) 括号 内 加 异种 子 括号 得 零 ， 例 如 
Twa=0» Tatveap =0. (2-621) 

(d) 异种 括号 缩 并 得 零 ， 例 如 

TS Ds (2-6-22) 
(©) 0 (2-6-23) 
Ta = Toa > Tosa =0. (2-6-24) 


对 (k, 0) 型 (上 指标 ) 全 对 称 和 全 反 称 张 量 也 有 类 似 结论 . 
证 明 (a)、(b)、(c) 的 证 明 留 作 练习 . (d) 是 (a) 和 (c) 的 推论 , (e) 是 (c) 的 推论 . 口 
习 题 
1. 试 证 $2.1 例 2 定义 的 拓扑 同 胚 映射 y; 在 0: 的 所 有 交 春 区 上 满足 相 容 性 条 件 , 从 而 证 实 
S' 确 是 1 维 流 形 . 
2. 说 明 n 维 矢 量 空间 可 看 作 n 维 平庸 流 形 . 
3. 设 X 和 Y 是 拓扑 空间 , /: X 一 了 是 同 胚 .车 X 还 是 个 流 形 , 试 给 了 定义 一 个 微分 结构 
使 六: X 一 了 升格 为 微分 同 胚 - 
4. 设 { 习 为 权 的 自然 坐标 ，C(D) 是 曲线 ， 参 数 表 达 式 为 x=cost, y=sint, te(0, zo) .车 
p=C(r/3) ， 写 出 曲线 在 p 的 切 矢 在 自然 坐标 基 的 分 量 ， 并 画图 表 出 该 曲线 及 该 切 矢 . 
5. 设 曲 线 CD 和 Co = C(26 ~1t) 在 C(t)= Ct) 点 的 切 矢 分 别 为 v 和 v', 试 证 V+v'=0. 
6. 设 0 为 坐标 系 {x*} 的 坐标 域 ，p eO，v eV,，v* 是 v 的 坐标 分 量 , 把 坐标 x* 看 作 O 上 
的 C” 函数 , 试 证 v* =v (x”). 提示 : 用 v=v"X, 两 边 作用 于 函数 x . 
7. 设 MW 是 2 维 流 形 , (0,w) 和 (0O'w') 是 M 上 的 两 个 坐标 系 ,坐标 分 别 为 {x,y) 和 {x',y') ， 
在 ONO' 上 的 坐标 变换 为 x'=x，y'=y-42x (2 = 常数), 试 分 别 写 出 坐标 基 矢 9/9x ，3/9y 用 
坐标 基 矢 3/8x' ，8/8y 的 展开 式 . 
“8。(a) 试 证 式 (2-2-9) 的 [u,v] 在 每 点 满足 矢量 定义 (82.2 定义 2) 的 两 条 件 ， 从 而 的 确 是 矢量 
场 ，(b) 设 u,v ,w 为 流 形 M 上 的 光滑 矢量 场 ， 试 证 
[uv],w]+[[w,wJ,v]+[[v, w],w]=0 (此 式 称 为 雅 可 比 恒等式 ). 
"9, 设 {r,9) 为 RR? 中 某 开 集 (坐标 域 ) 上 的 极 坐 标 ，{x, y) 为 自然 坐标 ， 
他 ) 写 出 极 坐标 系 的 坐标 基 矢 3/6r 和 8/8y (作为 坐标 域 上 的 矢量 场 ) 用 3/0x, 9/9y 展开 的 
表达 式 . 
(b) 求 矢量 场 [38/8r, 3/9x] 用 3/3x, 8/3y 展开 的 表达 式 . 
() 令 2 =8/3r, 2 = 六 3/3ap ， 求 [2 28] 用 B/3x, 8/8y 展开 的 表达 式 . 
“10, 设 wv 为 MM 上 的 矢量 场 ， 试 证 [u,v] 在 任何 坐标 基底 的 分 量 满足 
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[u,vy =w"6v”/9x” -waw1ar .。 提示: 用 式 (2-2-3') 和 (2-2-3). 
-11. 设 (eu} 为 Y 的 基底 ，{e”} 为 其 对 偶 基 底 ，veV ，w eV"， 试 证 
@=(e,)e”, v=e”(V)e,. 


PE 六 5 
12. 试 证 ol = 了 wo (定理 2.3-4) 


“13. 试 证 由 式 (2-3-5) 定 义 的 映射 >F? 2” 是 同 构 映 射 ， 提示: 可 利用 线性 代数 的 结论 ， 即 同 
维 矢量 空间 之 间 的 一 一 线性 映射 必 到 上 . 
-14. 设 CIT 和 (CIT)' 分别 是 (2, D) 型 张 量 7 借 两 个 基底 {e,} 和 {e"} 定义 的 缩 并 ， 试 证 
(CIT) =CIT . 
”15. 设 8 为 VY 的 度 规 ， 试 证 8: Y 一 "是 同 构 映 射 (可 参见 第 13 题 的 提示 ). 
“16. 试 证 线 长 与 曲线 的 参数 化 无 关 . 

17. 设 {x,y) 是 2 维 欧 氏 空 间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 , 试 证 由 式 (2-5-14) 定 义 的 {x y1 也 是 笛 卡 
儿 系 . 

18. 设 {t,x) 是 2 维 闵 氏 空间 的 洛 伦 兹 坐标 系 ， 试 证 由 式 (2-5-20) 定 义 的 fe, x 也 是 洛 伦 
和 (a) 用 张 量变 换 律 求 出 3 维 欧 氏 度 规 在 球 坐 标 系 中 的 全 部 分 量 8", . (b) 已 知 4 维 闵 氏 度 
规 8 在 洛 伦 兹 系 中 的 线 元 表达 式 为 ds* = 一 dr +dx* +dy* +dz*， 求 8 及 其 逆 g-' 在 新 坐标 系 
{x yz] 的 全 部 分 量 8,, 及 g””， 该 新 坐标 系 定义 如 下 : 

P=, 2'=2, x'=(x+y)"cos (9 ~), 
=) sin (一 wt)，w= 常 数 ， 
其 中 满足 cosp=y (+ 人，singp =x( 忆 + 六) 提示: 先 求 8 再 求 8 
“20. 试 证 3 维 欧 氏 空间 中 球 坐 标 基 矢 3/3r ,3/36 ,3/99 的 长 度 依次 为 1, r，rsing . 


-21. 用 抽象 指标 记号 证 明 T% = 9 2 To 


Be 

22. 以 8 和 8 分 别 代表 度 规 8 在 坐标 系 {x*} 和 {x”} 的 分 量 8,, 和 8 组 成 的 两 个 nxn 矩 
阵 的 行列 式 , 试 证 8 =18x?/3x"Pg ,其 中 13x?/9x”| 是 坐标 变换 {x“} > {x%} 的 雅 可 比 行列 式 ， 
即 由 x”/9x” 组 成 的 nxn 行列 式 ， 注 : 本 题 表 明度 规 的 行列 式 在 坐标 变换 下 不 是 不 变量 ， 提 
示 : 取 等 式 8 =(Bx“/3x”) (x*/9x”)g,, 的 行列 式 . 

“23. 设 {x)} 是 流 形 上 的 任 一 局 域 坐标 系 ， 试 判断 下 列 等 式 的 是 非 : 

(D (8/8x*)"(3/6x*), =g,, ， 其 中 (3/3x) = ge(313z) 

2) (dx) (dre),=g” ,其 中 (dx*) =8 dx) 

(3) (0/0x°), =(dx”), ; 

(4) (dx’)" =(0/0x°) ; 

(5) vw, =V,0"; 

(0 gmT”S, =T oS™; 
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(7) vu =bouo ; 

(8) Vu = wv. 

24. 设 T 是 矢量 空间 Y 上 的 (0, 2) 型 张 量 ， 试 证 Tsv?v* =0, Vv"eV 二 Ts =Tiw: 提示 : 
把 vw 表 为 任意 两 个 矢量 w* 和 w 之 和 . 

25. 试 证 Tuv = Taey = Tate) > Tae =Towui- 


注 (1) 推广 至 一 般 的 结论 是 


和 


上 式 的 前 提 中 只 有 两 个 等 号 ， 关 键 是 Fw 。 和 T 。,。.， 中 的 指标 都 在 方 括 导 内 
(2) 把 前 提 和 结论 中 的 方 括号 改 为 圆 括号 ， 则 推广 前 后 的 命题 仍 成 立 , 
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83.1 导数 算 符 


欧 氏 空间 有 熟知 的 导数 算 符 立 , 它 作 用 于 函数 (标量 场 )f 得 矢量 场 (梯度 )， 
作用 于 矢量 场 5( 再 求 缩 并 ) 得 标量 场 人 -5( 散 度 ) 等 ， 由 于 存在 欧 氏 度 规 66。， 欧 氏 
空间 的 矢量 zw 与 对 偶 矢 量 w = 5spv* 自然 认同 ， 现 在 要 把 推广 到 任意 流 形 ， 其 
上 可 以 没有 度 规 ， 所 以 要 分 清 矢量 和 对 偶 矢量 .研究 发 现在 推广 时 立 更 像 对 偶 矢 
量 ， 故 应 记 作 Vo . 其 实 Y 本 身 是 算 符 ， 既 非 矢量 也 非 对 偶 矢 量 ， 所 谓 把 Y 看 作对 
偶 矢 量 是 指 它 作用 于 函数 f 的 结果 wj 是 对 偶 矢 量 ， 推 而 广 之 ，VY 作用 于 任 一 
(k，D) 型 张 量 场 的 结果 是 (k, 1+1) 型 张 量 场 ， 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 1 以 殊 (k,1) 代 表 流 形 M 上 全 体 C” 的 (k, 0 型 张 量 场 的 集合 [函数 可 看 
作 (0, 0) 型 张 量 场 (标量 场 ), 故 2r (0.0)= 双 .] 映射 0 : 和 (kK, 站 二 各 (Kk,1+]) 称 
为 M 上 的 (无 挠 ) 导 数 算 符 (derivative operaton), ”车 它 满足 如 下 条 件 : 

(a) 具有 线性 性 : 

C7 Lh A De 
WTA 二 59 


Ne oa RkD), a, PeR; 
(b) 满足 莱 布 尼 芯 (Leibnitz) 律 : 


WO 


eer a cre 


VIA em,D), ST ERk'l) 


(ec) 与 缩 并 可 交换 顺序 ; 

(d) v(f)=v°V,f, viem, vem(l,0); 

(e) 具有 无 挠 (torsion free) 性 : VVf=VVf， ve: 

注 1 

(1) 条 件 (c) 又 可 表 为 VeoC=Co。oV ， 其 中 C 代表 缩 并 ， 今 后 将 常 写 
VV) = VY, 0 + Wp Va vs 


一 类 的 式 子 ， 这 就 要 用 到 条 件 (c)， 因 为 上 式 的 导出 过 程 为 


外 ”FZ(k,1) 可 放宽 为 全 体 C 类 (k,1) 型 张 量 场 的 集合 ， 就 是 说 ， 又 可 作用 于 任 一 C' 类 张 量 场 . 
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VV,) =V, C(t.)]= CV, v0.)] 
=C)(vP V0 ) + CV vo] = VY, Oo + OpVaye 

其 中 第 二 步 用 到 条 件 (c). 

(2) 条 件 (d) 左 边 的 函数 v(f) 不 宜 记 作 v"(f) , 因 凤 (7) 易 被 误 以 为 矢量 场 . 这 
是 应 写 而 不 写 抽象 指标 的 少数 例子 之 一 ， 对 条 件 (d) 可 用 欧 氏 空间 的 号 为 例 理 
解 . 设 w 为 欧 氏 空间 中 任 一 矢量 场 ， 其 在 笛 卡 儿 系 坐 标 基 底 的 展开 式 为 

ua = ul(3/3x)" +V2(3/8y)" +V3(B/3z)” ， 
则 它 对 函数 了 的 作用 可 表 为 
v(f)=w (0f /0x) +v (0f /0y) +v3 (0f/0z)=0. 9 =v "Vaf . 

可 见 条 件 (d) 是 这 一 性 质 对 任意 流 形 的 推广 . 

(3) 设 是 任 一 导数 算 符 ， 则 由 条 件 (d) 易 证 (练习 ) 

Vf=(d)s, Vfem, (3-1-1) 

其 中 (df)。 是 函数 了 生成 的 对 偶 矢量 场 df [ 见 式 (2-3-7)] 的 抽象 指标 表示 . 

(4) 由 8$2.6 定义 1 可 知 条 件 (e) 实 质 上 是 下 式 的 抽象 指标 表述 : 
(VVA) (u,v)=(VVf) (v, w) Vu, ve (1,0)， 亦 即 VVf 是 个 对 称 的 (0, 2) 型 张 量 . 

(5) 满足 条 件 (a)~(d) 而 不 满足 条 件 (e) 的 导数 算 符 叫 有 挠 导数 算 符 . 广义 相对 论 
中 只 用 无 挠 导数 算 符 ， 本 书 的 w 在 不 加 声明 时 一 律 代表 无 找 导 数 算 符 . 
[选读 3-1-1] 

本 选读 与 选读 2-2-1 精神 一 致 ， 为 行文 简练 ， 此 处 把 张 量 场 Th 所。 简 记 为 开 

定理 3-1-1 设 Ti,T) eh(k,l) 在 peM 的 某 邻 域 N 内 相等 ， 即 Ty=T ly ， 
则 Vnlp= WT. 

证 明 类似 于 定理 2-2-1 的 证 明 ， 留 给 读者 完成 . 

注 2 设 张 量 场 了 只 在 peM 的 邻 域 U(M) 上 有 定义 ， 即 Te 宛 (k,1)， 
Tg hy(k,1)， 按照 定义 1,Va 只 能 作用 于 M 上 的 张 量 场 ， 所 以 VoT 无 意义 ， 然 而 
总 可 找到 了 Tes(k,1) 及 p 的 邻 域 NCU 使 Tly=TIy， 因 而 可 把 VoT 定义 为 
VoT. 虽然 对 同一 了 存在 无 数 满足 上 述 要 求 的 克 ,但 定理 3-1-1 保证 Vo 了 对 所 有 了 
一 样 . 可见 用 Va 了 给 VoT 下 定义 合法 . 于 是 我 们 说 Vo 有 局 域 性 , 它 对 张 量 场 了 的 
作用 结果 在 已 点 的 值 只 取决 于 7 在 尸 点 的 一 个 邻 域 (多 么 “小 ”都 可 以 ) 上 的 表 
现 . 读者 早已 熟知 微 积 分 学 中 对 函数 的 求 导 有 类 似 性 质 . 


[选读 3-1-1 完 ] 

任何 流 形 必定 存在 满足 定义 1 的 导数 算 符 [ 见 陈省身 ， 陈 维 桓 (1983) 第 四 章 定 

理 1.1]， 事 实 上 ， 导 数 算 符 不 但 存在 ， 而 且 很 多 ， 下 面 讨论 多 到 什么 程度 .由 式 
(3-1-1) 可 知 任意 两 个 导数 算 符 V。 和 作用 于 同一 函数 的 结果 相同 ， 即 
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Vaf=Vf=(d)s, Vfe%m: (G-12) 
可 见 W 与 名 的 不 同 只 能 体现 在 对 非 (0, 0) 型 张 量 场 的 作用 上 ， 先 讨论 (0, 1) 型 张 量 
场 (对 偶 矢量 场 ). 设 在 点 pe M 给 定 一 个 对 侦 矢量 yeV," ,考虑 M 上 的 任意 两 个 
对 偶 矢量 场 oo, os.2(0.D ,满足 1,= 0061,= p(w 和 % 称 为 4 在 M 上 的 两 
个 延 拓 )， 设 Va 为 导数 算 符 ， 则 Vow 1, 与 Yews 1, 一 般 并 不 相同 ， 这 类 似 于 以 下 
事实 : 两 个 一 元 函数 f(x) 和 /f'(x) 在 ww 点 取 值 相同 [ "(xo)= f(xo)] 并 不 保证 
(df7dx) l=(df1dx) 1 ， 然 而 下 面 要 证 明 ， 对 M 上 任意 两 个 导数 算 符 Vo 和 避 ， 
只 要 ww 1,= wl, 就 有 
[Vol =[(9, — Ve),], , 
其 中 (9 一 V。)o 是 596% -Vsay 的 简写 . 
定理 3-1-2 设 peM，w, @;eF(0, 了) 满足 @1,= lp， 则 
[(V -Va)o], =[(9, — Va) os],. (3-1-3) 
证 明 ”只 须 证 明 
[Yo(w — 05), =[Yo(o 一 op) (3-1-4) 
设 人 2 二 0 一 0 选 坐标 系 {x*} 使 其 坐标 域 含 p, 则 儿 1,= ww 1 导致 (2,(p)=0, 其 
中 3, 是 人, 的 坐标 分 量 、 于 是 对 p 点 有 
[Va -oj =[Va tl, = {VL 0, dx’),])}l, 
= ,PValdr’),], + (dr), Vel,], =[(dx*), Vel,], , 
同 理 有 [V6(@% 一 @。)], =[(dx*)。5。09,]。， 由 式 (3-1-2) 知 [V03,], =[V。92,], ， 得 
证 . 口 
虽然 导数 [Yas]。 和 [Yaaws]p 依赖 于 ow 在 p 点 的 一 个 邻 域内 的 值 ， 然 而 定理 
3-1-2 表明 [(YV。- Ye)aws]p 只 依赖 于 邮 在 己 点 的 值 ， 这 说 明 (8。- V。) 是 把 囊 点 的 对 
偶 矢量 ow 1, 变 为 p 点 的 (0, 2) 型 张 量 [(Y。 - Ye)os]， 的 线性 映射 (给 定 p 点 的 任 一 对 
偶 矢量 /5 , 任 选 对 侦 矢量 场 % 使 它 在 p 点 的 值 @1,= , 则 [(5。 - Va)os]， 便 是 性 
在 该 映射 下 的 像 ，)， 所 以 (Y。~V。) 在 p 点 对 应 于 一 个 (1, 2) 型 张 量 Cs。， 满 足 
[(¥, ~ Va),], = Ce bs (3-1-5) 
因为 p 点 可 任 选 , 所 以 M 上 两 个 导数 算 符 Vs 和 名 在 对 cw 的 作用 上 的 差别 体现 为 
M 上 的 一 个 (1, 2) 型 张 量 场 Css， 即 
定理 3-13 Vow,=V0, -C0 Vo,eF(0,1).d NINN .6) 
的 无 挠 性 导致 张 量 场 C3 


0000000000000 
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定理 3-1-4 C= Co. 
证 明令 w=V。f =V。f [用 到 式 (3-L2)]， 其 中 六 se ， 则 式 (3-1-6) 给 出 
VoVpf =V9,f -CropVef .交换 指标 4a,b 得 VV。f =wowo -C'soV。f .两 式 相 
减 ， 注 意 到 无 找 性 条 件 (e), 便 有 CpVef =CiboVef . 令 T osCco-Coo ， 则 
We 有 TwVef=0 ， 于 是 Tuw 在 任 一 坐标 基底 的 分 量 7,， 
=T5op(dx”).(0/6x*)(3/6x"*=0 [其 中 第 二 步 是 因为 Tp(dx”)。 = TeopVox” 
=0( 把 x 看 作 f)]， 因 而 7 =0. 口 
定理 3-1-5 ”网 风 = 部 风 +CUe Vw eR(l,0). (3-1-7) 
证 明 设 o% 为 M 上 任 一 对 偶 矢 量 场 ， 则 
Va (OV?) = OVa Ve +USV, 0 = Oo Va Ve + UT, — C0) ， 
其 中 最 后 一 步 用 到 式 (3-1-6). 另 一 方面 ， 多 (@v?)=@ 训 V+Us%Y, 0 . 而 wp 为 
标量 场 ， 由 式 (3-1-2) 知 V (wpw*)= WV (wpv*) ， 故 以 上 两 式 右边 相等 ， 因 而 得 
WVay? = Wp Vay + Ce = WVa yh +CY v0, Veo, ed, D), 
于 是 有 式 (3-1-7). 口 
用 类 似 方法 可 以 证 明 V 与 名 作用 于 任 一 (kD) 型 张 量 场 T”%。.。 所 得 结果 
之 差 V.T% .4 -VoT% aa 可 表 为 +1 项 , 每 项 都 含 Cu, 与 了 的 某 一 上 指 
标 缩 并 的 项 前 面 为 + 号 ,与 的 某 一 下 指标 缩 并 的 1 项 前 面 为 -号 ,例如 
WT 0 2 
一 般 形式 见 下 面 的 定理 : 
定理 3-1-6 
br he 


' rd 


Ms 有 Os 
i 了 

vTeRm(k,l). 000000000 (3-1-8) 

证 明 练习 . 口 

定理 3-1-6 表明 任意 两 个 导数 算 符 的 差别 仅 体现 在 一 个 张 量 场 Cs 上 .反之 

也 不 难 验证 ， 任 给 一 个 导数 算 符 癌 和 一 个 下 标 对 称 的 光滑 张 量 场 Ccw。 ， 由 式 

(3-1-8) 定 义 的 Vo 必 满 足 导数 算 符 的 全 部 条 件 ， 因 而 也 是 一 个 导数 算 符 ， 可 见 流 形 

上 只 要 有 一 个 导数 算 符 就 会 有 许多 导数 算 符 ， 选 定 导数 算 符 V 后 的 流 形 M 可 记 

作 (M, Ya) ， 它 比 M 本 身 有 更 多 结构 ( V 提供 附加 结构 )， 例 如 可 谈 及 矢量 沿 曲线 
的 平移 ( 见 83.2) 及 (M, Va) 的 曲率 ( 见 83.4). 

设 {z 是 M 的 一 个 坐标 系 ， 其 坐标 基底 和 对 偶 基底 分 别 为 {(a/ax)*} 和 

{(dx*)。} .在 坐标 域 O 上 定义 映射 8 : 髦 (0 一 殉 (t1+D 如 下 [ 仅 以 7T4 < 
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区 (1,) 为 例 写 出 ]: 
BT := (dx!), (0/0x" )*(dx"), To ， (3-1-9) 
其 中 7"。 是 7% 在 该 坐标 系 的 分 量 ，Bx 是 对 坐标 x* 求 偏 导数 的 符号 3/16x*“ 的 简 
写 ， 不 难 验证 3 满足 定义 1 的 5 个 条 件 ， 可见 & 是 O 上 的 一 个 导数 算 符 ， 这 是 
一 个 从 定义 起 就 依赖 于 坐标 系 的 导数 算 符 , 而 且 只 在 该 坐标 系 的 坐标 域 上 有 定义 ， 
称 为 该 坐标 系 的 普通 导数 (ordinary derivative) 算 符 ， 式 (3-1-9) 表 明 90,7"。 是 张 量 场 
93。7*, 在 该 坐标 系 的 分 量 , 所 以 & 的 定义 亦 可 表 为 : 张 量 场 T”“。.. 的 普通 导数 
aa74 au 的 坐标 分 量 等 于 该 张 量 场 的 坐标 分 量 对 坐标 的 偏 导数 807” “oo) 
/19x* . 由 此 易 见 : 
(1) 任 一 坐标 系 的 &% 作用 于 该 系 的 任 一 坐标 基 矢 和 任 一 对 偶 坐 标 基 矢 结果 为 
零 , 即 
B,(0/0x°)=0, au(dx)p=0. (3-1-10) 
(2) & 满足 比 定义 1 条 件 (e) 强 得 多 的 条 件 ， 即 
au857 .=Bi027….， 或 aoao7 .=0， 
其 中 7 是 任意 型 张 量 场 . 
& 虽 可 看 作 Va 的 特例 ， 但 其 定义 依赖 于 坐标 系 . 我们 把 与 坐标 系 (或 其 他 人 
为 因素 ) 无 关 的 那些 Vi 称 为 协 变 导 数 (covariant derivative) 算 符 ，83 不 在 此 列 . 
定义 2 设 & 是 (M, w) 上 任 给 的 坐标 系 的 普通 导数 算 符 , 则 体现 Vs 与 & 的 
差别 的 张 量 场 C"w [把 多 看 作 式 (3-1-6) 的 名 ] 称 为 Vo 在 该 坐标 系 的 克 氏 符 
(Christoffel symbol)， 记 作 $6. 
注 3 一 般 书 强调 克 氏 符 不 是 张 量 , 本 书 及 某 些 书 [如 Wald(1984)] 却 说 它 是 张 
量 . 这 没有 实质 性 矛盾 ， 只 是 克 氏 符 的 定义 有 微妙 的 不 同 ， 不 用 抽象 指标 的 书 把 
克 氏 符 定义 为 与 坐标 系 有 关 的 一 堆 数 ， 在 坐标 变换 下 不 服从 张 量 变换 律 ， 故 不 构 
成 张 量 ， 我 们 一 开始 就 用 映射 语言 把 克 氏 符 “wp 定义 为 张 量 ， 但 因 它 与 & 相应 ， 
而 &% 依赖 于 坐标 系 ， 故 克 氏 符 是 依赖 于 坐标 系 的 张 量 (坐标 系 改变 时 张 量 本 身 要 
变 ) 设 Vo 是 M 上 指定 的 导数 算 符 ，{x“} 和 {x*} 是 M 上 的 两 个 坐标 系 ， 坐标 域 
之 交 为 U，Va 在 两 系 中 的 克 氏 符 分 别 为 和。 入 5 .作为 张 量 , 它们 (在 U 中 ) 既 
可 用 {x*} 系 也 可 用 {x“) 系 求 分 量 , 设 和 在 {x“} 和 {x“} 系 的 分 量 为 {Ty} 和 
{wv} (这 两 堆 数 当然 满足 张 量变 换 律 )， 友 ao 在 {x*} 和 {x*) 系 的 分 量 为 {Tv} 
和 {Tv} (也 满足 张 量变 换 律 ), 但 {7°} 与 {0,} 不 满足 张 量变 换 律 ， 而 一 般 
书 恰恰 是 把 {Tv} 及 {本 0v} 分别 定义 为 {x*} 系 及 {x*} 系 的 克 氏 符 , 自然 不 构成 
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张 量 . 一 般 书 强调 “ 克 氏 符 不 是 张 量 ”是 对 的 ， 本 书 则 应 强调 “ 克 氏 符 是 坐标 系 
依赖 的 张 量 ”. 读者 常 问 : 你 们 为 什么 非 把 克 氏 符 说 成 张 量 不 可 ? 回答 是 : 只 要 
采用 抽象 指标 并 按照 上 述 思路 讨论 (包括 使 用 “ 张 量 面面观 ”的 优雅 论辩 )， 自 然 
要 承认 反映 两 个 导数 算 符 V。 与 3, 之 差 的 Cs 是 张 量 . 在 M 指定 了 一 个 导数 算 符 
Va 的 前 提 下 ， 选 定 坐 标 系 就 有 导数 算 符 9。， 把 9, 看 作 久 。 ， 则 反映 V。 与 9 之 差 
的 C's (此 时 记 作 本 “6 ) 当 然 是 张 量 ， 如 果 我 们 不 承认 本 和 6 是 张 量 ， 就 是 自打 嘴 
巴 . 然而 与 此 同时 应 该 强调 "6 是 坐标 系 依赖 的 张 量 (有 多 少 个 坐标 系 就 有 多 少 
个 不 同 的 9。, 因而 有 多 少 个 不 同 的 请 . ) 这 种 强调 的 实质 就 是 在 强调 一 般 书 所 
强调 的 “ 克 氏 符 不 是 张 量 ”. 两 种 强调 只 是 同一 问题 的 两 种 提 法 .重要 的 不 在 于 
提 法 而 在 于 充分 注意 问题 的 实质 ， 即 切记 两 组 分 量 {7,,} 与 {Ty} 之 间 不 遵守 
张 量 变换 律 . 

类 似 地 ， 设 是 矢量 场 ， 则 ww 也 是 坐标 系 依赖 的 张 量 场 ， 把 4 在 全 所 
在 坐标 系 展开 : 

G1 =(dx’), (Or) vp, 
其 中 v=0,v" =0v"/9x* ”( 豆 号 代表 求 偏 导数 )， 
一 般 书 强调 v", 不 构成 张 量 , 我 们 说 ww 是 坐标 系 依赖 的 张 量 ， 也 是 同一 问题 的 
两 种 提 法 . 说 得 更 具体 些 , 设 & 和 多 分 别 是 坐标 系 {x*} 和 {x*} 的 普通 导数 算 符 ， 
则 一 般 有 Bw (所 以 说 多 是 坐标 系 依赖 的 张 量 ). 把 ws， 和 名 ww 在 各 自 举 
标 基底 展开 : 
Gay? =(dxt)(O/Ox YP vp, Ove =(dxr), (OOx" YP vw" 
其 中 vy=0v" /Ox*， 

则 免 贱 关 &w 导 致 w" 与 vw" 之 间 一 般 不 满足 张 量 分 量变 换 律 (也 可 直接 验证 , 见 
习题 2)， 所 以 一 般 书 说 v*, 不 是 张 量 .至 于 Ww*， 则 是 与 坐标 系 无 关 的 张 量 , 它 
在 坐标 系 中 的 分 量 通常 记 为 内 , 即 Vov*=v",,(dx*),(9/9x*》». 由 于 驳 风 与 坐标 
系 无 关 ，v",, 满足 张 量变 换 律 ， 故 一 般 书 说 它 是 张 量 (其 实 是 张 量 的 分 量 )， 并 称 
之 为 的 协 变 导数 (其 实 是 协 变 导 数 叫 v* 的 坐标 分 量 )， 类 似 地 ，V,w 的 坐标 分 
量 ;yn 也 被 称 为 w, 的 协 变 导 数 . 

定理 3-1-7 Vv ,=v +7 ov”, CL (3-1-11) 
其 中 必 及 ,为 任意 矢量 场 和 对 侦 矢 量 场 在 任 一 坐标 基底 的 分 量 , "是 该 系 的 
克 氏 符 7 在 该 基底 的 分 量 (一 般 书 的 说 法 是 “ T"o 是 该 系 的 克 氏 符 ”， 本 书后 
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面 为 简单 起 见 也 常用 这 一 说 法 . ). 


证 明 习题 . 口 
定理 3-1-8 定义 1 的 条 件 (c) 等 价 于 
W655.=0, (3-1-12) 
其 中 5?. 看 作 (1, 1) 型 张 量 场 ， 其 在 每 点 pe M 的 定义 为 .v5 =v, Vv “eV,. 
证 明 [选读 ] 


(A) 设 Vo 满足 定义 1 的 条 件 (a)~(d)， 欲 证 它 满足 式 (3-1-12). Vu be .hy(1,0) 有 
Vv =V, (0%)=V,[C (0%.v)]=C [V, (5.v!)] 
=C(VV, 6 + 6 Vv)=v°V, 6 + VV" =U°V, 6 + Vr, 
其 中 C 代表 对 指标 c，d 的 缩 并 ,第 三 步 用 到 条 件 (c)， 最 末 一 步 用 到 57° = 
Ti VY72 .上 式 表 明 uew 54 =0 Yv*eF(1,0)， 所 以 W564.=0. 
(B) 设 品 满足 定义 1 的 条 件 ()，(b),，(d) 和 式 (3-1-12)， 欲 证 它 满足 条 件 (c). 为 
此 , 设 Va 满足 条 件 (a)~(d). 因为 定理 3-1-2 的 证 明 不 用 条 件 (c), 故 式 (3-1-6) 成 立 . 定 
理 3-1-4 的 证 明 要 用 条 件 (c)， 不 能 直接 应 用 ,但 可 由 Va 和 名 满足 的 条 件 证 明 它 
仍 成 立 (有 余力 的 读者 可 作为 一 个 有 挑战 性 的 练习 )， 于 是 有 式 (3-]-8)， 由 此 出 发 ， 
利用 Va 满足 条 件 (c) 便 可 证 明 WV 满足 条 件 (c). 口 
流 形 M 上 矢量 场 对 易 子 [u,v 的 定义 无 需 M 有 附加 结构 [ 式 (2-2-9]， 但 该 式 
的 不 方便 之 处 在 于 它 不 能 脱离 被 作用 对 象 (标量 场 1). 现在, 在 有 了 导数 算 符 的 概 
念 之 后 ， 就 可 借助 于 随便 一 个 导数 算 符 只 写 出 矢量 场 对 易 子 [u,v 了 的 显 表达 式 ， 
见 如 下 定理 ; 
定理 3-1-9 [u,v] =w Vv vo Vu ， (3-1-13) 
其 中 必 是 任 一 殉 艇 导数 算 种 
证 明 Vfe9 有 
[uv](f)=u(v (Ff) -vu (fF)=u Vv Vf) Vu Vf) 
=u (Vv Va f +Ur WV, Va f — ve (Vu Vs f — ureV, Vo f 
=(u Vv vb Vu ) Vf» 

其 中 第 二 步 用 到 导数 算 符 条 件 (d), 第 三 步 用 到 条 件 (b) 和 (c), 第 四 步 用 到 无 挠 性 条 
件 (e)， 最 后 ， 再 用 一 次 (d)， 即 [u,v](f)=[u,vJV。f ， 便 得 式 (3-1-13). 口 
注 4 取 任 一 坐标 系 {x*} 的 普通 导数 算 符 86 作为 式 (3-1-13) 的 V。 ， 便 有 
[u,vY =(dx’), [u,vY =u"0,v* — v0. 

此 即 第 2 章 习题 10 的 待 证 命题 . 
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83.2 ”矢量 场 沿 曲 线 的 导数 和 平移 


3.2.1 矢量 场 沿 曲线 的 平移 
在 流 形 M 上 选 定 一 个 导数 算 符 Vo 后 ， 就 有 矢量 沿 曲 线 平移 的 概念 /| 
定义 1 设 风 是 沿 曲线 C (的 矢量 场 . v” 称 为 沿 C (0 平移 的 [parallelly 
transported along C (0]， 若 TeV,ve =0 ， 其 中 T° =(9161)* 是 曲线 的 切 矢 . 
正如 T" =T(/) 可 解释 为 函数 f 沿 7 [ 即 沿 C (D] 的 导数 那样 ，T*Vve 可 
解释 为 矢量 场 ve 沿 7 了 ?的 导数 ( 详 见 3.2.3 小 节 ). 于 是 定义 1 也 可 解释 为 ;v 沿 CD) 
平移 的 充 要 条 件 是 它 沿 7* 的 导数 为 零 
定理 3-2-1 设 曲 线 C (0 位 于 坐标 系 fx%) 的 坐标 域内 ， 曲 线 的 参数 式 为 
XK(1) ， 令 T=(9181)"” ， 则 沿 C (0) 的 矢量 场 z2 满足 
Te wu =(0/Oxr) (dur /dr+ TH TV). (3-2-1) 
证 明 以 3 代表 坐标 系 {x*} 的 普通 导数 算 符 ， 则 由 式 (3-1-7) 得 
TV, v=T° (0 + TV) =7 (dre), (0/Ox*) Owe + T°] 
=T"(0/Ox*) (Ov /Ox )+ TT =(0/0x*)°[T* (dv*/Ox")+ Tj 


(3-2-2) 
其 中 六" 是 曲线 切 矢 7* 的 坐标 分 量 ， 由 式 (2-2-7) 知 T" =dx*(1)/dr ， 故 
T*(Qv*/0x")=[dx” (1)/dr[ov* (r(x)/0x"]= dv" (1)/dr. 
代入 式 (3-2-2) 便 得 式 (3-2-1). 口 


[选读 3-2-1] 

有 一 个 问题 要 讲 清楚 ， 按 照 选读 3-1-1，Yp eC(1) ,要 使 Vv 1 有 意义 至 少 
要 w" 在 的 一 个 邻 域 U 上 有 定义 ， 偏偏 v" 却 只 定义 在 曲线 C(1) 上 ， 而 力 的 任 一 
邻 域 都 包含 不 在 C (1) 上 的 点 ， 于 是 式 (3-2-1) 中 的 Vv? 并 无 意义 ! 好 在 Vv" 只 以 
T?Vv" 的 形式 出 现在 式 (3-2-1) 中 ， 而 7T*V,v" 没 有 这 个 问题 . 关键 在 于 Vv" 前 加 


上 T* 表明 是 对 沿 曲线 切 向 求 导 ， 因 而 只 涉及 Ue 在 曲线 上 的 值 ， 下 面具 体 亲 
明 .把 式 (3-2-2) 在 点 pe C(t) 取 值得 


TYV,v® |,=(0/0x) 1, [T* (v7(x)/0x") + TwoTruc]l . (3-2-3) 
方 括号 内 第 一 项 的 Bu(x)/Bx* 是 函数 U* 对 自 变数 x* 求 导 . 求 导 时 x* 的 微小 改变 
Ax" 导致 以 为 坐标 的 点 ( 称 为 求 导 动 点 ) 离 开 p 点 ， 因 Ax” (v=1,…,n) 可 任 取 ， 
动 点 的 活动 范围 是 p 点 的 一 个 邻 域 上 ,其 中 必 有 不 在 C (上 的 点 ,它们 的 vu 值 无 


000009g00 
00 


p00 
“最 


第 3 章 黎 曼 (内 素 ) 曲 率 张 量 “63 . 


意义 ， 因 此 Bu(x)/Bx* 本 质 上 就 是 个 无 意义 量 .为 解决 问题 可 在 邻 域 [ 上 定义 夭 
量 场 D"( 称 为 Ur 的 延 拓 )， 只 要 求 它 在 避 门 CU) 上 等 于 只， 现在 把 TeVbDe lp 就 定 
义 为 TeVz lp ， 即 
ToVuelpsTeVw5e lp=(B/ar%)a1p [T* (OD*(x)/Ox")+ ToT "vl,. (3-2-4) 
与 9u(x)/9x" 不 同 ，9D4(x)/Bx" 有 明确 意义 ， 然 而 同一 有 无 数 延 拓 可 ， 如 果 
不 同 延 拓 的 T*V。 D1 不同 , 则 用 式 (3-2-4) 定 义 了 TV。v"1, 将 毫 无 意义 . 事实 上 , 设 
DVD” 和 ?是 两 个 不 同 延 拓 ,的确 有 ODY(x)/Ox" 9D4(x)/Ox" .然而 配 上 7T" 就 不 再 
有 问题 ， 因 为 在 p 点 有 
TOD’(x)/Ox" =[dx"(D)/dt][35w(r(x))/ax*]= dz%(tD)/dr 
=d7t(1)/dt=T"07 (x)/Ox" ， 
其 中 关键 一 步 (第 三 步 ) 是 因为 D4(1) [由 U 上 矢量 场 D5" 与 曲线 C(1) 结合 而 得 的 一 
元 函数 ] 等 于 DA(D)。 结论， Vov" |， 无 意义 ， 但 T?V,v" 1, 有 意义 . [选读 3-2-1 完 ] 
定理 3-2-2 ”曲线 上 一 点 C (to) 及 该 点 的 一 个 矢量 决定 唯一 的 沿 曲线 平移 的 矢 
量 场 . 
证 明 若 存 在 把 整 条 曲线 含 于 其 坐标 域内 的 坐标 系 ， 则 由 式 (3-2-1) 可 知 平移 
定义 7T*V。v" =0 等 价 于 
dv’/di+ TT"v° =0, AL=1 (3-2-5) 


这 是 关于 n 个 待 求 函 数 w(?) 的 n 个 一 阶 常 微分 方程 (注意 “os 及 7T" 均 为 1 的 已 知 
函数 )， 而 给 定 C (10) 点 的 一 个 矢量 就 是 给 定 初始 条 件 v* (10) ， 故 有 唯一 解 v* (1). 
读者 可 用 “接力 法 ”把 上 述 证 明 推 广 至 曲线 不 能 被 一 个 坐标 域 覆盖 的 情况 。 口 

设 p,qeM ， 则 多 和 内 是 两 个 矢量 空间 ， 两 者 的 元 素 无 法 比较 ， 但 若 有 一 
曲线 C (联接 p，qg， 就 可 用 下 法 定义 一 个 由 多 到 多 的 映射 ，Yue eV, ， 由 定理 
3-2-2 知 在 C () 上 有 唯一 的 平移 矢量 场 (其 在 己 点 的 值 为 v ), 它 在 9 点 的 值 就 定义 
为 "的 像 ， 注意 ， 这 是 一 个 曲线 依赖 的 映射 ， 另 选 一 条 联接 PP，4 的 曲线 ，v" 的 
像 可 能 不 同 。 然而， 无 论 如 何 ，Vs 的 存在 毕竟 使 原来 毫 无 联系 的 多 与 由 发 生 了 
某 种 联系 (虽然 曲线 依赖 )， 因 此 也 把 V 叫做 联结 (EGRNEC66m). 

初学 者 经 常 提出 这 样 的 问题 : 为 什么 把 w 称 为 导数 算 符 ? 或 者 说 ， 为 什么 
说 这 个 V 是 3 维 欧 氏 空间 中 熟知 的 立 在 一 般 流 形 上 的 某 种 推广 ? 为 什么 把 
T?Vue 解 释 为 v 沿 T* 的 导数 ? 为 什么 把 满足 TeV,ue =0 的 ze 称 为 沿 曲线 平移 
的 矢量 场 ? 为 了 回答 这 些 问题 ， 还 须 先 讲 3.2.2 小 节 . 
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3.2.2 与 度 规 相 适 配 的 导数 算 符 


从 本 章 开始 至 今 未 涉及 度 规 , 只 假定 M 上 选 了 一 个 联络 w . 如 果 M 上 还 指定 
了 度 规 go, 矢量 之 间 就 可 谈 及 内 积 . 为 使 平移 概念 与 网 氏 空间 中 熟知 的 平移 一 致 ， 
应 补充 以 下 要 求 : 设 w%,v" 为 沿 C (i) 平移 的 矢量 场 ， 则 ww,(= gapurv*) 在 C(D) 上 
是 常数 (两 个 矢量 平移 时 “内 积 ” 不 变 )， 设 7 为 曲线 CG) 的 切 矢 ， 则 这 一 要 求 等 
价 于 

O0=T°Ve(gapu vs)= gapu"T Vv + gapveT Veu® + ubT Vga = ubT Vga. 
上 式 对 所 有 曲线 以 及 沿 它 平移 的 任意 两 个 矢量 场 we , v" 成 立 的 充 要 条 件 为 
Vs =0. (3-2-6) 

没有 度 规 时 ， 的 选择 非常 任意 .指定 度 规 后 ， 选 V. 时 就 宜 满足 附加 要 求 
Ve8uw =0 .下 面 证 明 这 一 要 求 决定 了 唯一 的 Vo . 

定理 3-2-3 流 形 M 上 选 定 度 规 场 gs 后 ， 存 在 唯一 的 Vo 使 Vgs =0. 

证 肯 ” 设 名 为 任 一 导数 算 符 ， 和 欲求 适当 的 Cs 使 它 与 总 决定 的 台 满足 
Wgbe =0. 由 式 (3-1-8) 有 

Vagbe = Vagbe —C opBie 一 Cos = VaBbe Cony — Cose - 

故 由 Vgsc =0 得 


Ceap + Cpac = Vgbe ， (3-2-7) 
同 理 有 Cepa + Cape = Vogae ， (3-2-8) 
Ci tC gs. (3-2-9) 


式 (3-2-7) 加 式 (3-2-8) 减 式 (3-2-9) 并 利用 Cs = Ccpo， 得 
2Ceub = Vague + Vg8ac — Vg 
或 C'w = 汪 村 (Vagpa + Vigo - Vagab) 。 (3-2-10) 
这 Cuw 与 名 结合 而 得 的 允 便 是 方程 W8x =0 的 解 .这 必定 是 唯一 解 ， 因 若 V, 
也 满足 Vague =0， 把 Y. 作 为 式 (3-2-10) 中 的 总 便 知 反 映 V, 与 V3 差别 的 Cop 为 
零 . 口 
满足 Vgsc =0 的 Vo 称 为 与 goe 适 配 (或 相 容 ) 的 导数 算 符 ， 今 后 如 无 声明 ， 在 
有 gaw 时 谈 到 Vo 都 是 指 与 gos 适 配 的 导数 算 符 ， 可 以 证 明 (练习 )，Wgse =0 保 证 
Vi8“ =0( 反 之 亦 然 )， 这 为 计算 带 来 很 大 方便 . 
例 1 欧 氏 空间 存在 无 数 满足 83.1 定义 1 的 导数 算 符 ， 但 与 欧 氏 度 规 & 相 适 
配 的 导数 算 符 只 有 一 个 ， 这 就 是 笛 卡 儿 坐标 系 {x%} 的 普通 导数 算 符 ao (所 有 笛 卡 
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儿 系 的 都 相同 )， 因 为 由 &s 的 定义 式 (2-5-11) 得 9.65, =(dx”)e(dx*)。(dx")。 

066,, =0. 对 3 维 欧 氏 空间 ， 笛 卡 儿 坐 标 系 的 & 就 是 普通 矢量 场 论 中 熟知 的 . 
设 以 与 gx 相 适 配 ， 取 旬 为 任 一 坐标 系 的 & ， 则 式 (3-2-10) 的 Ciwp 便 是 Vi 在 

该 坐标 系 的 克 氏 符 六 .w ， 由 该 式 不 难 推 得 三“ 在 该 系 的 分 量 ”的 如 下 表达 式 : 


To = (gp + Bp gpmp), G2-10) 
推导 如 下 : 把 & 看 作 式 (3-2-10) 中 的 各 ， 则 式 中 的 Cios 就 是 三 6。， 故 
Tw = Bs8" (G8w +Bogud — Oagab), 
T=T op (dx” )(O/Ox*)"(O/Ox") 


二 ja )。(a/Bxw)s(3/Bx")sgeca (augi + ,8ad — Oa8ab) 


1 1 
= 28" (Ou8w +0,8pp -Op8pv)= 8 (Bp be tN 


[倒数 第 二 步 用 到 3。(3/9x*)* =0.] 利用 对 称 性 了”,, = 六 "不 难看 出 这 就 是 式 
(3-2-10'). 此 式 与 式 (3-1-11) 结 合 可 方便 地 求 得 矢量 场 w* 和 对 偶 矢量 场 @ 的 协 变 导 
数 Vov* 和 Vaw 的 坐标 分 量 v*,, 各. 

注 1 Tj, 既 依赖 于 M 上 选 定 的 Vo 又 依赖 于 坐标 系 ， 若 M 有 度 规 gp， 则 
不 加 声明 时 w 就 是 指 同 go 适 配 的 导数 算 符 , 而 “菜系 的 克 氏 符 ” 就 是 指 这 个 Va 
在 该 系 的 克 氏 符 ， 例 如 ， 谈 到 3 维 欧 氏 空间 中 某 坐标 系 的 克 氏 符 时 ， 指 的 就 是 同 
欧 氏 度 规 相 适 配 的 w ( 即 笛 卡 儿 系 的 & ) 在 该 系 的 克 氏 符 . 一 个 笛 卡 儿 系 的 & 在 任 
一 笛 卡 儿 系 的 克 氏 符 显然 为 零 ， 作 为 习题 ， 读 者 试用 式 (3-2-10") 求 出 & 在 球 坐标 
系 的 全 部 非 零 普 mr . 

设 了 是 3 维 欧 氏 空间 的 矢量 场 , 则 T. 是 梯度 g 在 了 方向 的 分 量 , 即 f 沿 
了 方向 的 导数 ， 另 一 方面 ， 由 导数 算 符 条 件 (d) 有 7T"3。f =T(f) ， 而 右边 正 是 f 沿 
T* 的 导数 .可 见 7T°0。f = 斑 .gf ， 进 一 步 的 问题 是 ，7*06v" 代表 什么 ? 答案 自然 
是 * 沿 7" 的 导数 详 见 3.2.3 小 节 . 
3.2.3 ”矢量 场 沿 曲线 的 导数 与 沿 曲线 的 平移 的 关系 

先 讨论 最 简单 的 特例 ， 即 欧 氏 空间 . 欧 氏 空间 有 一 类 特殊 坐标 系 ( 笛 卡 儿 系 )， 
用 它 可 定义 矢量 的 绝对 ( 非 曲线 依赖 ) 平 移 . 


定义 2 欧 氏 空间 中 p 点 的 矢量 5 称 为 g 点 的 矢量 5 平移 至 p 点 的 结果 ， 若 
两 者 在 同一 笛 卡 儿 系 的 分 量 相等 ( 注 , 对 某 一 笛 卡 儿 系 为 平移 则 对 任意 笛 卡 儿 系 也 
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为 平移 . ). 
定义 3 欧 氏 空间 中 曲线 C (上 的 矢量 场 5 沿 线 的 导数 dV5/ dt 定义 为 


dv “We se 
| sm 一 MW 9 3-2-11 
a |, lm D1,) peClt) ( ) 


其 中 5 是 把 5 (9 为 p 在 线 上 的 邻 点 平移 至 p 点 的 结果 ，At=1(q) -1(p) . 现在 
证 明 dz/dr 在 抽象 指标 记号 中 就 是 7*8sue [其 中 了 "是 C(D) 的 切 矢 ，2 是 笛 卡 儿 系 
的 普通 导数 算 符 . ]， 为 此 只 须 证 明 两 者 在 笛 卡 儿 系 {x'} 的 分 量 相等 ; 

Tt9bv" 的 第 i 分 量 =(dx')。T*06v? =Teps[(dxD)ove]=Te6iu =T(vV')=dvi/dt ; 
[其 中 第 四 步 用 到 导数 算 符 条 件 (d)， 第 五 步 用 到 切 矢 定义 式 (2-2-6)，] 另 一 方面 ， 
由 式 (3-2-11) 可 知 , 

| 的 第 1 分 量 = Jim 二 (0 v0)= im 二 -和 | : 
[第 二 步 用 到 定义 2， 第 三 步 无 非 是 函数 v(t) 的 导数 的 定义 . ] 对 比 两 式 可 见 
dD/dt =T0,v" . (3-2-12) 
推广 到 带 任意 Vo 的 任意 流 形 M 的 任意 曲线 C(?), 便 自然 地 把 T*Vov" 称 为 w* 沿 
T“[ 或 沿 C(O)] 的 导数 ， 有 时 也 用 记号 Dw”/dt 代表 这 一 导数 ， 即 
Dv"/dr=T?V, vw’. (3-2-13) 
然而 定义 2 不 能 推广 到 带 有 任意 联络 w 的 任意 流 形 (M, V。)，§3.4 将 介绍 流 形 的 
内 豪 曲率 概念 (并 将 看 到 欧 氏 和 闵 氏 空 间 的 内 菏 曲 率 为 零 )，§3.5 还 将 指出 只 有 内 
课 曲 率 为 零 的 空间 才 有 绝对 的 ( 即 与 曲线 无 关 的 平移 概念 ， 不 过 ， 鉴 于 欧 氏 空间 
中 dD5/dt=0 与 5 沿 C() 平 移 等 价 [ 见 式 (3-2-1D]， 可 以 自然 地 把 TeVuue =0 作为 
(M, Va) 中 曲线 C(D) 上 的 矢量 场 ve 的 平移 定义 ,这 就 解释 了 3.2.1 小 节 定义 1 的 提 
出 动机 (但 应 特别 注意 这 样 定义 的 平移 一 般 是 曲线 依赖 的 )， 在 这 种 讲法 中 ， 我 们 
是 先 定义 ww 沿 曲线 的 导数 7T*Vsv" 再 用 它 定义 vw 沿 曲线 的 平移 (与 欧 氏 空间 的 顺 
序 相反 )， 由 于 z 沿 曲 线 的 导数 7*V，v" 毕竟 比较 抽象 ， 在 有 了 曲线 依赖 的 平移 概 
念 后 , 借用 平移 这 一 术语 反 过 来 对 T*Vsve 作 一 解释 是 有 益 的 . 这 一 解释 的 实质 就 
是 式 (3-2-11) 所 表达 的 含义 ， 见 如 下 定理 . 
定理 3-2-4 设 刀 是 (M, Va) 的 曲线 C(D 上 的 矢量 场 ，7 是 C(D 的 切 矢 ，P， 
4 是 C() 上 的 邻 点 ( 见 图 3-0， 则 


2 
TV v1,= Jim ain (3-2-14) 


其 中 At=1(q)-t(p)，V?1, 是 v*1 沿 CCD 平 移 至 点 的 结果 . 
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9 CU) 
图 3-1 把 v* 1, 沿 曲线 平移 至 p 点 得 六 |， ， 
便 可 与 上 相 减 并 定义 沿 曲 线 的 导数 


证 明 [ 选 读 ] 只 须 证 明 如 下 等 价 命题 ; 
T "Vi= Ev 0) (3-2-15) 


其 中 TV6v?l 和 vr(s) 分 别 是 T?Vv" cw) 和 vr(C(s)) 的 简写 , W; ,是 由 矢量 空 
间 Vcs) 到 Vc) 的 平移 映射 ( 见 图 3-2). 不 难 证 明 ( 习 题 )ysi : Vets) 下 Vc 是 同 构 
映射 . 


图 3-2 映射 y,, 把 U"(s) 变 为 5(1) 


设 训 是 由 内 (s) 决定 的 沿 C(D 平 移 的 矢量 场 ， 则 


DD)=(ys, ws)F ， (3-2-16) 
T*Vod? =0. (G32-1D) 
式 (3-2-16) 的 坐标 分 量 表述 为 
DD)= (Ws, 1),0"(s) ， (3-2-15') 
其 中 (Ws.1)% 是 矩阵 (Ws,) 的 元 素 ， 式 (3-2-17) 的 坐标 分 量 表述 为 


+ TwoTczr =0. 

上 式 又 可 借助 式 (3-2-15)) 写 成 
d 4 0 Vv 
UD (+TY,oT® (Ys) pv?(s)=0. 


把 上 式 用 于 1=s， 注 意 到 W, ,是 恒 等 映 射 ， 得 
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= 一 (3-2-18) 


i=s 


dy y 
EE ” 
另 一 方面 ， 由 定义 知 Wi ;是 Wi 的 北 映 射 ， (Wi.s)?,=64,， 故 


d (ys) d (Wis), 
0= 党 宪 : eh (Ws,)’p 7 


_d 人 2 了 es) s (3-2-19) 
Lt 


现在 来 证 式 (3-2-15)， 此 式 右 边 的 第 器 村 分 要 为 


中 =diw yr 
| 下 [wo 


中 
dv’(s) 
ds 


d 
= 一 (4 
L 


让 VU (D + Ys) 医 


= 


Vv (D+6%, 


= 


过 jp dv" (s) 
A | 


v| 


ls= 


TET +)| 


ls=r 


=(ThT ON, + ES) ov),, 
其 中 第 三 步 用 到 式 (3-2-19)， 第 四 步 用 到 式 (3-2-18)， 上 式 右边 即 为 式 (3-2-15) 左 边 
的 第 人 坐标 分 量 ， 可 见 式 (3-2-14) 成 立 . 口 


83.3 测 地 线 


定义 1 (M,Va) 上 的 曲线 y(t) 叫 测 地 线 (geodesic) ， 若 其 切 矢 7 满足 
TV,T” =0. 

注 1 可 见 测 地 线 的 充 要 条 件 是 其 切 矢 沿 线 平 移 ，@T4wT。 = 0 称 为 测 地 
线 方程 . @ 设 流 形 M 上 有 度 规 场 gw, 则 (M, go,) 的 测 地 线 是 指 (M, Va ) 的 测 地 线 ， 
其 中 Vo 与 gow 适 配 . 

设 测 地 线 Y(t) 位 于 某 坐 标 系 的 坐标 域内 ， 则 以 7“ 代 圭 式 (3-2-5) 的 vr 便 得 


pn 
+r T’T° =0, 1 
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设 x* =x*(1) 是 测 地 线 y(t) 的 参数 式 , 则 T*=dx*/dt ， 故 上 式 可 改写 为 
dx dx dx” 
dr Hvar dr 

这 就 是 测 地 线 方程 的 坐标 分 量 表达 式 . 

例 1 欧 (六 ) 氏 度 规 在 笛 卡 儿 ( 洛 伦 兹 ) 系 的 克 氏 符 为 零 ， 测 地 线 方程 3-3-1) 的 

通 解 为 x%(D =a4t+b* (其 中 a” ， 达 是 常数 )， 如 果 把 欧 ( 头 ) 氏 空间 中 在 笛 卡 儿 ( 洛 

伦 北 ) 系 的 参数 式 为 x(D)= aw + b 的 曲线 称 为 直线 ( 段 ), 欧 ( 闵 ) 氏 空间 的 测 地 线 便 

同 义 于 直线 ( 段 )， 可 见 测 地 线 可 看 作 欧 氏 空间 直线 概念 向 广义 黎 曼 空间 的 推广 . 

例 2 设 S* 是 3 维 欧 氏 空间 的 2 维 球面 ， 以 球 心 为 原点 建 球 坐标 系 ， 则 3 维 

欧 氏 线 元 为 ds? =dr+r(db2+sin2gdp2) . 若 元 线段 躺 在 S2 上, 则 r=R( 球 半径 ) 

导致 dr=0 ， 故 球面 上 的 “诱导 线 元 ”( 称 为 标准 球面 线 元 ) 为 d?? = R2(dg2+ 

sin?9dp”) ， 就 是 说 ，3 维 欧 氏 度 规 5 在 球面 S* 上 诱导 出 2 维度 规 gap， 其 在 从 

标 基底 {(3/86)”，(3/8p)”} 的 分 量 为 geo = R?，gpp = R?sin?0 ，g6o = gp =0. 从 式 

(3-3-]) 出 发 可 以 证 明 ， 以 这 个 度 规 衡量 ， 球 面 上 的 曲线 为 测 地 线 当 且 仅 当 它 是 大 

圆 弧 (并 配 以 适当 的 参数 化 ). 0000000000000 

定理 3-3-1 设 y(1) 为 测 地 线 ， 则 其 重 参数 化 x(1) [= y(D) ] 的 切 拓 7” 满足 
T*YT”=aT” [cx 为 yx(D) 上 的 某 个 函数 ]. (3-3-2) 


aYy_/aVYar_ar 
Te-|-9 | -= Ld, 
证 明 他 ] 亿 ] dt dr 


ormr rs, (der)- (ee)7 THY, T+ + (时 


LH=1 ,nn. (3-3-1) 


dt 


dr dfd mdr wy re LY dr 
右边 第 二 项 =7 (人 -7 ， 故 T2Y,T”= 的 a . 令 


dr d2r / 
=- (各) 各 ， 得 证 . 口 
定理 3-3-2 设 曲线 yY(z) 的 切 矢 五 满足 T*VT“ = aT2 [ea 为 XD) 上 的 函数 ], 则 
存在 + =z(7) 使 得 y(1)[=y(7) ] 为 测 地 线 . 
证 明 习题 . 口 
定义 2 能 使 曲线 成 为 测 地 线 的 参数 叫 该 曲线 的 仿 射 参 数 (affine parameter). 
注 2 有 时 也 把 满足 7*VT” = a7” 的 曲线 叫 测 地 线 . 不过， 为 避免 混淆， 最 
好 称 之 为 “ 非 仿 射 参数 化 的 测 地 线 ”. 
定理 3-3-3 若 :是 某 测 地 线 的 仿 射 参数 ， 则 该 线 的 任 一 参数 "是 仿 射 参数 的 
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充 要 条 件 为 *=at+b (其 中 a,b 为 常数 且 az0). 

证 明 习题. | 

定理 3-3-4 流 形 M 的 一 点 p 及 p 点 的 一 个 矢量 vw 决定 唯一 的 测 地 线 y(D) ， 
满足 

(D) x(0)=p; 

(2) Y(D) 在 p 点 的 切 矢 等 于 v. 

证 明 任 取 一 坐标 系 {x*} 使 坐标 域 含 p， 则 测 地 线 定义 等 价 于 式 (3-3-0. 把 
它 看 作 关于 n 个 待 求 函 数 x*() 的 nn 个 二 阶 常 微分 方程 , 则 给 定 peM 及 vw < 就 
是 给 定 初始 条 件 x(0)=x*1, 及 (d x*/d)b=v* ， 故 有 了 唯一 解 . 口 

注 3 与 定理 2-2-8 类 似 ， 定 理 3-3-4 中 的 “唯一 ”也 应 理解 为 “局 部 唯一 ”. 

以 上 讨论 未 涉及 度 规 ， 从 现在 起 设 流 形 M 上 有 度 规 场 gas. 因为 切 矢 7“ 沿 测 
地 线 平移 ， 而 平移 矢量 的 自我 “内 积 ”go67°7* 为 常数 ， 所 以 guo7“7 沿 测 地 线 
不 变 号 , 这 表明 在 go6 为 洛 伦 兹 的 情况 下 测 地 线 总 可 分 为 类 时 、 类 空 和 类 光 三 大 类 
(不 存在 “不 伦 不 类 ”的 测 地 线 ). 

定理 3-3-5” 测 地 线 的 线 长 参数 必 为 仿 射 参数 . 

证 明 习题 ， 提 示 : 先 证 以 仿 射 参 数 为 参数 的 测 地 线 切 矢 长 度 沿线 为 常数 ， 口 

众所周知 ， 欧 氏 空间 中 两 点 之 间 直 线 ( 段 ) 最 短 ， 现 在 讨论 这 一 结论 在 多 大 程 
度 上 适用 于 带 洛 伦 兹 度 规 的 流 形 (时 空 ) 000000“0000”0 

定理 3.3-6 设 gw 是 流 形 M 上 的 洛 伦 兹 度 规 场 ，p,qe M ， 则 p，g 间 的 光 
滑 类 空 (类 时 ) 曲 线 为 测 地 线 当 且 仅 当 其 线 长 取 极 值 . 

注 4 人 @D 本 定理 也 适用 于 go 为 正定 度 规 的 情况 [这 时 曲线 的 定语 “类 空 (类 时 )” 
略 去 ]，@ 线 长 取 极 值 的 含义 如 下 : 设 C 是 p,q 间 的 类 空 (类 时 ) 曲 线 ， 则 可 对 它 
做 微小 修改 而 得 到 p,q 间 的 与 C“ 无 限 邻 近 ” 的 许多 类 空 (类 时 ) 曲 线 ， 定理 3-3-6 
断定 C 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 其 长 度 在 所 有 这 些 类 空 (类 时 ) 曲 线 的 长 度 中 取 极 
值 . 一 元 函数 (x) 取 极 值 的 条 件 是 一 阶 导数 为 零 ,然而 定理 3-3-6 涉及 的 长 度 1( 看 
作 “ 因 变量 ”) 相 应 的 “ 自 变 量 ”不 是 实数 而 是 曲线 ， 关 心 的 是 从 一 条 曲线 变 到 另 
一 曲线 时 1 的 变化 ， 因 此 ! 不 是 一 元 函数 而 是 泛 函 ， 根 据 变 分 理论 ，! 取 极 值 的 充 
要 条 件 是 ! 的 变 分 8! 为 零 . 

证 明 [选读 ] 

我 们 借用 坐标 系 给 出 证 明 . 设 C(D) 是 曲线 ，xw(ID) 是 其 在 某 坐 标 系 的 参数 表达 
式 ，Ps=C(i)，94=C(2) ， 则 由 式 (2-5-6) 知 道 从 pp 到 gq 的 线 长 可 用 坐标 语言 表 为 


V2 
nf dx der 
增 |g (sw 坚守] dr. (3-3-3) 
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[默认 C(D) 为 类 空 曲线 ， 若 C(1) 为 类 时 ， 则 上 式 括号 内 应 添 一 负 号 ， 对 结果 并 无 影 
响 .] 设 C'() 为 一 “无 限 邻 近 ” 类 空 曲线 ,其 参数 式 x4(1) 满足 x4(f1)=x 人 (h) ， 
X(t)=X4(1z) ， 且 变 分 6x4(1) 三 xX4(1) 一 x4(1) 为 “无 限 小 ”. 这 一 变 分 导致 guv 和 
切 失 分 量 dx /dt 的 微小 改变 依次 为 


Dg 
Bg = gl (D+ Bx" (OI gx (O)= 6x°() 


5 dx4 A” +6x*) dx” _d(8x’) 
dt dt 1 
它们 又 通过 式 (3-3-3) 导 致 1 的 如 下 变 分 : 
1 
6[=—x 
2 
R Pe nH 四 i 
fe | | +g Ge)+ (x 0 上 学 


由 于 线 长 与 曲线 的 参数 化 无 关 ， 可 选择 最 便于 计算 的 参数 .定理 3-3-5 表明 ， 无 
论 曲 线 原来 的 参数 ( 暂 记 作 7) 如 何 ,总 可 选 新 参数 1=1(7) 使 曲线 上 每 点 的 切 和 失 长 度 


A Vy 
归 一 ， 即 8 和 守 -=1( 比 即 线 长 参数 ) 再 注意 到 gur 的 对 称 性 ， 上 式 便 简化 为 


1 人 ) 迪 dr 
of en See )+3 (x 兴学 | 


d dy 188 dx dx” 
. ey . 
[le se el el 


-全 - de» 竺 ea 

| dr 20x” dt dt 

其 中 最 末 一 步 用 到 6x” 在 点 CU) 和 CD) 为 零 这 一 前 提 ， 上 式 表 明 81 对 任 选 的 6x” 
都 为 零 的 充 要 条 件 是 


0o=- 引 8 由 二 上 98ur de dr 
名 出 | 7ax dy 二 


c= dx Ogyo dr dr ,log dr dx 
和 dt ox dt dt 2ar dd 
以 8Po 缩 并 上 式 得 
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dzxp 1 dr dr 
0=- a -8 (8pow -F380) dy hy 

dax? 1 dx dx 
28 (got Ben Be) ar dr 


上 式 正 是 测 地 线 定 义 的 坐标 表达 式 [ 式 (3-3-2)]. 口 

作为 思考 题 ， 请 读者 考虑 如 果 不 取 8jv -=1 将 导 到 怎样 的 结果 . 

一 元 函数 /(%) 的 极 值 既 可 为 极 小 [其 充分 条 件 为 (x) =0 ， "Co > 0]， 也 可 
为 极 大 [其 充分 条 件 为 PC = 0 ，/"(x)<0]， 还 可 既 非 极 小 又 非 极 大 [其 必要 条 
件 为 11x)=0,f"(x) =0]， 与 此 类 似 , 线 长 的 极 值 也 有 上 述 三 种 可 能 ， 讨 论 如 下 . 

先 讨论 gow 为 正定 度 规 的 情况 ， 给 定 p，4 之 间 的 任 一 曲线 ， 总 可 略 加 修改 而 
得 长 度 更 大 的 曲线 ， 故 p，g 间 的 曲线 长 度 无 极 大 可 言 ， 设 C 是 PP，9 间 长 度 极 小 
的 一 条 曲线 ， 由 定理 3-3-6 知 它 必 为 测 地 线 ， 然 而 p，9 间 的 测 地 线 却 未必 长度 极 
小 ， 因 为 极 值 可 以 既 非 极 小 又 非 极 大 ， 例如， 图 3-3 是 一 球面 ， 为 和 为 是 由 南极 


s 到 北极 n 的 两 条 非常 邻近 的 测 地 线 , y 是 另 一 测 地 线 , 曲线 sand 虽 是 * 与 4 间 的 
测 地 线 , 其 长 度 却 并 非 极 小 , 因 其 非常 邻近 的 曲线 sbUy 比 它 还 短 . ” 测 地 线 sand 


的 长 度 之 所 以 不 是 极 小 ， 关 键 在 于 线 上 有 北极 点 n, 它 与 南极 点 *“ 共 罗 ”， 即 存 
在 从 s 到 nn 的 与 测 地 线 X,“ 无 限 邻 近 ” 的 测 地 线 7y,(“ 共 固 点 对 ”的 准确 定义 见 选 


读 7-6-3). 可 以 证 明 , 测 地 线 长 度 取 极 小 值 的 充 要 条 件 是 线 上 不 存在 共 思 点 对 . 欧 
氏 空 间 当 然 没 有 共 二 点 对 ， 因 此 两 点 之 间 直 线 ( 段 ) 最 短 . 


n 


AAA 


d 


nn 


站 


图 3-3 测 地 线 sand 的 长 度 不 取 极 小 值 


再 讨论 gos 为 洛 伦 兹 度 规 的 情况 . 先 看 闵 氏 时 空 这 一 最 简单 特例 . 前 已 说 过 闵 


外 曲线 sbUy 在 b 点 不 可 微 , 严格 说 应 在 b 点 附近 对 它 “ 磨 光 ”, 磨 光 后 的 曲线 的 长 度 与 sbUy 的 长 度 “ 要 
多 接近 有 多 接近 ”- 
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氏 时 空中 直线 与 测 地 线 同 义 ， 设 p，9 间 有 类 时 测 地 线 y 相连 ， 它 是 否 为 Pp，4 间 
的 最 短线 ? 否 . 由 于 类 光 曲 线 长 度 为 零 , 任 一 类 时 曲线 C 都 不 是 最 短线 ， 因 为 总 
可 对 它 略 加 修改 而 成 为 足够 接近 类 光 的 类 时 曲线 C', 其 长 度 小 于 C ( 见 图 3-4). 事 
实 上 ， 类 时 测 地 线 y 非但 不 是 最 短线 ,而 且 是 p，g 间 的 最 长 线 ， 以 2 维 闵 氏 时 空 


为 例证 明 (容易 推广 至 任意 维 闵 氏 时 空 )”、 由 于 7 的 参数 式 x*(t) 为 线性 函数 ， 可 通 
过 洛 伦 效 坐标 的 平移 和 伪 转 动 [ 式 (2-5-19)、(2-5-20)] 选 择 洛 伦 兹 系 {x°,x} 使 其 
坐标 线 与 y 重合. 设 C 是 p，9 间 的 任 一 类 时 非 测 地 线 ， 用 许多 等 ** 线 把 y 分 成 
许多 元 段 ( 见 图 3-5)， 由 闵 氏 线 元 表达 式 


9 


Pp 


图 3-4 给 定 P，4 间 的 类 时 线 C， 图 3-5 测 地 线 是 P，9 间 最 长 的 类 时 线 
总 可 找到 比 它 短 的 邻近 类 时 线 C 


可 知 元 段 pa 和 pb 的 线 长 依次 为 
da= 小 ds = (dxojz+0]=dx0， 
dm=\-(dxojz+dxD] <dx =dly, 


上 述 结果 也 适用 于 其 他 任 一 对 元 段 ， 可 见 /, >1c ， 即 闵 氏 时 空 的 类 时 测 地 线 是 最 
长 类 时 线 . 换 句 话说 , 闵 氏 时 空中 两 点 之 间 ( 类 时 ) 直 线 ( 段 ) 最 长 ， 又 因为 最 长 线 必 
为 测 地 线 ， 所 以 对 闵 氏 时 空 而 言 ， 两 点 间 的 类 时 线 为 最 长 线 的 充 要 条 件 是 它 为 测 
地 线 ， 再 讨论 一 般 时 空 。 设 C 是 p,q 间 长 度 极 大 的 类 时 线 ， 则 由 定理 3-3-6 可 知 
它 是 测 地 线 . 然而 反 过 来 却 未 必 ， 因 为 定理 3-3-6 只 保证 p，g 间 的 类 时 测 地 线 长 
取 极 值 , 不 保证 它 是 极 大 (当然 , 由 于 类 光 曲 线 长 度 为 零 , 它 肯定 也 不 是 极 小 . ) 可 
以 证 明 ， 任 意 时 空中 类 时 测 地 线 长 为 极 大 的 充 要 条 件 是 线 上 不 存在 共 轿 点 对 ， 小 
结 ; 对 任意 时 空中 有 类 时 联系 的 两 点 ， @ 两 点 间 的 最 长 线 是 类 时 测 地 线 ;@ 两 点 
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间 的 类 时 测 地 线 未 必 是 最 长 线 (对 闵 氏 时 空 一 定 是 ); @@ 两 点 间 没有 最 短 类 时 线 . 
[选读 3-3-1] 

用 测 地 线 可 定义 两 个 有 用 概念 ， 即 广义 歼 受 空间 (M, 8ob) 的 指数 映射 和 黎 受 法 
坐标 . 

PeM 的 指数 映射 (cxponential map) 是 从 Vz( 或 其 子 集 ) 到 流 形 M 的 映射 , 记 作 

expp : V, (或 其 于 集 )->M ， 
定义 如 下 : YI eVp，(P, V) 决定 唯一 的 测 地 线 y(1) ， 选 p 为 仿 射 参数 1 的 零点 ， 
则 v" 在 exp, 映射 下 的 像 定 义 为 测 地 线 上 t=1 的 点 , 即 exp, (v") := XDD). 设 0 是 V， 
的 零 元 . 因为 由 (p,0) 决定 的 唯一 测 地 线 是 把 民 (或 它 的 一 个 区 间 ) 的 所 有 点 映 到 p 
点 的 映射 ， 故 expp (0)=p. 然而， 如果 从 M 中 挖 去 点 YX(D ， 即 以 M -{y(GD} 为 背 
景 流 形 ( 见 图 3-6)， 则 U” 在 expn 映射 下 无 像 . 因此 指数 映射 的 定义 域 可 能 只 是 Vp 
的 一 个 子 集 V, ， 即 exp。 : VM .图 3-7 表 明 由 (p, Uv") 和 (pv") 决定 的 两 条 测 
地 线 y(1) 和 YKt) 交 于 9 点 .适当 选择 U” 和 vw" 的 长 度 可 使 9=y(1) =y(1) ， 从 而 
9g=expp (V°)= exp, (v”) ， 

可 见 在 这 种 情况 下 exp, 不 是 一 一 映射 .图 3-6 中 由 于 挖 去 一 点 ， 对 g 点 而 言 就 不 
存在 W eVp 使 9=expo (u”) ,可 见 这 种 情况 下 exp, 不 是 到 上 映射 . 然而 可 以 证 明 ， 
只 要 把 exph 的 定义 域 和 值 域 做 适当 限制 , 则 它 不 但 一 一 到 上 , 而且 是 微分 同 胚 . 请 


看 如 下 定理 : 

定理 3-3-7 vpeM ， 总 可 在 其 切 空间 Vp( 看 作 n 维 流 形 ) 内 找到 含 霍 元 的 开 
子 集 沪 ， 在 流 形 M 中 找到 含 已 的 开 子 集 N， 使 exp。 : 访 , 必 和 N 是 微分 同 胚 映射 ( 见 
图 3-8). 


9=7Y(D=Y(D 


图 3-6 挖 去 点 7(D ， 图 3-7 pp 与 和 wv" 决定 的 两 条 测 地 线 交 于 9g . 选 和 
则 凡 在 exp， 下 无 像 Vv 长 度 使 9=XH1)=y'(1) ， 便 可 知 exp， 不 是 一 一 映射 
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expp 


图 3-8 exp， : 六 一 N 是 微分 同 胚 


证 明 可 参阅 Hawking and Ellis(1973)P.33~34. 

定义 3 peM 的 邻 域 N 称 为 已 点 的 法 邻 域 (normal neighborhood), 若 Vo 存在 
开 子 集 饭 使 expp : 六 一 N 是 微分 同 胚 . 

利用 上 述 微分 同 胚 指数 映射 expp : ,一 NN 可 在 NN 内 定义 坐标 : 任 选 多 的 一 
个 基底 {(e)"}, 把 geN 在 exp, 下 的 逆 像 Us= expy (9)eV 在 此 基底 的 nn 个 分 量 
定义 为 9 点 的 于 个 坐标 ， 这 样 定义 的 坐标 系 称 为 p 点 的 黎 虹 法 坐标 (Riemannian 
normal coordinate) 系 ， 其 坐标 域 为 N. 

定理 3-3-8 设 (N,w) 是 p 点 的 黎 曼 法 坐标 系 , 则 NN 中 过 pp 的 每 一 测 地 线 Xt) 


在 多 映射 下 的 像 W((D) 是 到" 中 过 原点 的 直线 ( 见 图 3-9). 


图 3-9 定理 3-3-8 示意 
证 明 不 失 一 般 性 ， 可 认为 p=Y(0). 记 v?=(0/01)”1, ，9=y() ， 则 
摧 =expp (V1)， 设 9 为 Kt) 的 任 一 点 ，q=Y(tj)， 对 XI) 做 重 参 数 化 ， 选 新 参数 
1=Q (Qa= 常数 ) 得 测 地 线 y(1)=y(1) ， 适 当选 择 常 数 a 可 使 1'(1)=g ， 故 
9=expp (v")， 其 中 
内 =(0/01)" |,=[(0/0)" dt/ dt"], = vr ， 

于 是 4g 点 的 黎 受 法 坐标 值 

xX!(q)=V* =Qav, (3-3-4) 
(其 中 vv 是 vv 在 Vo 事 先 选 定 的 基底 的 分 量 . )7'(D) =g 表明 9 点 的 新 参数 什 
友 =1, 配 以 由 1 二 Qt 导致 的 台 =Q ly 便 得 Q=1g ， 故 式 (3-3- 引 成 为 x(qg)=fg01 人 ， 
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也 可 表 为 zt(t9)=U%ti4， 因 9 是 MD) 的 任 一 点 ， 去 掉 下 标 4 便 得 x*(1)=VIAt ， 
注意 到 = 常数 ,可 知 以 x4(1)=vI 人 1 为 参数 式 的 曲线 YX)) 是 有 R" 中 过 原点 的 
直线 . 向 
定理 3-3-9 (M,g8w) 的 联络 Va 在 p 点 的 黎 曼 法 坐标 系 的 克 氏 符 满足 
Tl=0: 
证 明 过 p 点 的 任 一 测 地 线 H1) 可 借 已 点 的 黎 要 法 坐标 系 表 为 
d2x4 Rd eer gk 
Mo lo 
因为 笋 要 法 坐标 系 (N, w) 把 Ki) 映射 为 R" 中 的 直线 ， 有 d2x41df? =0， 所 以 
.上 并 es 
ar deus a 
过 pp 点 的 任 一 测 地 线 X1) 的 方程 都 可 表 为 上 式 、 以 7T" 代 表 测 地 线 在 pp 点 的 切 矢 ， 
则 上 式 给 出 


as 


We LA=] ,Nn. 
对 每 一 p 值 而 言 ， 上 式 是 关于 n 个 变量 7" 的 二 次 多 项 式 ， 它 对 任意 TY 成 立 便 导 
至 全 部 系数 为 零 ， 即 六 4s 1y， V0 =1 ，…, nn ， 因 而 Tp 1s=0. 口 
[选读 3-3-1 完 ] 
83.4 黎 曼 曲率 张 量 


3.4.1 黎 曼 曲率 的 定义 和 性 质 

导数 算 符 V 的 无 挠 性 保证 (以 品 -名 Va)f =0， 即 VVf 是 个 对 称 的 (0, 2) 
型 张 量 ， 把 算 符 (VV -VVa ) 称 为 导数 算 符 Va 的 对 易 子 (commutator)， 则 VV 的 
无 挠 性 体现 为 其 对 易 子 对 函数 的 作用 结果 为 零 ， 然 而 无 找 导 数 算 符 的 对 易 子 对 
其 他 型 号 的 张 量 场 的 作用 结果 却 未 必 为 零 ， 黎 曼 曲 率 张 量 正 是 这 种 非 对 易 性 的 


表现 . 
定理 3-4-1 设 feF, weF(0,1), 则 
(VV — VV) (fo)=f(Y, VY — VV,) w.. (3-4-1) 
证 明 把 VV (f@.) 和 VV, (fw.) 分 别 展 为 4 项 ， 两 者 相 碱 ， 注 意 到 无 找 性 
条 件 (e)， 便 得 式 (3-4-1). 口 


定理 3-4-2 设 w.,w@!eF(0,D 有 oo bp=wbp， 则 


[CV Ve — Vo Va) oe]lp=[(V, Vo — Vo Va) wc]lp. (3-4-2) 
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证 明 习题 .提示 : 利用 定理 3-4-1. 口 

定理 3-4-2 表 明 (Va Vo。 -VoV) 是 把 p 点 的 对 偶 矢量 w.1, 变 为 p 点 的 (0, 3) 型 张 
量 [(V, VV VV) we]1, 的 线性 映射 做 法 是 : 把 w.1, 任意 延 拓 而 得 一 个 定义 于 p 
点 某 邻 域 的 对 偶 矢量 场 we ， 求 出 (Va Vo -VoW) oo ， 再 取 其 在 p 点 的 值 便 得 映射 
的 像 ， 定 理 3-4-2 保证 这 个 像 与 延 拓 方式 无 关 ， 于 是 (Va Vo -Vi VW) 对 应 于 p 点 的 
一 个 (1, 3) 型 张 量 ， 叫 黎 曼 曲率 张 量 (Riemann curvature tensor)， 记 作 Rew， 又 因 p 
点 任意 ， 故 Rasc4 是 张 量 场 ， 于 是 有 : 

定义 1 导数 算 符 V, 的 黎 曼 曲率 张 量 场 Rs 由 下 式 定义 

(VV — VV) oe = Rope ys veo. es(0, D). (3-4-3) 

黎 曼 张 量 场 反映 导数 算 符 的 非 对 易 性 ， 是 描述 (M, w) 的 内 自 性 质 的 张 量 
场 ， 只 要 选 定 导数 算 符 就 可 谈 及 其 黎 曼 张 量 ， 当 然 ， 对 广义 黎 曼 空间 (M，8guw) 也 
可 谈 及 黎 曼 张 量 , 亦 称 gs 的 黎 曼 张 量 , 是 指 与 gw 适 配 的 那个 导数 算 符 双 的 黎 曼 
张 量 场 . 黎 曼 张 量 场 为 零 的 度 规 称 为 平 直 度 规 (flat metric)， 下 面 证 明 欧 氏 和 闵 氏 
度 规 都 是 平 直 度 规 . 

定理 3-4-3 欧 氏 空间 (R" 6,,) 和 闵 氏 空间 (R" 7,,) 的 黎 曼 曲 率 张 量 场 为 零 . 

证 明 欧 ( 闵 ) 氏 空间 任 一 笛 卡 儿 ( 洛 伦 兹 ) 系 的 普通 导数 算 符 & 是 与 5,. 适 配 的 
那个 特定 的 导数 算 符 ， 而 

(98 ~ O60) = (dx*)a dx’ ), (dx”). (O00s -0,8uoo)=0， Ve., 

故 & 的 Ruse 为 零 . 口 

因此 欧 氏 空间 和 闵 氏 空间 都 称 为 平 直 空间 (flat space). 事实 上 , 闵 氏 空间 在 许 
多 方面 类 似 于 欧 氏 空间 ， 故 又 称 伪 欧 (pseudo Euclidean) 空 间 . 

式 (3-4-3) 反 映 导数 算 符 作用 于 对 偶 矢量 场 的 非 对 易 性 ， 由 此 可 推 知 导 数 算 符 
作用 于 任意 型 张 量 场 T% “sa 的 非 对 易 性 ， 即 推出 用 Rsscd 表述 (VV - 兄 w) 
7T9 as .a 的 公式 ， 我 们 有 以 下 定理 : 

定理 3-4-4 (VV -VV)v =-R ve Vv es, 0). (3-4-4) 

证 明 Yowes9(0.D)， 有 veoo se.9 ， 故 由 无 挠 性 条 件 得 

0= (Va Vs — Ve Va) (Vv.) = Va (VV + OVoV')— Vs (VV, We + Vy) 

=V'Va Vo Oe + We Va VU —V° Ve Va W. — CAAA2E 
从 而 @.(Ve Vo -Vo Va) v° =U (Va WV -Vo Va) .=—U Rap Wy =— ORopg'U’ ， 
于 是 得 式 (3-4-4). [a 

定理 3-4-5 YT% ed du etD 有 
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后 


(3-4-5) 
证 明 略 . 口 
定理 3-4-6 ” 黎 曼 曲率 张 量 有 以 下 性 质 : 
(1) Rosed =-Roccs (3-4-6) 
(2) Ras = 0[ 循 环 (cyclic) 恒 等 式 ]; (3-4-7) 


(3) VieRsad“ =0[ 比 安 基 恒 等 式 ， 比 安 基 (Bianchi) 发 表 于 1902 年 ]; (3-4-8) 
若 M 上 有 度 规 场 8u 且 Vigx =0， 则 可 定义 Raeg = guRuee ， 且 Rss 还 满足 


(4) Ropeg =—Ropae; (3-4-9) 

(5) Ripead = Rogap (3-4-10) 

证 明 

(1) 由 定义 显 见 . 

O) 因 Riapcy ou = YeVeoa -YinVsou=2VioVio ， 故 欲 证 式 (3-4-7) 只 须 证 
ViaVp@c] =0， vao-s9(0,D. (3-4-11) 


由 式 (3-1-8)( 令 其 9。 =0, ) 得 
Va(Vo te) =0,(Vo @) -TVa oe — TT!, Vo a 
=0a(060 —T ,0) -TVa ve TV Oa 
=(8o8o0e — TDWe -WeaT YT VDT (3-4-12) 
故 
VeVaau = Oradp@e] 一 六 dae — Weta 对 op Vade] [acV hlOd ， 
下 标 [abldlc] 中 的 1d1 表 明 4 不 参与 反 称 化 ， 注 意 到 9,0,@. =060,@。 和 和。 
= 人 cs ， 由 定理 2-6-2(c) 可 知 上 式 右 边 每 项 都 为 零 . 
(3) 欲 证 式 (3-4-8)， 只 须 证 weVleRias“=0 Yew,eF(0, 1), 而 
OoVe Rod = Va (Rocd’@e) — Red’ Va ae 
=Va(Vo Ve Wa — Ve Vo @4)— Rocag’ Va We, 
故 woViaRbcyg" = ViaVoVeyWa — ViaVe Voa — Riscal Va 
= ViaVoV ea — VIpVaV ea — Ripedl Va (3-4-13) 
为 求 右边 前 二 项 之 和 ， 先 写 出 它们 去 掉 方 括号 的 表达 式 
Va Vo Ve @a — Vo Va Ve @4 = (Va Vo — Vo Va) Ve 4 = Rape’ Ve 4 + Rapg” Ve ae， 
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其 中 第 二 步 用 到 式 (3-4-5)， 对 下 标 a，b，c 做 反 称 化 ， 注 意 到 式 (3-4-7)， 便 有 
ViaVoV ea — VisVaV ea = Riapal Vode = Ripeal Vale ， 

上 式 表明 式 (3-4-13) 右 边 为 零 ， 于 是 ,VisRejs* =0. 

(4) 把 式 (3-4-5) 用 于 goy ,由 Vsgos =0 得 

0=(VaV — Vo Va) ged = Rape’ Bed + Rapa’ gce = Raped + Rapde ， 

故 式 (3-4-9) 成 立 . 

(5) 留 作 习题 . 000000000000 口 

注 1 设 dimM =n, 则 Rose 的 分 量 R,vo? 共 有 个 . 但 由 于 满足 代数 等 式 (3-4-6)、 
(3-4-7)、(3-4-9) 和 (3-4-10)， 独 立 分 量 数 仅 为 [证 明 见 Bergmann(1976)P.172~174] 

N=n2(n? —1)/12. 

选 定 度 规 后 ,每 个 (0, 2) 型 张 量 To 对 应 于 一 个 (1, 1) 型 张 量 T= g”“7,。 ， 即 矢 
量 空 间 上 的 一 个 线性 变换 ， 其 在 任意 基底 的 分 量 组 成 一 个 矩阵 ， 不 同 基底 对 应 的 
矩阵 互 为 相似 矩阵 ， 故 有 相同 的 迹 ， 其 值 为 ”= g”7,。， 称 为 张 量 7% 的 迹 ， 也 
称 为 Tu 的 迹 ， 类 似 地 ， 给 定 (0, 4) 型 张 量 Rapey ， 原 则 上 可 通过 缩 并 得 到 以 下 六 个 

“ 迹 ” [每 个 “ 迹 ”是 一 个 (0, 2) 型 张 量 ]; gRopcg ，g”Ropeg ，8od Roped ， 8?°Ropod ， 

8”Roved 及 g”Roped . 然而 ， 由 于 黎 曼 张 量 Ree 降 指标 后 所 得 Rao 的 性 质 [定理 
3-4-6 的 (0、(4)、(5)] 及 8“ 的 对 称 性 ， 由 定理 2-6-2 的 (d) 易 见 上 述 六 个 缩 并 中 的 
第 一 、 六 个 为 零 ; 第 二 、 五 个 相等 (理由 : 8g”Rpoy = g”“Rooge ,与 8”Ropcg 实质 一 
样 ， 只 因 要 照顾 指标 平衡 而 不 写 8”Ropeg = g”“ Rpca . ); 第 三 、 四 个 相等 并 等 于 第 
二 、 五 个 之 负 , 故 六 个 缩 并 中 只 有 一 个 独立 , 例如 可 取 8 刀 Ru = Rapc* , 记 作 Rs。， 
称 为 里 奇 张 量 (RicCi en560 应 该 强调 的 是 为 定义 里 奇 张 量 无 需 借用 度 规 ， 因 为 
Roc = Rabe* 天 生 就 有 明确 意义 . Rac 还 可 借 度 规 求 迹 , 即 8“<R.。 ， 记 作 R, 称 
机 率 (SCaIa CURVaiiej 由 式 (3-4-10) 易 证 Ru = Rs . 此 外 还 应 掌握 Rr 的 无 迹 部 
分 ， 叫 外 尔 张 量 ， 定 义 如 下 : 

定义 2 对 维 数 上 > 3 的 广义 黎 曼 空间 ， 外 尔 张 量 (Weyl tensor)Copcy 由 下 式 定义 : 


并 和 
Cabed'= Rosed ~ 3 (8ateRay 一 SheRlo) 二 Dm) se 84) 
定理 3-4-7 外 尔 张 量 有 以 下 性 质 : 
(1) CoO CuenCs Gp=0. (3-4-15) 
(2) Caped 的 各 种 迹 都 为 零 ， 例 如 gCopcy =0. 


证 明 练习 . 
注 2 式 (3-4-14) 说 明 Rases 是 其 无 迹 部 分 Coscs 与 有 迹 部 分 
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之 和 . 
定义 3 广义 黎 曼 空间 的 爱 因 斯 坦 张 量 Gos 由 下 式 定义 
ie Rs 一 十 Rs、 G4-16) 
定理 3-4-8 YeG =0 (其 中 VG = geV.Gw ). G4-1D 


证 明 ”由 比 安 基 恒等式 (3-4-8) 及 (3-4-6) 有 0=V, Roca* + VRopg“ +Vo Rcoa. 指 
标 a 同 e 缩 并 得 0=V, Rbcs” + VRopd” + VReod” = VoRoed” -VeRpa + VoRea: Lg” 
作用 得 
0= 8 Vo Ri — g™ Ve Rog + 8™ Vo Rea 站 
=VR" -VR+V, R=2V,R."~V.R. 
故 V?Gss =V ?Ry -TgwV°R=Y, 局” -3%R=0 ， 其 中 第 二 步 用 到 Rs = Ru ， 第 
三 步 用 到 式 (3-4-18). 口 
爱 因 斯 坦 张 量 Cw 及 其 满足 的 式 (3-4-17) 对 建立 广义 相对 论 的 爱 因 斯 坦 方程 有 
重要 作用 ， 详 见 87.7. 


3.4.2 ”由 度 规 计 算 黎 受 曲率 


设 M 上 给 定 度 规 8u， 由 Vu8ic =0 便 决定 唯一 的 联络 V。 ， 因 而 有 黎 曼 张 量 
Rose". 常见 的 问题 是 已 知 go 欲求 Rove‘. 所 谓 计算 某 张 量 ， 就 是 求 出 它 在 某 基底 的 
分 量 ， 基 底 分 为 坐标 基底 和 非 坐 标 基底 两 大 类 ， 本 小 节 只 讲 用 坐标 基底 求 曲率 的 
方法 ， 用 非 坐标 基底 的 方法 将 在 85.7 和 88.7 介绍 . 

任 选 坐标 系 后 , 度 规 分 量 gwv 便 是 已 知 量 , 满足 gxe =0 的 联络 v。 在 此 坐标 


系 下 的 体现 就 是 它 在 该 系 的 克 氏 符 
六 mv = 了 Ge +8&pvw 一 8uvp)[ 此 即 式 (3-2-107)]. (3-4-19) 


人 jw 有 三 个 具体 指标 , 故 {9j,} 含 台 个 数 . 对 称 性 5, =” 使 这 局 个 数 中 
只 有 (n+ 有 )12 个 独立 ( 当 n=4 时 有 40 个 数 独立 ) 计算 的 第 一 步 就 是 从 已 知 的 
8wwr 求 出 全 部 非 零 的 ww . 

由 黎 曼 张 量 定义 有 Re wy =2 ViaVojw。 ， 其 中 VsVsoe 可 借 式 (3-4-12) 表 为 6 
项 (该 式 共 5 项 ,第 5 项 的 Vwy 又 可 展 为 两 项 ， 即 Beows - 大 ss。 . )， 对 每 项 的 指 
标 a,b 反 称 化 ,注意 到 Gis0bJw. =0 ， 六 tu = Flea =0 ， 便 得 
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d 
Rope 4 =2 (—T tp0a0e ~ WelaT be -Totad0a t+ Taal “bade) 


=-2wa0aT et+2T daT ea VoaeF(0,l). 
故 Rs ==2007 +2 dT, (3-4-20) 
其 坐标 分 量 为 
A A ’ 
NR RY SP Oe te oR i (3-4-20') 


其 路 ?ow =97?,o19x" .由 上 式 又 可 得 里 奇 张 量 的 坐标 分 量 表达 式 
Rh Sy tT Tr 00 
[选读 3-4-1] 
若 度 规 gob 在 某 坐 标 系 的 分 量 gv 全 部 为 常数 ， 则 其 克 氏 符 全 部 为 零 
(六 "ww =0)， 故 由 式 (3-4-20') 可 知 其 黎 机 张 量 Rc” =0 ， 因 而 (至 少 在 该 坐标 域内 ) 


是 平 直 度 规 ， 反 之 ， 车 已 知 gap 的 Roses =0 ， 是 否 一 定 存在 坐标 系 使 84 的 坐标 分 
重 gjw 全 部 为 常数 ? 答案 是 肯定 的 。 请 看 如 下 定理 . 


定理 3-4-9 度 规 场 go 是 (局 域 ) 评 直 的 ( 即 其 Rca =0) 当 且 仅 当 存在 坐标 系 使 
8 由 的 坐标 分 量 全 部 为 常数 . 
证 明 这 一 证 明 在 相当 铺垫 的 基础 上 方 可 给 出 ， 见 下 册 附 录 醋 口 
[选读 3-4-1 完 ] 
[选读 3-4-2] 


式 (3-4-21) 中 含有 rr",。 ， 其 实 许多 计算 都 涉及 这 种 “ 缩 并 克 氏 符 ” 例如 ， 受 
3 维 欧 氏 空间 散 度 六 本 定 义 的 启发 ， 我 们 定义 (M,V。) 的 矢量 场 U? 的 散 度 为 
Vay" ( 而 且 还 常 把 VT% 称 为 张 量 场 7 史 的 散 度 ) 因为 VoUe = BuUe + 大" .0 ,计算 
散 度 时 也 要 涉及 “ 缩 并 克 氏 符 ”J" ， .下面 推导 三",o 的 表达 式 、 由 式 (3-4-19) 得 
Twin = 了 (ga +80 -Bho4) = (des + smgoun) -Dag : 
其 中 最 后 一 步 用 到 8LAI =0， 改写 上 式 为 


1 Og 
To = 人 Fi (3-4-22) 


另 一 方面 ， 由 gj 组 成 的 矩阵 的 行列 式 8 可 借 第 /4 行 展开 为 8= gxA 外 (只 对 4 求 
和 ，4 亿 是 8A 的 代数 余子 式 .)， 故 88/88ui =A 忆 于 是 由 北 短 阵 元 的 表达 式 
8 人 =AY/g 有 


(3-4-23) 


82. 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


因 8 由 是 坐标 x 的 函数 ， 故 8 也 是 ， 且 


D8 _ 388 388m _ ,moBm 


s (3-4-24) 
Ox” Og Ox” Ox®” 
其 中 最 后 一 步 用 到 式 (3-4-23)， 式 (3-4-22) 和 (3-4-24) 结 合 给 出 
re 98 1 el (3-4-25) 


2g0x Vel az 


此 即 “ 缩 并 克 氏 符 ” 表 达 式 ， 散 度 忆 De (作为 标量 场 ) 可 借 任意 基底 求 得 ， 借 用 从 
标 基底 ， 由 式 (3-4-25) 和 局 Ue = Baue+ Tv 易 得 


i -WE Whi (3-4-26) 


作为 应 用 例子 ， 我 们 来 推导 3 维 欧 氏 空 间 中 矢量 场 占 的 散 度 可 .上 在 笛 卡 儿 系 和 球 
坐标 系 的 表达 式 ， 先 把 上 式 改写 为 


FE i 
:5=V,v" =—=— (Vgl v'). 3-4-27 
a glv) ( ) 


(1) 对 笛 卡 儿 系 ，8 =1, .0= = 一 ++ 此 即 熟 知 的 散 度 公式 
x 
(2) 对 球 坐 标 系 ，Vg = rzsing ， 


. 1 0 
9.0= 了 
rzsing 8x (rn 
1 [a(w'r?sing) olir’ sing) ， Ba(var2sing) 
rzsing | Br 80 op Ee 


其 路 ，v?， 是 vr 在 坐标 基底 {(6107)",(3/36)*,(3/9g)") 的 分 量 ， 然 而 一 般 电 
动力 学 书 所 给 的 公式 是 用 ye 在 正 交 归 一 基底 {(e,)", (ep) (ep)} 的 分 量 ( 记 作 
v9, ug )， 注 意 到 
(em =(8/8D， (eg) = 广 (8/89)"， (ep)=(rsing)-!(8/8p)? ， 
有 以 =v vV?=171y9, v=(rsin9) iv? ， 代 入 式 (3-4-27) 便 得 


六 -Ta ， 1 vsing) | 1 av 
or ring 30 rsing 9p“ 


与 电动 力学 书 的 公式 一 致 . [选读 3-4-2 完 ] 
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§3.5 内 应 曲率 和 外 曲率 


根据 直觉 平面 是 平 直 的 ， 曲 面 是 弯曲 的 .说 得 准确 些 ， 这 “平面 ” 和 “ 曲 
面 ”都 是 指 杀 幅 在 3 维 欧 氏 空间 中 的 2 维 面 (后 者 例如 球面 和 柱 面 )， 现 在 问 : 对 
给 定 的 n 维 流 形 ， 可 否 也 仿照 这 一 思路 谈 及 它 是 否 弯曲 ? 只 要 它 能 被 镶嵌 进 n+1 
维 流 形 ， 就 可 这 样 讨论 ， 把 流 形 镶 进 高 一 维 流 形 所 定义 的 曲率 叫 “ 外 曲率 ”， 有 
准确 定义 ( 详 见 第 14 章 )，3 维 欧 氏 空间 中 的 球面 和 圆柱 面 由 这 一 定义 求 得 的 外 曲 
率 都 非 零 ， 同 直观 感觉 吻合 ， 然 而 本 章 介绍 的 黎 曼 张 量 却 是 内 京 曲 率 ， 它 反映 流 
形 M 在 指定 联络 w 后 的 “内 裹 弯曲 性 ”， 无 须 镶 幅 进 高 一 维 的 流 形 去 判断 ， 与 
外 曲率 并 不 相同 [一 般 而 言 ，(M, gas) 中 凡是 只 由 go (而 不 必 嵌 入 高 一 维 流 形 ) 决 定 
的 性 质 都 称 为 (M, gop) 的 内 正 (intrinsic) 性 质 . ].“ 内 豪 弯 曲 性 ”的 “弯曲 ”一 词 反映 
的 只 是 以 下 三 个 等 价 性 质 ， 具 有 这 些 性 质 的 广义 黎 曼 空间 叫 毒 果 堆 间 . 

(1) 导数 算 符 的 非 对 易 性 ， 即 (只 兄 一 Vo Va) o = Rope 04，YVwy EF(0, D， 
其 中 非 零 张 量 场 Ru 被 用 作 内 训 ( 歼 曼 ) 曲 率 的 定义 ， 见 83.4. 

(2) 矢量 平移 的 曲线 依赖 性 

83.2 讲 过 ，(M, VW) 中 两 点 p，4 的 切 空间 W 和 V, 之 间 存 在 一 个 曲线 依赖 的 
平移 映射 ; 对 p, g 之 间 的 一 段 曲线 , p 点 的 任 一 矢量 v" 决定 线 上 的 一 个 平移 矢量 
场 交 (满足 六 ,=v"), 它 在 g 点 的 值 态 4 就 定义 为 ze 的 像 ， 或 说 太 , 是 ze 沿线 
平移 至 4 的 结果 ， 对 欧 氏 、 闵 氏 以 及 所 有 平 直 空间 ， 这 一 平移 与 曲线 无 关 ， 因 此 
在 谈 到 “把 p 点 的 矢量 平移 到 4 点 ”时 不 必 说 明 沿 哪 条 曲线 ， 这 种 简单 性 称 为 平 
移 的 绝对 性 , 是 人 们 十 分 熟悉 的 (你 在 谈 及 把 欧 氏 空间 一 点 的 矢量 平移 到 另 一 点 时 
还 用 说 明 沿 哪 条 曲线 平移 吗 ?， 然 而 弯曲 空间 就 不 如 此 简单 .可 以 证 明 [ 见 
Wald(1984) P.37~38; Straumann(1984) 定 理 5.7. ]， 内 裹 曲率 Reoc 非 零 的 充 要 条 件 
是 存在 这 样 的 闭合 曲线 , 线 上 某 点 的 一 个 矢量 沿线 平移 一 周 后 不 复原 (所 得 矢量 与 
原 矢量 不 等 )， 因 此 平移 同 曲线 有 关 ( 只 存在 曲线 依赖 的 平移 概念 )， 球 面 几何 为 这 
一 现象 提供 了 一 个 简单 而 形象 的 例子 : 

例 1 由 计算 知 3 维 欧 氏 空间 中 的 2 维 球面 ( 配 以 诱导 度 规 ) 的 Rsscs 非 零 (见习 
题 13)， 图 3-10 表明 球面 上 存在 这 样 的 闭合 曲线 abcd( 每 段 都 是 大 圆 弧 )， 矢 量 沿 
它 平移 一 周 后 不 复原 ， 以 图 中 a 点 的 矢量 z 为 例 ， 它 是 测 地 线 ab 的 切 撩 ， 而 测 
地 线 的 切 矢 沿线 平移 , 故 凤 平移 至 b 点 的 结果 是 图 中 的 ze ,与 测 地 线 bc 的 切 和 撩 7” 
正 交 ， 因 平移 保 正 交 性 ， 故 平移 至 c 点 的 结果 如 图 的 w . we 切 于 测 地 线 ac， 
故 平移 至 4 点 所 得 的 zw” 也 应 切 于 ac， 于 是 we zz . 

(3) 存在 初始 平行 后 来 不 平行 的 测 地 线 


“84 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


图 3-10 中 的 两 条 经 线 是 一 个 直观 例子 ， 准 确 含义 见 87.6. 

平 直 空间 的 曲率 张 量 场 Rose 为 零 ， 因 此 不 具有 以 上 三 个 性 质 中 的 任 一 个 ， 具 
体 地 说 ，GD 与 平 直 度 规 适 配 的 导数 算 符 & ( 即 笛 卡 儿 或 洛 伦 兹 系 的 普通 导数 算 符 ) 不 
存在 非 对 易 性 ; @ 矢 量 平移 同 曲线 无 关 ， 因 此 可 谈 及 矢量 的 “绝对 平移 ”; 图 平行 
直线 永 不 相交 . 

具 京 曲率 与 外 曲率 是 不 同 概念 。 例如 ，3 维 欧 氏 空间 中 的 2 维 圆柱 面 的 外 曲 
率 非 零 而 内 裹 曲率 为 零 、 贺 柱 面 可 看 作 平面 上 介 于 两 条 直线 1 和 之 间 的 部 分 在 
两 直线 认同 ( 粘 合 ) 后 的 结果 ( 见 图 3-11)， 由 于 p 点 的 Rase 的 计算 只 涉及 p 点 的 一 
个 邻 域 , p 点 的 Ror 不 会 因 石 和 已 的 认同 而 变 得 非 零 . 


图 3-10 4 点 的 矢量 z 沿 球面 上 闭 曲 线 图 3-11 认同 生得 柱 面 
abca 平移 一 周 后 得 vz#w* 


习 题 
000T1. 放弃 久 定义 中 的 无 挠 性 条 件 (e)， 
(D 试 证 存在 张 量 7“。 ( 叫 挠 率 张 量 ) 使 
VVf -VV =-T Vf, Weg. 
提示 : 令 旬 为 无 找 算 符 , 模仿 定理 3-1-4 证 明 中 的 推导 . 

(2) 试 证 Tu =w Vv -VV uv Vu ,veF(, 0). 

了 设 必 为 矢量 场 ，v" 和 wv 为 wv 在 坐标 系 {x*} 和 {x} 的 分 量 ，A”, =9v"/9x* ， 
4",=0v"/0x”, 试 证 4*, 和 A", 的 关系 一 般 而 言 不 满足 张 量 分 量变 换 律 . 提示 :利用 vr 与 ww 
之 间 的 变换 规律 . 

-3. 试 证 定理 3-1-7. 

ly a Y ran a 
4. 用 下 式 定义 了 ,,: Ea 的 -六 ( 襄 ] ， 试 证 
(a) ,= (提示 : 利用 只 的 无 挠 性 和 坐标 基 矢 间 的 对 易 性 . ); 
(b) ww =v + 六 "go ( 注 : 这 其 实 是 克 氏 符 的 等 价 定义 . ). 
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0000 75. 判断 是 非 : 
(1) V,(dx’), =0; 
2) v=(V XO (dr), ; 
(3) vv 0.v° )(O/Ox*) (dx ; 
(4) v=(0/OxY Vv ; 
(5) ws =(0/0x*) Vw". 

6. 设 C(D) 是 {x*} 的 坐标 域内 的 曲线 ，x*(1) 是 C(n) 在 该 系 的 参数 表达 式 ，v" 是 CD) 上 的 矢 

量 场 ， 令 Dv/dr = (dx*),(3/91)*Vv" ， 试 证 
Dv’/dr=dv’ /dt+ I”,,v" dx" (1D)/dr. 
0000 77. 求 出 3 维 欧 氏 空间 中 球 坐标 系 的 全 部 非 零 T,, . 
8. 设 1 是 民 的 一 个 区 间 , C : 5 一 M 是 (M,) 中 的 曲线 , 试 证 Ys, re/ ,平移 映射 
WW :Ves 一 Yem ( 见 图 3-2) 是 同 构 映射 . 

“9. 试 证 定理 3-3-2、3-3-3 和 3-3-5. 

“10. (a) 写 出 球面 度 规 ds? = R*(d0? + sin2bdw?) (R 为 常数 ) 的 测 地 线 方程 ; (b) 验证 任 一 大 图 
弧 ( 配 以 适当 参数 ) 满 足 测 地 线 方程 ， 提 示 : 选 球面 坐标 系 {9, 9} 使 所 给 大 圆 弧 为 赤道 的 一 部 分 ， 
并 以 9 为 仿 射 参数 . 

“11, 试 证 定理 3-4-2. 

*12. 试 证 式 (3-4-10). 

“13. 求 出 球面 度 规 ( 见 题 10) 的 黎 曼 张 量 在 坐标 系 [9, 9} 的 全 部 分 量 . 

14. 求 度 规 ds = 22z(t, (de2 +dx) 的 黎 曼 张 量 在 {1, x} 系 的 全 部 分 量 (在 结果 中 以 器 和 
42' 分 别 代表 函数 介 对 + 和 x 的 偏 导数 ). 

15. 求 度 规 ds* = 2 ”(-de +dz*)+z(dx? +dy”) 的 黎 曼 张 量 在 {1,x,y,z) 系 的 全 部 分 量 . 

16. 设 a(z)， PB(z) ,7y(z) 为 任意 函数 ，h=1+a(z)x+ PB(z)y+Xz) ， 求 度 规 

ds* =-df? + dr? +dy? +hrdz? 

的 黎 曼 张 量 在 {1,x,y,z} 系 的 全 部 分 量 . 

17. 试 证 2 维 广义 黎 曼 空间 的 爱 因 斯 坦 张 量 为 零 ， 提 示 : 2 维 广义 歼 曼 空 间 的 黎 受 张 量 只 
有 一 个 独立 分 量 . 


第 4 章 ， 李 导数 、Killing 场 和 超 曲 面 


84.1 流 形 间 的 映射 
设 M、N 为 流 形 ( 维 数 可 不 同 )，4 : M 一 N 为 光滑 映射 ， 以 .Fw 和 . 坎 分 别 代 
表 M 和 N 上 光滑 函数 的 集合 ，.2 (ke 有 和 允 (k 四 分 别 代表 M 和 上 光滑 (k, 
型 张 量 场 的 集合 . # 自然 诱导 出 一 系列 映射 如 下 
定义 1 赃 回 GET655 司 师 射 礁 : 元 一 .96 定义 为 
JJwnp， vfe%, peM, 
即 Gf=f op， 见 图 4-1. 


图 4-1 yf 的 定义 


由 定义 1 不 难 证 明 : 
( $8" :所 元 是 线性 映射 即 
plaf +Pe)=ag(f)+thh(g) vi, ge a, PeR. 
(2) 从 (78)= 从 (太太 (8)， Vi, g eh: (4-1-1) 
定义 2 对 MM 中 任 一 点 p 可 定义 推 前 (Push forwatdgj 屿 射 观 : V 一 Vycp) 如 下 ， 
VYv"eV, ， 定 义 其 像 pv”eVy(p) 为 
(ho) :v0f), ve%. (4-1-2) 
0000 还 应 证 明 (习题 ) 这 样 定义 的 wv" 满足 $2.2 定义 2 对 矢量 的 两 个 要 求 ， 从 而 确 
是 风门 点 的 矢量 许多 文献 也 把 四 称 为 少 的 志 晓 庙 , 
定理 4-1-1 不: V 下 Vetp) 是 线性 映射 ， 即 
pau +B )=apu +Bhv", Vu’, v" eV,, a, PeR. 
证 明 习题 . 0000 口 
定理 4-1-2 设 C (0 是 M 中 的 曲线 ，7” 为 曲线 在 C(to) 点 的 切 矢 , 则 pT < 
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Victw) 是 曲线 (CO?) 在 WC(i0)) 点 的 切 和 撩 (他 线 切 笑 的 像 是 曲线 像 的 切 笑 》 
证 明 习题 .提示 : 利用 曲线 切 矢 定 义 [ 式 (2-2-6)].0000 刁 
定义 3 拉 回 映射 可 按 如 下 方式 延 拓 至 办 : 名 (0 0 一 2r(0 0 
YT Ee 元 (0, 1), 定义 6'TEe. 天 (0,) 为 
(从 To := Tao pep) (ho) (p01), 
VpeM, Vi,*%,V EV, (4-1-3) 
定义 4 ”vpeM ， 推 前 映射 加 可 按 如 下 方式 延 拓 至 内 : 久 ,(k, 0) 一 
哆 (kt, 0) [ 即 外 是 把 p 点 的 ，0) 型 张 量变 为 9p) 点 的 同型 张 量 的 映射 ]: 
YT e 久 (Kk,0) ,其 像 &%Te 哆 ,,(k,0) 由 下 式 定 义 : 


tp 


(GbTY (oODa (oa = Tp) (ga ， 
Valve ok EVA 

其 中 (从 o) 定 义 为 (人 ojov :=@ ($0)” YI eV,. 

注 1 定义 2 无 非 是 定义 4 在 k=1 时 的 特例 .把 标量 场 称 为 (0, 0) 型 张 量 场 ， 
则 定义 1 无 非 是 定义 3 在 1= 0 时 的 特例 . 定义 3 表明 拉 回 映射 人 能 把 N 上 的 (0, D 
型 张 量 场 变 为 M 上 的 同型 张 量 场 , 是 场 变 为 场 的 映射 ; 而 根据 定义 4, 推 前 映射 办 
只 把 履 中 一 点 p 的 (k, 0) 型 张 量变 为 其 像 点 p(p) 的 同型 张 量 ， 可 否 将 和 % 延 拓 为 把 
M 上 的 (k, 0) 型 张 量 场 变 为 N 上 的 同型 张 量 场 的 映射 ”在 一 般 情况 下 不 能 . 以 矢量 
场 为 例 ， 关 键 在 于 ， 给 定 M 上 一 个 矢量 场 w 后 ， 要 定义 N 上 的 像 矢量 场 bv 就 要 
对 和 的 任 一 点 4 定义 一 个 矢量 , 而 这 势必 涉及 4 点 的 逆 像 #7!(q) [可 比照 定义 3 理 
解 . 根据 定义 3, 儿 可 把 N 上 的 场 工 变 为 M 上 的 场 办 7 ,而 为 了 定义 g'T 在 M 的 
任 一 点 p 的 值 ， 自 然 要 用 到 7 在 p(p) 点 的 值 ，]， 如 果 #p 不 是 到 上 映射 , 则 1(q) 
可 能 不 存在 , 从 而 无 法 用 #'(q) 点 的 作为 式 (4-1-2) 右 边 的 v; 如 果 # 不 是 一 一 映 
射 , 则 北 像 六 '(q) 可 能 多 于 一 点 ,从 而 无 从 确定 该 用 哪 一 逆 像 点 的 作为 式 (4-1-2) 
右边 的 v .这 暗示 ,如 果 #p 只 是 光滑 映射 ， 则 和 办 未 必 能 把 场 推 前 为 场 ， 然 而 ， 如 果 
8: M 一 N 是 微分 同 胚 映射 ， 则 上 述 困难 不 复 存在 ， 推 前 映射 四 可 看 作 把 M 上 
(k,0) 型 张 量 场 变 为 V 上 同型 张 量 场 的 映射 ， 即 办 : 元 ,(k,0) 忆 .大 (k, 0). 再 者 ， 
由 于 入 "存在 而 且 光滑 ,其 拉 回 映射 "把 .元 (0,1) 映 到 ,大 (0,1) ,这 可 看 作 # 的 扒 
前 映射 四 ， 于 是 和 又 可 进一步 推广 为 和 : 霹 (k,D) 坟 夺 (k,1) .例如 ， 设 
Te Ry 有) ， 则 (GT) e 鸡 (LD 定 义 为 


($T)s ly wa” = Tlicg (bo) GV) VgeN, waeVy, vreV,, 
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其 中 (g'v)* 应 理解 为 (p71v)*. 同 理 ， 拉 回 映射 也 可 推广 为 89” : 驳 (k 门 一双 ( 人 站. 
推广 后 的 各 入" 仍 为 线性 映射 ， 而 且 互 逆 . 
设 $ :M 一 N 是 微分 同 胚 ，peM ，{x*} 和 {y“} 分 别 是 M 和 AN 的 局 部 坐标 
系 ， 坐标 域 01 和 0, 满足 peO, 9(p)eO,. 于 是 pe 六 '[0,]，# 为 微分 同 胚 保证 
M 和 WN 维 数 相 等 , 故 {x*} 和 {y“} 的 4 都 是 从 1 到 n. 微 匣 同 胚 本 是 点 的 变换 导 但 
和 可 等 帮 开 看 帮 五 和 标 变 秋生 到 为 可 用 ¢ :M 一 N 在 [0,] 上 定义 一 组 新 坐标 
{x*} 如 下 : Vqef"'[O,] ,定义 x%(g) := y*(p(q)) .可 见 微分 同 胚 映射 9 在 p 的 邻 
域 O1 几 V7'[0,] 上 自动 诱导 出 一 个 坐标 变换 x** 卢 x*， 由 定理 4-1-2 不 难 证 明 
YqeOiNyg""[0;] 有 
$[(O/Ox) 1= 0/0) co ， (4-1-4) 
由 此 又 可 证 明 
[dx l= (dy’), hey) (4-1-5) 
于 是 对 微分 同 胚 映射 g : M > 就 存在 两 种 观点 : @ 主 动 观点 (active viewpoint)， 
它 如 实地 认为 是 点 的 变换 [把 p 变 为 Wp) ] 以 及 由 此 导致 的 张 量变 换 [把 p 点 的 张 
量 T 变 为 8(p) 点 的 张 量 &T]; @ 被 动 观点 (passive viewpoint), 它 认为 点 p 及 其 上 
的 所 有 张 量 7 都 没 变 , $ : M -> N 的 后 果 是 坐标 系 有 了 变换 (从 {x“} 变 为 {z%] ). 这 
两 种 观点 虽然 似乎 相去 甚 远 ， 但 在 实用 上 是 等 价 的 .下 面 的 定理 可 以 看 作 等 价 性 
的 某 种 表现 . 
定理 4-1-3 (GT op =T vTeR(k,l), (4-1-6) 
式 中 左边 是 新 点 8(p) 的 新 张 量 办 7 在 老 坐标 系 {y“} 的 分 量 , 右边 是 老 点 p 的 老 张 
量 工 在 新 坐标 系 {x*} 的 分 量 . 
证 明 习题 . 口 
注 2 式 (4-1-6) 是 实数 等 式 ， 左 边 是 由 主动 观点 (认为 点 和 张 量变 了 而 坐标 系 
没 变 ) 所 得 的 数 , 右边 是 由 被 动 观点 (认为 点 和 张 量 没 变 但 坐标 系 变 了 ) 所 得 的 数 . 两 
边 相等 就 表明 两 种 观点 在 实用 上 等 价 . 
例 1 设 定理 41-3 中 的 T%" .是 矢量 v*， 令 w =v? eVin ， 则 由 式 
(4-1-6) 不 难 证 明 
ur =v" (Ox'* /Ox") bb (4-1-7) 
[选读 4-1-1] 
现在 进一步 说 明 主 、 被 动 观点 的 等 价 性 ， 设 Ta 是 流 形 M 上 的 张 量 场 ， 则 它 
在 坐标 系 {x"} 的 分 量 Tov(xz) 是 坐标 xz 的 一 组 函数 ， 设 有 坐标 变换 
{xX?} 玉 {Xx}, 则 Ts 在 {x”} 系 的 分 量 T,(x”) 是 誉 标 x” 的 一 组 函数 ， 两 组 隙 教 
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一 般 不 同 ( 指 函 数 关系 Tuv 和 Tv 不同， 至 于 自 变 量 用 什么 符号 则 无 所 谓 ，)， 要 从 
函数 组 Tuv 出 发 获得 另 一 函数 组 Ti ,只 须 进 行 坐标 变换 而 不 必 对 流 形 的 点 及 张 量 
做 变换 ， 即 无 须 借助 于 流 形 间 的 映射 以 及 它 诱导 的 对 张 量 的 映射 ， 这 可 称 为 获得 
新 函数 组 了 ,的 “被 动 途 径 ”， 然而， 采取 如 下 的 “主动 途径 ” 也 可 收 到 相同 效 
果 . 设 N 是 另 一 流 形 且 存在 微分 同 胚 映射 9 : M 一 N ， 则 全 ,= 和 Twp 是 N 上 的 张 
量 场 ， 且 也 在 N 上 坐标 系 {32 } 的 分 量 宛 (2) 也 是 一 组 函 教 ， 其 函数 关系 下 ,一 
般 也 与 Tv 不同， 这 途径 涉及 点 的 变 挨 ( 尹 :MN ) 及 张 量 场 的 变换 
(起 :Ts 上 宛 ) 而 不 涉及 坐标 变换 ,这 正 是 主动 观点 的 特征 . 为 保证 殊途同归 ， 即 
由 主 、 被 动 途径 得 到 的 新 函数 组 亿 , 和 Ti, 相同 ， 只 须 令 主 动 途径 中 的 微分 同 县 
及: M 一 N 在 M 上 诱导 的 坐标 变换 恰 为 被 动 途径 中 的 坐标 变换 fr"] {x”}， 事 
实 上 , 设 peM ，g=9(p)eN， 则 
Tl" (9)=D b= ($7) d= Tl,= T(x (p)=T,(y"(q)) , 

其 中 第 三 、 五 步 分 别 用 到 定理 4-1-3 和 “#p: MN 诱导 的 坐标 变换 恰 为 
{x?} 一 {x”} ”的 要 求 . 上 式 表 明了 iv(y")= Tv(y5)， 即 函数 关系 帮 ， 和 Tv 相同 ， 

以 上 只 是 说 明 主 、 被 动 观点 在 实用 中 的 等 价 性 的 一 例 ， 其 中 关键 一 步 用 到 定 


理 4-1-3. 这 再 次 表明 此 定理 是 这 一 等 价 性 的 某 种 体现 . [选读 4-1-1 完 ] 
[选读 4-1-2] 
本 选读 补充 几 个 有 用 的 定理 . 
定理 4-1-4 设 p : M 一 为 光滑 映射 ， 则 YTe 鸡 (0.D) ， T'e 太 %(0,1) 有 
PTT)=6°(T) G(T). (4-1-8) 
证 明 请 读者 补 上 抽象 指标 后 给 出 证 明 . 口 
定理 4-1-5 设 p :M 一 N 为 光滑 映射 ， 则 vT e%,(k,0), T'e%%,(k",0) 有 
(TT)=$(T) G(T"). (4-1-9) 
证 明 请 读者 补 上 抽象 指标 后 给 出 证 明 . 口 
定理 4-1-6 设 乃 : M 一 NN 是 微分 同 胚 , 则 YT ey(k,1)，T'e Gh(k,!) 有 
ITT)=G.(T) G(T"). (4-1-10) 


注 3 (上 式 是 N 上 的 张 量 场 等 式 ， 而 式 (4-1-9) 只 是 点 G(p)eN 的 张 量 等 
式 ，D 上 式 的 大 换 为 从 也 成 立 ， 但 式 中 的 工 和 T' 应 看 成 NN 上 的 张 量 场 ， 新 公式 
应 看 作 M 上 的 张 量 场 等 式 . 

证 明 练习 . 口 

定理 4-1-7 设 少 : M 一 N 是 微分 同 胚 ， 则 息 ( 及 从 ) 与 缩 并 可 交换 顺序 . 

证 明 铁证 (CT)=C($&T) ， 先 以 MH 上 了 张 量 场 T% 为 例 ， 这 时 
办 (CT)=C( 人 办 7) 是 N 上 的 标量 场 等 式 ， 只 须 证 明 它 对 任 一 己 EM 的 像 点 g(p)eN 
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成 立 . 设 {(eu)*} 和 {(e/)} 是 己 的 一 个 基底 及 对 偶 基 底 , 则 To =TA (eu)s(e")p. 由 
式 (4-1-10) 得 

HbT', = (把 T4 G(s) Gale"),] ， 
故 CGT) = (pT Gles) JG.(e"),]. 
取 (ey)* 和 (e)。 分别 为 式 (4-1-4) 的 (313x%)* 和 式 (4-1-5) 的 (dxw)。， 则 

Ih.(es) Ih.(e"),]= (6/109) dx"), =6°,,. 
(其实 可 证 明 对 p 点 的 任 一 {(ey)"} 和 ((e”)。} 都 有 [和 (ey) ][h&(e")。]=6".) 因而 
C$T)=($T™,) 60", =h(T*,6",)= (TY,) = (CT). 


请 读者 把 这 一 证 明 推 广 到 MH 上 任意 型 号 的 张 量 场 . 口 
[选读 4-1-2 完 ] 
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82.2 未 讲 过 ，M 上 的 一 个 光滑 矢量 场 z 给 出 一 个 单 参 微分 同 胚 群 $. 了 设 
7 是 M 上 的 光滑 张 量 场 ， 则 内 7 也 是 同型 光滑 张 量 场 ， 其 中 太 是 单 参 微分 
同 胚 群 4 的 一 个 群 元 ， 这 两 个 张 量 场 在 点 pe M 的 值 之 差 几 T -TD 是 也 
点 的 张 量 , 它 与 + 之 商 (VT 1 -7 1,)1+ 在 + 趋 于 零 时 的 极限 可 看 作 张 量 场 
7 在 p 点 的 某 种 导数 ， 于 是 有 以 下 定义 : 


定义 1 -91% .= 16Te = (4-2-1) 


称 为 张 量 场 T”“。.。 沿 矢量 场 w 的 李 导 数 (Lie derivative)( .多 中 的 5 不 写 为 ww ， 
以 免 误解 . ). 

注 1 因 如 为 线性 映射 , 故 李 导 数 是 由 .%(k,1) 到 .%(k,1) 的 线性 映射 由 式 
(4-2-1) 及 定理 4-1-7 还 知 多 同 缩 并 可 交换 顺序 . 

定理 42-1 %f=v(f),， vfeF. (4-2-2) 

证 明 VYpeM , 设 C(1) 是 pg 过 p 点 的 轨道 , p=C(0), 则 $(p)=C(D) 且 wv? lp 
= (8/80) 是 C() 在 p 点 的 切 矢 ( 图 4-2)， 故 


外 若 凡 不 完备 ， 则 只 能 给 出 单 参 微分 同 胚 局 部 群 ， 本 节 只 涉及 局 部 性 质 ， 无 须 明确 区 分 局 部 和 整体 - 
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本 re 
Hf tim hf ,= lim tf Hp) -fp)] 


=limi[f(C() -fCON= Efe Olof),. 品 


用 DJ)= CD 


p=C(0) 
图 4-2 定理 4-2-1 证 明 用 图 
下 面 以 n = 2 为 例 介绍 一 种 对 计算 李 导 数 很 有 用 的 坐标 系 ， 设 (za,x2] 为 坐标 
系 , 则 局 坐标 线 和 忆 坐 标 线 组 成 坐标 “网 格 ”， 欲 知 坐标 域 中 某 点 的 坐标 ， 只 须 
看 它 位 于 网 格 的 哪 两 条 坐标 线 的 交点 . 求 李 导 数 时 总 要 给 定 矢量 场 v” ,可 以 选 定 
它 的 积分 曲线 为 坐标 线 (! 充当 x), 再 相当 任意 地 选 定 男 一 组 与 这 组 曲线 横 截 ( 即 
交点 上 两 线 切 矢 不 平行 ) 的 曲线 作为 x 坐标 线 ， 这 样 得 到 的 坐标 系 称 为 矢量 场 ve 
的 适 配 坐 标 系 "(adapted coordinate system)， 换 句 话说， 矢量 场 ye 就 是 其 适 配 坐标 
系 的 第 一 坐标 基 矢 场 ， 即 z” =(3/9x')* .以 上 讨论 可 推广 至 任意 维 流 形 . 
定理 4-2-2 张 量 场 T”“。.。 沿 v 的 李 导数 在 ze 的 适 配 坐标 系 的 分 量 
人 
(HT = (4-2-3) 
Ox 
注 2 上 式 左边 在 坐标 变换 时 满足 张 量变 换 律 而 右边 则 否 ， 故 不 能 改写 为 张 
量 等 式 . 
证 明 仅 以 上 =2, 上 =1= 1 为 例 (容易 推广 至 一 般 情况 ). 因 $" = (办 -= 办 ，。， 
式 (4-2-1) 在 任 一 坐标 系 (现在 取 适 配 坐 标 系 ) 的 分 量 式 为 
(2T) l= IT DJ 一 (4-2-4) 


令 9= 内 (P) ， 因 式 (4-2-4) 只 涉及 p 点 附近 的 情况 ， 总 可 认为 p,q 点 都 在 同一 适 配 
坐标 域内 ， 对 乡 , 而 言 ，9 为 老 点 , p 为 新 点 ， 故 由 式 (4-1-6) 得 


jp Aro 
地 9 4 (4-2-5) 
9 


($nT),, =7™, 


吕 


| xD 


式 中 x 为 适 配 ( 老 ) 坐 标 ，x* 是 由 #, 诱导 的 新 坐标 上 式 右边 涉 及 新 老 坐标 间 的 
偏 导数 在 4 点 的 值 ,要 计算 就 须 找 出 9 点 的 一 个 小 邻 域 N 内 的 坐标 变换 . VF EN ， 


@ 只 要 某 点 的 内 =0 ， 总 可 在 它 的 一 个 邻 域内 定义 适 配 坐标 系 - 
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记 万 = 少 ,( 了 ) ， 由 适 配 坐标 的 定义 知 妇 ( 了 ) = 局 ( 万 + t， 邓 ()=x(B) ,而 按 定义 ， 
乡 在 所 诱导 的 新 坐标 则 为 z2( 了 )= (5) ，x”( 引 )= 台 (BD)， 故 x"(9)= xt(9)-1， 
Xx( 四 = 大 (G) .因为 W 内 任 一 点 ， 故 对 N 有 x" =xi-+，x?=x? ， 求 导 得 
(Ox'*/0x?) l=6*, 3 (Ox” /Ox" ) l= 6°, ， 于 是 式 (4-2-5) 成 为 ($1.7), b= Te kh 
代 信 式 (4-2-4) 便 得 (2%T)*, 1,=6T*, 10x! 1, 


由 定理 4-2-2 可 知 多 满足 菜 布 尼 欧 律 . 
定理 4-2-3 Zu =[v, uy ， Vu’, ve F(1,0), (4-2-6) 
或 者 ,借助 于 对 易 子 的 表达 式 (3-1-13)， 有 
Dur = Vu ~ WV, (4-2-6') 


其 中 Vs 为 任 一 无 挠 导数 算 符 . 

证 明 待 证 命题 是 矢量 等 式 ， 只 须 证 明 它 在 某 一 坐标 系 的 分 量 等 式 
(-%w)* = [wz 成 立 . 最 方便 的 当然 是 适 配 坐标 系 . 设 v 的 适 配 坐标 系 {x%} 的 普 
通 导 数 算 符 是 & ， 则 

[v, u}* =(dx’),lv, uy =(dx’), (v0,u®— usOpv®) = vO,u’ 
=U(u’) =0u’ /Ox =(Zu)’, 

其 中 第 三 步 是 因为 v* = (6/6x') 导致 ve =0 ， 第 四 步 用 到 导数 算 符 定义 的 条 件 
(d)， 最 后 一 步 用 到 式 (4-2-3). 口 
定理 4.2-4 ws = Yo to Vr, Vv egl(,0), w,eF(0,1), 

(4-2-7) 
其 中 Vv 为 任 一 无 找 导 数 算 符 . 
证 明 习题 . 提示 : 用 定理 4-2-3 及 4-2-1, 后 者 给 出 多 (wuue)= vbV(wsua) ， 


口 
定理 4-2-5 
大 了 
Ee = VT -re + PT he Vay 
= YE 
VvTeF(k,1), ve (1,0)，Va 为 任 一 导数 算 符 . (4-2-8) 
证 明 练习 . 口 


84.3 ”Killing 矢量 场 
本 章 至 此 未 涉及 度 规 及 与 之 适 配 的 导数 算 符 , 李 导数 的 定义 不 要 求 流 形 M 有 
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附加 结构 ， 但 若 M 上 选 定 了 度 规 场 gu， 则 对 微分 同 胚 映射 : M - M 还 可 提出 
更 高 的 要 求 ， 即 办 8 = gop. 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 1 ”微分 同 胚 4 M -> M 称 为 等 雇 规 酉 庙 简称 等 度 规 Gsomeig 朋 若 
"gap = gab* 

注 1 Q@ 等 度 规 映 射 是 特殊 的 微分 同 胚 映射 ， 其 特殊 性 在 于 “ 保 度 规 ” 性 ， 
即 办 gu =8u .注意 这 是 张 量 场 的 等 式 ， 其 含义 是 每 点 p 的 两 个 张 量 gp 和 
办 8 由 相等 . @ 由 分 "。 从 = (gg ) = 恒 等 映 射 [见习 题 5(e)] 易 见 p: M 一 M 为 
等 度 规 映射 当 且 仅 当 fp"! : M -> M 为 等 度 规 映射 

流 形 M 上 众多 矢量 场 中 有 一 类 特殊 矢量 场 ， 即 光滑 矢量 场 .每 一 光滑 矢量 场 
给 出 一 个 单 参 微分 同 胚 群 ” 如果 M 上 指定 了 度 规 场 gw， 则 众多 光滑 矢量 场 中 还 


可 挑 出 特殊 的 一 个 子 类 , 其 中 每 个 矢量 场 给 出 的 单 参 微分 同 胚 群 是 单 参 等 度 规 群 ， 
即 每 个 群 元 办 : M 一 M 是 M 上 的 一 个 等 度 规 映射 . 于 是 有 以 下 定义 : 


定义 2 (M, gap) 上 的 矢量 场 2° 称 为 Kilii@ 矢量 场 ， 若 它 给 出 的 单 参 微分 同 
胚 (局 部 ) 群 是 单 参 等 度 规 ( 局 部 ) 群 .等 价 地 (有 余力 的 读者 可 自 证 )，6" 称 为 Killing 
矢量 场 , 若 .%%gos =0. 000000000000 

定理 4-3-1 6 为 Killing 矢量 场 的 充 要 条 件 是 满足 如 下 的 Killing 方程 : 

V+Véa=0, 或 Yo 如 =0， 或 V6 = Vlash]: 
(其 中 满足 Vg =0) (4-3-1) 

证 明 0=%%gop=6°V. gop+ gepVaE" + goc VE =Vab,+ VE , 
其 中 第 二 步 用 到 式 (4-2-8). B 

定理 4-3-2 若 存 在 坐标 系 {x*} 使 go 的 全 部 分 量 满足 gm/ax =0 ， 则 
(8/8x)" 是 坐标 域 上 的 Killing 矢量 场 . 

证 明  {x%} 是 (3/ax0)* 的 适 配 坐标 系 .， 由 式 (4-2-3) 得 (220jpu8)uv = 
Bagm/az =0， 故 号 bu8uw=0， 即 (3/8xz)" 为 Killing 矢量 场 . | 


定理 4-3-3 设 6 为 Killing 矢量 场 , 7 为 测 地 线 的 切 矢 , 则 7°V, (7T*6,)=0， 
killingODOOoo0oo0o000000 


即 7 名 在 测 地 线 上 为 常数 . 
证 明 7*V, (GT 名)= 名 TVoT +ToTV, 名 =TT ,名 =0， 其 中 第 二 步 用 到 
测 地 线 定义 ， 第 三 步 用 到 定理 4-3-1( 即 V 包 =Vi。 驻 ) 及 定理 2-6-2(d). 口 


设 包 ， 太 是 Killing 矢量 场 ，x，P 是 常 实数 ， 则 由 Killing 方程 的 线性 性 知 
ae + pn" 也 是 Killing 矢量 场 . 不 难看 出 M 上 所 有 Killing 矢量 场 的 集合 是 个 矢 


不 要 求 矢量 场 完备 ， 谈 到 矢量 场 的 单 参 微分 同 胚 群 时 ， 对 非 完备 矢量 场 是 指 其 单 参 微分 同 胚 局 部 群 . 
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量 空间 ， 还 可 证 明 (习题 ) 对 易 子 [6, 7 也 是 Killing 矢量 场 . 

定理 4-3-4 (M, gas) 上 最 多 有 n(n+1)/2 个 独立 的 Killing 矢量 场 (n= dimM)， 
即 M 上 所 有 Killing 矢量 场 的 集合 (作为 矢量 空间 ) 的 维 数 小 于 等 于 n(n+1)/2. 

证 明 见 Wald(1984)P.442~443. 口 

注 2 @ 等 度 规 映 射 可 看 作 一 种 “ 保 度 规 ” 的 对 称 变换 ， 所 以 一 个 Killing 矢 
量 场 代表 (M，gas) 的 一 个 对 称 性 ， 具 有 n(n+1)/2 个 独立 Killing 矢量 场 的 广义 黎 曼 
空间 (M,，gaw) 称 为 最 高 对 称 性 空间 ，@@ 寻 找 (M，gap) 的 全 体 Killing 矢量 场 的 一 般 方 
法 是 求 Killing 方程 的 通 解 . 然而 对 某 些 简单 的 (M, gas) 还 存在 容易 得 多 的 方法 . 下 
面 仅 举 数 例 . 

例 1 找 出 下 列 广义 黎 曼 空间 的 全 体 独立 的 Killing 矢量 场 . 

(1) 2 维 欧 氏 空间 (R?, 5,,). 设 {x, 7} 为 币 卡 儿 坐 标 系 , 则 ds? = dz2 +dy? ， 即 
欧 氏 度 规 & 在 此 系 中 的 全 部 分 量 为 常数 ， 故 由 定理 4-3-2 知 (0/9x)* 和 (6/9y)* 为 
Killing 矢量 场 ， 我 们 相信 欧 氏 空间 有 最 高 对 称 性 ， 由 定理 4-3-4 可 知 n=2 时 应 有 
3 个 独立 的 Killing 场 . 果然 , 若 改 用 极 坐标 系 , 便 有 ds? =dr?+r?dgp?， 可 见 欧 氏 
度 规 6s 在 此 系 中 的 全 部 分 量 与 9 盛 关 ， 所 以 由 定理 4-3-2 可 知 (0/09)* 为 Killing 
矢量 场 ， 它 在 笛 卡 儿 系 的 坐标 基底 的 展开 式 为 (8/8p)” =-y (6/9x)* +x (6/0y)”. 
展开 系数 与 坐标 有 关 ， 由 此 不 难 证 明 (3/8p)? 独立 于 前 两 个 Killing 场 . (3/9x)* 和 
(68/6y)” 的 Killing 性 反映 2 维 欧 氏 度 规 沿 x 和 y 轴 的 平移 不 变性 , (3/69)* 的 Killing 
性 表明 它 有 旋转 不 变性 . 

(2) 3 维 欧 氏 空间 (R3, 66,). 因为 n=3, 故 有 6 个 独立 Killing 场 , 即 (8/6x)” ， 

(0/0y)” , (0/0z)" , —y (8/0x)° +x (0/0y)” ，-z (0/0y)* + y (0/0z)* 和 -x (8/8z)? 
+z(9/9x)*. 前 3 个 反映 3 维 欧 氏 度 规 沿 x ，y ，z 轴 的 平移 不 变性 ; 后 3 个 反映 
它 绕 z ，x ，y 轴 的 旋转 不 变性 . 
(3) 2 维 闵 氏 空间 (R?, os) . 在 洛 伦 兹 坐标 系 {1, zj 中 有 ds? = -dt2 +dx? , 故 知 
(8/60" 和 (8/3x)” 为 Killing 场 ， 为 求 第 3 个 ， 用 下 式 定义 新 坐标 多 ，7 : 
Xx=ychy, t=yshn, 0<y<%, —o<n<%, (4-3-2) 
闵 氏 线 元 可 用 新 坐标 表 为 ds? = dyw? -wdn? .上 式 表明 在 新 坐标 系 的 全 体 分 
量 与 坐标 无关 , 故 (9/3n)" 也 是 Killing 矢量 场 (其 积分 曲线 是 双 曲 线 ), 它 在 洛 伦 
兹 坐标 基底 的 展开 式 为 
(3/87) =z(a/3x) + x (0/01)° ， (4-3-3) 
由 展开 系数 与 坐标 有 关 可 知 (0/9)” 与 前 两 个 Killing 场 独立 ， 式 (4-3-2) 定 义 的 w ， 
7 的 坐标 域 只 是 RR* 的 、 由 x> 川 限定 的 一 个 开 子 集 ( 见 图 4-3 的 A 区 ), 但 式 (4-3-3) 
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却 在 全 R* 有 定义 ， 而 且 不 难 验 证 (83/0m)* 是 及 上 的 Killing 矢量 场 ， 它 在 图 4-3 
的 A, B 区 类 时 , 在 C, D 区 类 空 ,在 两 条 45° 斜 直线 上 类 光 . + (3/0x)" +x (93/91)” 
叫做 伪 转 动 (boost) Killing 矢量 场 , 表明 闵 氏 度 规 具 有 伪 转 动 下 的 不 变性 ,对 应 于 
洛 伦 效 变 换 ( 详 见 定理 4-3-5). 


4-3 伪 转 动 Killing 矢量 场 (3/3w)" 在 A，B 区 类 时 ， 
在 C, D 区 类 空 ， 在 两 条 45* 直 线 上 类 光 


(4) 4 维 闵 氏 空间 (R4, m6). 因 n=4， 故 独立 的 Killing 场 共 10 个 , 分 三 组 : 

(a) 4 个 平移 (8/61)” ，(8/6x)* ，(3/8y)” ，(3/8z)” ; 

(b) 3 个 空间 转动 

-》(3/8z "+x (0/0y)"”, ~z (0/0y) +y (0/0z)", —x(0/0z)" +z (0/0x)®; 

(c) 3 个 伪 转 动 :(3/8xz)* +x(3/80” ，4 (0/0y)? +y (6/61) ,+ (0/0z)" + 
z (8/80? . 

组 (a) 反 映 闵 氏 度 规 沿 :+，x，y，z 轴 的 平移 不 变性 ， 组 (b) 反 映 它 绕 z，x*，y 轴 
的 空间 旋转 不 变性 ， 组 (c) 反 映 它 在 -+，t~y，t~z 面 内 的 伪 转 动 下 的 不 变性 . 

定理 4-3-5 设 {x 妖 是 2 维 闵 氏 空间 (了 2, os) 的 洛 伦 效 坐标 系 , $1 : 到 -机 
是 伪 转 动 Killing 场 纪 =x(8/3x)” + x(3/30? 对 应 的 单 参 等 度 规 群 的 一 个 群 元 ( 即 以 
参数 4e 及 刻画 的 那个 等 度 规 映射 ), 则 由 诱导 的 坐标 变换 {x,t) {x', 中 是 洛 伦 
效 变 换 . 

注 3 本 定理 表明 伪 转动 和 洛 伦 将 变换 是 同一 变换 的 两 种 (主动 与 被 动 ) 提 
法 ， 类 似 地 ， 欧 氏 空间 的 转动 Killing 场 -y (3/3x)” + x (3/8y)” 与 坐标 变换 

XxX'=XxCOSQ— ysinw， 了 =xsinw+ ycosa 

也 是 同一 变换 的 两 种 提 法 . 

证 明 矢量 场 名 =(9/9n)* 的 积分 曲线 的 参数 方程 为 dx*(mD)/dn = 如 
(1=0,1)， 注 意 到 =1(9/9x)* +x(9/91)* ， 便 得 
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PED, Dn. (4-3-4) 
dn dn 
vpes 了 到 ， 设 CC7) 是 满足 p= C(0) 的 积分 曲线 ， 即 x(0) = zo，r(0) = p， 则 不 难 证 明 
方程 (4-3-4) 的 特 解 [ 即 该 线 的 参数 式 ] 为 
X(N) = xchn +ipshn, 1(m) = xpshn +tpch . (4-3-5) 


设 4= 人 办 (P)， 则 9 就 是 C(7) 上 参数 值 7=4 的 点 ， 即 ?=C(4) ， 故 由 办 诱导 的 新 
坐标 :和 x' 满 足 
z 

因 p 点 任意 ,， 故 可 去 掉 下 标 p 而 写成 
x'=xchAttsh4=chA(xt+t thA), 1'=tchAt+xshA=chA(t+xthA). (4-3-6) 


令 v= 了 h4, y=(1- 站 =ch4, 则 


X=xpchA+t,shA ， tp 三 如 =xpsh4+tpch4 . 


x'=y(x+vt), t=y(t+Ux). (4-3-7) 
这 便 是 熟知 的 洛 伦 兹 变换 (注意 ， 我 们 用 几何 单位 制 ， 其 中 光速 c= 1. ). 口 
[选读 4-3-1] 

上 述 证 明 中 的 CC1) 对 本 的 任 一 点 书 都 是 完备 曲线 , 即 刀 E( 一 oo,oo) . 若 p 在 A 
或 B 区 ， 则 CC7) 类 时 ; 若 忆 在 C 或 D 区 ， 则 C(7) 类 空 ; 若 p 在 45° 斜 直线 上 ， 
则 CC7) 类 光 . 最 特别 的 情况 是 p=(0,0) , 即 pp 为 {t,x} 系 的 原点 ,这 时 C(7)=p( 独 
点 线 )， 所 以 每 条 45° 斜 直线 不 是 一 条 积分 曲线 而 是 3 条 积分 曲线 之 并 ， 第 一 、 二 
条 分 别 是 人 儿 直 线 的 上 、 下 半 段 (不 含 原点 )， 第 三 条 则 是 独 点 线 [ p}. 这 3 条 线 的 参 
数 范围 都 是 (00,o%)。 [选读 4-3-1 完 ] 

由 ds? = -dz +dx? 和 式 (4-3-7) 易 得 ds? = -dt2 + dx2 ， 可 见 伪 转动 对 应 的 等 度 
规 映射 诱导 的 坐标 变换 把 洛 伦 兹 系 fx, zj) 变 为 洛 伦 兹 系 {t,x'}， 此 结果 可 推广 为 如 
下 定理 ， 

定理 4-3-6 设 {x“} 是 (R", 1s) 的 洛 伦 兹 坐标 系 ， 则 {x*} 也 是 洛 伦 效 坐标 系 
的 充 要 条 件 是 它 由 {x“} 通过 等 度 规 映 射 #: R"> R" 诱 导 而 得 . 

证 明 把 ms 记 作 gos， 其 在 {x*} 和 {x*} 系 的 分 量 分 别 记 作 gj 和 8 . 

(A) 设 p: R"-> R" 是 等 度 规 映射 ( 即 办 8 = gos)，{x*} 是 由 洛 伦 兹 系 {x*) 通 
过 # 诱导 而 得 的 坐标 系 ， 则 VpeR" 有 8 和 jp= ($8) yp= (Ng)ov ycy 
= gjv ptp)=11wv ， 其 中 第 一 步 用 到 式 (4-1-6), 第 三 步 是 由 于 # 为 等 度 规 导致 9-! 为 
等 度 规 ,第 四 步 用 到 {x4} 的 洛 伦 效 性 . 上 式 说 明 p 点 的 gw 在 {x*} 系 的 分 量 为 7 ， 
故 {x%} 为 洛 伦 兹 系 . 
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(B) 设 {x*} 和 {x*} 都 是 洛 伦 效 系 ，#: R"-> RR" 是 与 坐标 变换 {x 人 } 卢 Ce%] 对 
应 的 微分 同 凸 映射 , 则 VpeR" 有 (Gg)y lp= (hg8)pv lp= 8 pay= Ww = Bpv ly， 
其 中 第 二 步 用 到 式 (4-1-6), 第 三 、 四 步 用 到 {x 和 {x*} 的 洛 伦 兹 性 、 上 式 表明 


Y "gap = 8op， 故 六 (因而 p) 是 等 度 规 映 射 口 
注 4 本 定理 也 适用 于 欧 氏 空间 ， 只 须 把 洛 伦 兹 系 改 为 笛 卡 儿 系 ， 可 以 说 等 、 
度 规 映射 保持 坐标 系 的 洛 伦 效 ( 笛 卡 儿 ) 性 . 
844 超 曲 面 


定义 1 设 M，3 为 流 形 , dimS < dimM =n. 映射 9 : 5 一 M 称 为 嵌入 (imbed- 
ding), 车 # 是 一 一 和 C* 的 ,而 且 vpe 3, 推 前 映射 &: W 一 Win 非 退 化 [Win 是 


指 9(p) 作 为 必 的 一 点 的 切 空间 ], 即 hv" =0 一 =0. 

注 1 艇 人 的 上 述 条 件 使 8 的 拓扑 和 流 形 结构 可 自然 地 被 带 到 8[S] 上 去 ， 从 
而 使 6 : S$[5] 成 为 微分 同 胚 映射 . 

定义 2 拘 人 #$ :5 一 M 称 为 M 的 一 个 嵌入 子 流 形 (imbedded submanifold)， 
简称 子 流 形 . 也 常 把 映射 的 像 g[5] 称 为 嵌入 子 流 形 . 若 dimS=n-1, 则 JSlcM 
称 为 M 的 一 张 超 曲面 (hypersurface). 

例 1 设 U 是 必 的 开 子 集 ， 把 MM 的 流 形 结构 限制 在 U 上 ,U 便 成 为 与 M 同 
维 的 流 形 . 把 U 看 作 定义 1 的 5S, 令 g :U 一 M 为 恒 等 映 射 , 则 U=G[IU] 便 是 M 
的 一 个 嵌入 子 流 形 ( 同 维 嵌入 ). 

例 2 设 3 是 R (看 作 10 中 的 单位 球面 S?, 则 恒 等 映 射 凡 : S? -》R3 给 出 R3 的 
一 个 嵌入 子 流 形 ， 注 意 到 S? 比 RR 低 一 维 ， 可 知 S? 是 RR 的 一 个 超 曲面 . 

[选读 4-4-1] 

嵌入 子 流 形 S] 有 两 个 拓扑 ,其 一 是 由 嵌入 自然 带 来 的 拓扑 ( 见 注 1), 其 二 是 
由 MM 的 拓扑 在 9[S] (作为 M 的 子 集 ) 上 诱导 的 拓扑 ， 这 两 个 拓扑 不 一 定 相同 ， 如 
果 进 一 步 要 求 它们 相同 ， 就 对 谋 入 J : 5 一 M 提出 了 更 高 的 要 求 ， 满 足 这 一 附加 
要 求 的 嵌入 称 为 正则 贱 入 [ 见 陈 省 身 ， 陈 维 醒 (1983).]. Hawking and Ellis(1973) 
的 嵌入 指 的 就 是 正则 嵌入 . 设 S= 肥 ，M = 区 ?， 则 谍 入 p :5 M 是 到? 中 的 光滑 
曲线 ， 定 义 中 乡 的 一 一 性 不 允许 谈 入 子 流 形 为 自 相交 曲线 (例如 图 4-4 的 8 字形 曲 
线 )， 图 4-5 的 “任意 接近 自 相交 ”而 不 自 相交 的 曲线 是 不 是 嵌入 子 流 形 ? 答案 
是 : 它 是 嵌入 子 流 形 但 不 是 正则 嵌入 子 流 形 ， 本 书 今后 谈 到 嵌入 子 流 形 时 ， 在 许 
多 情况 下 是 指正 则 嵌入 子 流 形 . [选读 4-4-1 完 ] 
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图 4-4 自 相交 曲线 不 是 嵌入 子 流 形 图 4-5 “任意 接近 自 相交 ”的 曲线 是 嵌入 
子 流 形 ， 但 不 是 正则 党 入 子 流 形 


设 U5] 是 M 的 超 曲面 ，qgeg[S]c M . 作为 MM 的 一 点 ，qg 有 n 维 切 空间 V. 
车 w* eV 是 过 gq 且 身 在 gS] 上 的 某 曲 线 的 切 矢 (“ 身 在 ”是 指 曲 线 每 点 都 在 YLS] 
上 )， 则 说 w” 切 于 的 $]. V 中 全 体 切 于 G5] 的 元 素 构 成 的 子 集 记 作 Ws. 超 曲 面 的 
定义 保证 Ws 是 Vi 的 n 一 1 维 子 空间 ， 谈 到 超 曲 面 时 自然 想到 它 的 法 撩 . 设 5] 是 
超 曲 面 ，g eS1， 则 q 点 的 法 矢 wr 应 定义 为 与 q 点 所 有 切 于 4[S] 的 矢量 正 交 的 
矢量 . 然而 正 交 性 只 有 在 指定 度 规 后 才 有 意义 ， 当 M 没有 度 规 时 ， 不 能 定义 法 矢 
w， 但 可 定义 “法 余 矢 ”no. 余 矢 (covectoD 是 对 偶 矢量 的 别名 ， 由 于 对 偶 矢量 作用 
于 矢量 给 出 实数 (无 需 度 规 )， 可 定义 法 余 矢 如 下 : 

定义 3 设 $[5] 是 超 曲 面 ，g eS]。 非 零 对 偶 矢 量 n。 eV 称 为 [5] 在 点 
的 法 余 矢 (normal covector), 若 nw =0，VYw” eW,. 

定理 4-4-1 超 曲面 多 8] 上 任 一 点 4 必 有 法 余 矢 n。， 法 余 矢 不 唯一 , 但 g 点 
的 任意 两 个 法 余 矢 之 间 只 能 差 一 实数 因子 . 

证 明 设 {(e,),…, (e,)) 为 Ws 任 一 基底 , 因 dimV, =n , VW 必 有 与 {(ez) 
(en)"} 线 性 无 关 的 元 素 , 任 取 其 一 并 记 作 (e1)”, 则 {(ey)* 14=1,…, n} 为 Vi 的 基 
底 ， 其 对 偶 基底 记 作 {(e4)o}. 令 n=(e)。， 则 no(e:)* =61,=0 (r=2,…,n)， 故 
now =0 Yw eW ,可 见 no 为 法 余 矢 . 车 存在 ms 满足 ms(e:)?* =0 (r=2,…, n) ， 
则 其 在 对 偶 基底 {(e“)。} 的 分 量 me =ma(er) =0 (r=2,…, n) ， 因 而 ms =m(e!)。 
=mna ， 即 ma 与 na 只 差 一 因子 mi. 口 

注 2 非 超 曲面 的 嵌 人 子 流 形 (如 3 维 流 形 中 的 曲线 ) 的 法 余 矢 没有 这 样 好 的 唯 
一 性 . 

[选读 4-4-2] 
设 x，?，z 是 到 的 自然 坐标 ， 考 虑 函数 三 = ar+by+cz(a， b,c 为 常数 )， 则 
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BR3 中 满足 方程 f=0 的 点 便 组 成 区 ? 中 的 一 个 超 曲 面 (平面 )， 若 f =x?+y?+z? 
一 a? ， 则 方程 1 = 0 代表 另 一 超 曲 面 (球面 )” 然 而 ,， 若 /=x +y+z?Y， 则 只 有 坐 
标 原点 满足 f=0， 因 此 f=0 不 代表 超 曲面 ， 关键 在 于 这 时 df lj-0= 0. 另 一 个 极端 
的 例子 是 f: RY 一 肥 ? 定义 为 f(P)=0 VpeR3 的 情况 . 这 时 满足 方程 f=0 的 点 的 
子 集 是 及? 自身 ， 所 以 也 不 是 超 曲面 ， 关键 仍 然 在 于 df 1/-0=0. 推广 至 /是 任意 流 
形 M 上 光滑 函数 的 情况 ， 可 以 证 明 ， 只 要 df 1r-cz0( 即 Vof 1j-c#0), 则 f=c( 党 
数 ) 给 出 M 中 的 一 个 超 曲面 [ 详 见 D. Chillingworth(1976)P.156~158]. 
[选读 4-4-2 完 ] 
定理 4-4-2 设 p [5] 是 由 f= 常数 给 出 的 超 曲面 , 则 面 上 的 V。f 是 超 曲面 的 
法 余 矢 . 
证 明 只 须 对 任 一 gsg[S] 证 明 wevof =0,Y wreW,. 因 w' 总 切 于 过 g 并 身 
在 LS] 上 的 菜 曲线 CD, 故 wrV。f = (站 =0 Vw eW, ,最 后 一 步 是 因 f 在 CO 


上 为 常数 . 口 

若 M 上 有 度 规 gp, 则 n” = gn。 eV 与 5] 的 所 有 矢量 正 交 ( 因 gpn*w 
=Wpw? =0,YV we eW,)， 故 mr 叫 超 曲 面 S] 在 g 点 的 法 矢 (normal vector)， 若 gw 
为 正定 度 规 ( 例 如 及 "嵌入 3 维 欧 氏 空间 ), mr 自然 不 属于 Wy， 即 nreVs 一 Wo; 然 
而 ， 若 go 为 洛 伦 兹 度 规 ，n" 却 有 可 能 属于 Ws. 以 下 就 8 为 洛 伦 兹 度 规 的 情况 进 
行 讨论 . 

定理 4-4-3 。n” eW 的 充 要 条 件 为 mna =0. 

证 明 

(A) 设 meWs ， 则 到 可 看 作 mw2 =0 中 的 w， 故 nan* =0. 

(B) 由 定理 4-4-1 的 证 明知 对 任 一 法 余 矢 n。 存在 基底 {(ew)”} 使 ez) 
(ern)?”eW 且 n。=(e')。， 故 mw 在 该 基底 的 第 一 分 量 由 =n?(e!)。=n?n,. 因此 


n 
mn =0=>n =0= n= Dn" (er) eW,. 
过 


例 3 设 3= 及 ，HM = 有 ，M 上 度 规 8u =7b， 4: 及 一 及 ?为 嵌入 , 则 少 四 是 
2 维 闵 氏 时 空中 的 超 曲 面 ， 设 1,x 为 洛 伦 兹 坐标 ,讨论 以 下 三 种 有 代表 性 的 情况 : 
(1) YIR] 与 x 轴 平 行 (图 4-6a). Vg eI[R], 令 (e2)* =(919x)* ， 选 
(e1)” =a (0/91)* +B (0/0x)* ，(a BP 可 为 任意 实数 ,但 a#0，) 
则 不 难 验 证 (e!)。= a (dt)。， 注 意 到 定理 44-1 的 证 明 过 程 ， 可 知 (e!), 为 法 余 矢 n。， 
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相应 的 法 矢 为 只 = orig%(dbb = -ar (8180? ,满足 四 站 且 non* <0( 即 下 为 类 时 ). 
(2) 9[R] 与 + 轴 平 行 [ 见 图 4-6(b)]. Vg eG[R], 令 (e2)” =(8180?， 选 
(e1)” = (39/81)” +B(3/8x)”, (a B 可 为 任意 实数 , 但 #0.) 
则 (eD。= BT7'(dx)。. 取 (e)s 为 法 余 矢 na。， 相 应 的 法 矢 为 n* = "1(913x)* ， 满 足 
mW 且 nman” >0( 即 对 为 类 空 ). 

(3) 9[R] 与 x 轴 夹 45° 角 ( 按 欧 氏 )[ 见 图 4-6(c)]. Vg eg[LR] ， 令 (ez)” =(0/01)? 
+(0/0x)*” ， 选 (e1)* = (8/00)*+P(0/0x)* ，a#B， 则 (el),=(a-B)![(dt), — 
(dx)。]. 取 (e')。 为 法 余 矢 n。， 相 应 的 法 矢 为 
m=(a-p) gl(d), —(dx)s]=-(a—B) [0/01) +(0/0x)"]=- (a B) (ey) , 
满足 n*eW 且 non* =0( 即 mw 为 类 光 )， 在 这 种 情况 下 ， 超 曲面 的 法 矢 既 与 面 上 所 
有 切 矢 垂直 (法 矢 定义 )， 本 身 又 是 切 矢 之 一 ! 


刀 4 四 1 /gm 
(ey Cy 
(ex 
4 (ey 
(ey 9 本 
(a) mm <0( 类 空 超 曲面 ) 他) mm >0 (类 时 超 曲面 ) 人 ) n,m" =0 (类 光 超 曲面 ) 


4-6 及 嵌入 本 的 三 种 情况 (! 轴 紧 直 向 上 ，x 轴 水 平 向 右 ) 


定义 4 超 曲面 叫 类 空 的 ， 若 其 法 矢 处 处 类 时 (mn <0); 超 曲面 叫 类 时 的 ， 
若 其 法 矢 处 处 类 空 (mmu > 0); 超 曲面 叫 类 光 的 ， 若 其 法 矢 处 处 类 光 (mane = 0). 
若 mna z#0 ， 今 后 谈 法 矢 时 都 指 归 一 化 法 矢 ， 即 men。 = 二 1. 
定义 5 设 允 S] 是 流 形 M 中 的 嵌 人 子 流 形 (不 一 定 是 超 曲 面 )，4 e WLS] ，W 
是 qg 点 切 于 glS] 的 切 空间 ，W 的 度 规 hos 叫做 由 Vs 的 度 规 go 生出 的 诱导 度 规 
(induced metric)， 若 
hp wa = gopwi was VW, wh EeW,. (4-4-1) 
诱导 度 规 has 实质 上 是 把 w 上 度 规 8 的 作用 对 象限 制 于 Wi 的 结果 ， 当 HS] 
为 类 时 或 类 空 超 曲面 时 ， 诱 导 度 规 hos 可 用 其 归 一 化 法 矢 (nen。 =+1) 方 便 地 表 为 
js 三 8 二 mo 及 ， (nena =+1 时 取 -，mena =-1 时 取 +.) (4-4-2) 


因为 Yw?,w2” eW， 有 joswi we? = BapWi wy? FaW nw = Subwew2” ， 即 满足 式 
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(4-4-1)， 然 而 满足 式 (4-4-1D) 的 hos 很多， 为 什么 只 能 用 式 (4-4-2) 的 那个 ?理由 见 选 
读 4-4-3. 
[选读 4-4-3] 

为 便于 陈述 ， 设 Vs 为 4 维 (因而 Wi 为 3 维 )， 作 为 诱导 度 规 (Wy 上 的 度 规 )， 
式 (4-4-1) 的 ha 是 Wo 上 的 张 量 (3 维 张 量 )， 即 hap s 大 (0,2) ( 它 不 能 作用 于 Va Wi 
的 元 素 )， 但 为 了 便于 用 4 维 等 式 演算 ， 我们 希望 找到 一 个 4 维 的 (0, 2) 型 张 量 [ 即 
兄 \(0,2) 的 元 素 ], 它 能 代表 3 维 张 量 hap. hos = gap 干 Nani 中 的 hos 就 是 这 样 的 4 维 
张 量 (注意 ， 右 边 两 项 都 是 4 维 张 量 )， 为 与 式 (4-4-1) 的 hos 相 区 别 ， 暂 时 把 
hab 三 gob 干 ranp 中 的 hos 记 作 有 his. 可 以 证 明 台 (02) 的 子 集 外 (02)={Twe 
饮 (0,2D)1Twpn =0,Tan? =0) 与 知 ,(0,2) 自然 同 构 ， 因 而 可 以 自然 认同 ( 详 见 第 14 
章 )， 易 见 gop 9%,(0,2) 而 ios € 9%,(0,2) ,hopwy wy = gopw wo VW, wy 
EW ,所 以 可 把 his 认同 为 hap. 还 可 证 明 (读者 自 证 ).98.(0,2) 中 满足 式 (4-4-1)( 因 而 
可 充当 hab) 的 元 素 只 有 所 。， 这 就 是 把 4 维 张 量 甩 ， = gop 干 nuns 看 作 诱 导 度 规 的 理 
由 .以 后 将 不 在 符号 上 区 分 有 和 hap 

以 上 关于 (0, 2) 型 张 量 的 结论 还 可 推广 为 ， 冤 (0,1) 的 于 集 {T.。e%(0,1) 
1T..a 的 任 一 下 标 与 到 缩 并 为 零 } 与 匈 ,(0,0) 有 自然 同 构 关系 ,因而 可 自然 认同 . 这 
种 认同 使 我 们 在 讨论 和 书写 公式 时 可 用 前 者 的 元 素 代替 后 者 的 元 素 (写成 4 维 而 非 
3 维 张 量 等 式 )， 从 而 带 来 许多 方便 . [选读 4-4-3 完 ] 

注 3 式 (4-4-2) 在 8u 为 正定 时 也 成 立 (把 二 号 改 为 -号 )， 作 为 练习 ,读者 试 写 
出 3 维 欧 氏 度 规 8as 用 球 坐标 系 对 偶 坐 标 基底 的 展开 式 ， 并 验证 球面 上 诱导 度 规 
hap = gap nans 同 §3.3 例 2 所 定义 的 诱导 度 规 8 一致，[ 提 示 : 球面 上 的 归 一 化 
法 余 矢 na =(dr)。.] 

设 5] 为 类 时 或 类 空 超 曲 面 ，q ey [5] ，hos 满 足 式 (4-4-2)， 令 

ho = gh =6°, nn, ， (4-4-3) 

则 Vv"eV， 有 hpv*=v* 千 n(npvs)， 或 


一 -一 


v=h",v tn (nwt) . (4-4-4) 
上 式 代表 矢量 vw 的 一 种 分 解 (图 4-7)， 其 中 
tn*(ms) 与 法 和 平行, 称 为 法 向 分 量 ,. hr5v* 与 En 
法 和 失 ww 垂直 [因为 n(h”sv*)=0], 称 为 切 向 分 量 ( 切 ” 图 47 矢量 v*eVs 分 解 为 
于 GS] 的 分 量 )，h? 称 为 从 Vs 到 W 的 投影 映射 法 向 分 量 +n?(npv*) 和 切 向 


(projection map). 分 量 h?5v EW 
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定理 4-4-4 ”类 光 超 曲面 上 的 诱导 “ 度 规 ”是 退化 的 (因而 没有 诱导 度 规 ), 

证 明 以 has 代表 诱导 “ 度 规 ”. 超 曲面 的 类 光 性 导致 a*eW ( 见 定理 4-4-3)， 
故 Ws 有 非 零 元 素 wr 使 hopn”we = gayn*w =0,Vw*eW，. 可 见 has 是 Ws 上 的 退化 
张 量 . 口 

例 4 设 1, x, y, z 是 4 维 闵 氏 空间 (RR ns) 的 洛 伦 兹 坐标 , 则 7 可 用 对 侦 
坐标 基 矢 表 为 
Map = Tv dx’ )a de), =— (dr) (dn), + (dz)a (dz), + (dx)a (dx), + (dy)a(dy),. (4-4-5) 
方程 1-(x?+y+z*)=0 定 义 了 一 个 类 光 超 曲面 .， 它 是 以 原点 为 锥 项 的 圆锥 
面 ( 见 图 4-8)、vgqe.yc Ri， 有 4 维 切 空间 Vs 和 3 维 切 空间 ( 切 于 WcW 淮 

n= (6/87)* 1 +(6/9z)” 1 (以 下 上 略 去 下 标 9)， 
则 wr 是 多 在 g 点 的 类 光 法 和 撩 , 故 n* eW，， 因 而 {(0/3x)*,(9/0y)*,n*]} 是 Ws 的 基 
底 . 现在 计算 ws 在 Ws 上 的 诱导 “ 度 规 ”hos 在 此 基底 的 分 量 及 ,,. 
hi = ha (O/Ox)" (0/Ox)? =77,(O/0x)" (0/Ox)? =1 , 
其 中 第 二 步 用 到 式 (4-4-1)， 第 三 步 用 到 式 (4-4-5)， 类 似 地 ， 有 ha, = hs (0/9y)” 
(0/9y)* =1. 而 /ov 的 第 三 个 对 角 元 ( 记 作 hn) 则 为 
hn = oomene = Top[(3/808 +(8/3z)"][(3/8D02+(a/3z)5]=1-1=0， 

而 且 容易 验证 h, 的 所 有 非 对 角 元 为 零 ， 故 
100 
0 1 0|， 
0 0 0 
因而 hws 退化 [也 说 其 “号 差 ”为 (+,+,0) ]， 可 见 ms 在 类 光 超 曲 面 .> 上 无 诱导 度 
规 然而 , 令 5 为 多 与 任 一 等 1 面 (> 0) 之 交 (是 2 维 球面 )， 以 拨 cW, 代 表 W 
中 所 有 切 于 5 的 元 素 组 成 的 子 空间 ( 见 图 4-8), 则 7 在 歼 却 有 诱导 度 规 , 记 作 记 ， ， 
而 且 不 难 验 证 


(hy)= 


(aaoj 及 (ay 


图 4-8 类 光 超 曲面 .> 的 诱导 “ 度 规 ”退化 
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hs =(dx)a (dx), + (dy)a(dy),. (4-4-6) 
读者 不 难 对 (CR us) 中 由 tz =0 定义 的 类 光 超 曲面 做 类 似 讨论 . 


习 题 
“1. 试 证 由 式 (4-1-) 定 义 的 (pv) 满足 82.2 定义 2 对 矢量 的 两 个 要 求 , 从 而 确 是 Hp) 点 的 矢 
量 . 
-2. 试 证 定理 4-1-1、4-1-2 和 4-1-3. 
3. 设 p : M 一 NN 为 光滑 映射 ，peM ，{y”} 是 Bp) 点 某 邻 域 上 的 坐标 ， 试 证 
(bv) =v (6°y") (010y), Vv ey,. 
4. 设 M,N 是 流 形 , 4 : M 一 人 是 微分 同 胚 ，PeM ,9g =#(p) , 试 证 推 前 映射 &: V, 一 VY 
是 同 构 映射. 
5. 设 M，N，Q 是 流 形 ，#p : M 一 NN 和 Ww : N 一 2 是 光滑 映射 . 
(a) 试 证 (wo9) f=($'ow')f ，Vf ee 名- 
(b) 试 证 (wo@).v* =y.($v"), VpeM, veV,. 
(0 把 (yo9) 入 。w' 都 看 作 由 丈 (0.D 到 驳 (0.0) 的 映射 ， 试 证 
(内 =G oy 
6. 设 及:M 一 W 是 微分 同 胚 ，v*, ww 是 M 上 矢量 场 , 试 证 #&([v,wuJ)=[hv, puJ* ， 其 中 
[wv, uJ 代表 对 易 子 . 
了 了. 试 证 定理 4-2-4. 
8. 设 内 Ee 克 人 0， ws 多 (0.D , 试 证 对 任 一 坐标 系 {x*} 有 
多 oj, =vV'0w,19x" +w,6v" 10x*， 提示: 用 式 (4-2-7) 并 令 其 勾 为 &. 
9. 设 w, v* 多 (1, 0)， 则 下 式 作用 于 任意 张 量 场 都 成 立 
[名 , 双 ]= 外 (其 中 [又 , %]= 多 区- 和 多 ). 
试 就 作用 对 象 为 fe 允 和 we 元 (1, 0) 的 情况 给 出 证 明 ， 提示: 当 作 用 对 象 为 w 时 可 用 雅 可 
比 恒等式 (第 2 章 习题 8). 
10. 设 Fw 是 4 维 闵 氏 空 间 上 的 反对 称 张 量 场 ， 其 在 洛 伦 兹 坐标 系 {1，x，y，z} 的 分 量 为 
后 =- 有 =xp "Fn =-Fn=yp"'， Fw= 尺 ,=0, 其 中 p=(x?+y*)". 试 证 Faw 有 旋转 对 称 性 ， 
即 名 ,=0， 其 中 y=-y (89/0x)* +x (8/0y). 
11. 设 如 是 (M,g。,) 中 的 Killing 矢量 场 ，V, 与 8u 适 配 ， 试 证 双 =0. 
12. 设 终 是 (M,8gw) 中 的 Killing 矢量 场 , p$ : MN 是 等 度 规 映射 , 试 证 bE° 也 是 (M,g,,) 
中 的 Killing 矢量 场 ， 提 示 : 利用 习题 5(c) 的 结论 . 
13. 设 如 ， 洲 是 (M,gw) 的 Killing 矢量 场 , 试 证 其 对 易 子 [6,w] 也 是 Killing 矢量 场 . 注 ; 
此 结论 使 得 M 上 全 体 Killing 矢量 场 的 集合 不 但 是 矢量 空间 ， 而 且 是 李 代数 ( 详 见 下 册 附录 G). 
14. 设 是 广义 黎 最 空间 (M ,gs。) 的 Killing 矢量 场 ，R 是 gs 的 黎 曼 曲率 张 量 . 
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(a) 试 证 色色 6 = 一 Re 所. 注 : 此 式 对 证 明定 理 4-3-4 有 重要 用 处 ， 提 示 : 由 Rs 的 定义 
以 及 Killing 方程 (4-3-1) 可 知 叉 允 如 + 骏 凡 所 =Ro 所 此 式 称 为 第 一 式 ， 作 指标 替换 
aPb，bmc， ca 得 第 二 式 ， 再 替换 一 次 得 第 三 式 、 以 第 一 、 二 式 之 和 减 第 三 式 并 利用 式 
(3-4-7) 便 得 证 . 
(b) 利用 (a) 的 结果 证 明 V“V,&. = Rw" ， 其 中 Re 是 里 奇 张 量 . 
-15. 验证 式 (4-3-3) 中 的 (9/9) 的 确 满足 Killing 方程 (4-3-1). 
“16. 找 出 2 维 欧 氏 空间 中 由 R* =x(319y)* - y(3/0x)* 生出 的 单 参 等 度 规 群 的 任 一 元 素 # 诱 
导 的 坐标 变换 . 
*17, 设 时 空 (M, gww) 中 的 超 曲 面 5] 上 每 点 都 有 类 光 切 矢 而 无 类 时 切 矢 (“ 切 矢 ” 指 切 于 
5] )， 试 证 它 必 为 类 光 超 曲面 ， 提 示 : QD 证 明 与 类 时 矢量 * 正 交 的 矢量 必 类 空 [ 选 正 交 归 一 基 
底 {(e,)) 使 (e) =r]; @ 证 明 类 时 超 曲 面 上 每 点 都 有 类 时 切 和 撩 ; @ 由 以 上 两 点 证 明 本 命题 . 
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85.1 微分 形式 


先 介绍 维 矢量 空间 V 上 的 “形式 ”, 再 讨论 n 维 流 形 M 上 的 “微分 形式 场 ” 
定义 1 wa s 宛 (9.0 叫 V 上 的 1 次 形式 (简称 1 形式 )(-form)， 若 
oa 人 aa] 
为 书写 方便 ， 有 时 略 去 下 标 而 把 1 形式 ww.。 写 为 @. 
定理 5-1-1 (8) wm as = ala-aj 二 ”对 任意 基底 有 wu = ai 
(b) 3 基底 使 @j.p = 寺 aa = Mea: 
证 明 练习 . 口 
定理 5-1-2 设 w 为 1 形式 , 则 


(OE ， (5-1-1) 

[其 中 6 ,a ,… 的 含义 见 式 (2-6-14) 后 的 说 明 .] 例 如 Qspe = -ou = Qeap = …; 
(b) 对 任意 基底 ，@j.p =6r@p0p (5-1-1") 
证 明 (a) 见 定理 2-6-1(b) 的 证 明 ; 


(b) 练习 . 
由 式 (5-1-1) 可 知 ， 在 [形式 的 分 量 w.…, 中 ， 凡 有 重复 具体 指标 者 必 为 零 ， 


例如 


12 = V33 = W212 =0. 

V 上 全 体 1 形 式 的 集合 记 作 A(D) . 1 形式 其 实 就 是 Y 上 的 对 偶 矢 量 , 故 4(1) =V”. 
约定 把 任 一 实数 称 为 VY 上 的 0 形式 ， 则 4(0) = 民 . 1 形式 既然 是 (0, D) 型 张 量 ， 自 然 
有 4(D)c 宛 (0,0. 不 但 如 此 , 还 容易 证 明 4(1) 是 多 (0,7) 的 线性 子 空间 , 其 维 数 的 
计算 可 从 定理 2-4-1 关于 元 (k,1) 维 数 的 计算 得 到 启发 : 为 求 天 (k,1) 的 维 数 可 先 
找 一 个 基底 ， 而 为 此 则 要 先 定义 张 量 积 ， 然 而 两 个 微分 形式 (作为 两 个 张 量 ) 的 张 
量 积 并 非 全 反 称 ， 故 不 再 是 微分 形式 .但 可 对 全 体 指 标 施 行 全 反 称 操作 使 之 成 为 
微分 形式 ， 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 2 设 w 和 J 分 别 为 1 形式 和 m 形式 ， 则 其 棉 形 积 (wedge product， 简 称 
棉 积 ) 是 按 下 式 定义 的 1+ m 形式 : 


lL+m)! 
(@ Ata abt, = i (5-1-2) 
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或 者 说 ， 槐 积 是 满足 式 (5-1-2) 的 映射 ^: 4(D)x4(m) 一 A(1+m). 
棉 积 (wp)a..aw.…5, 亦 可 记 作 wo 入 人 如 :二 ， 也 常 简 记 为 四 ^A. 
由 定义 可 知 横 积 满足 结合 律 和 分 配 律 ， 即 (w 和 AJ)Av=w 和 (KAV) (因而 
w 入 LAV 有 明确 意义 ) 和 ww 和 (J+v)=w 入 J+w@AV. 但 模 积 一 般 不 服从 交换 律 ， 
例如 对 1 形式 w 和 J 有 
四 ANA= On NH =(ONH)ap =20atp] = Wat — Wohta 
和 HD=(HAND)a =2HaWb] = Has — HpVa ， 
可 见 对 两 个 1 形式 的 橡 积 有 w^A= -WA^ 四 .推广 至 一 般 情况 ,， 设 中 和 分别 是 ! 
和 m 形 式 , 则 
Ap=(-D" uA. (5-1-3) 


定理 5-1-3 设 dimV=n, 则 dimA(1)= i， 车 1<n; (5-1-4) 


n! 
ll(n-D) 
4(D ={0} (只 有 零 元 ), 车 1>n. 
证 明 以 n=3, 1=2 为 例 . 设 {(a)",(e2)”,(e3)"} 是 V 的 基底 ，{(e)。,(e?)。， 
(e3)。] 为 其 对 偶 基底 , 则 wws (作为 VY 上 的 张 量 ) 可 展开 为 
wap = (el)ale)s + wile)a(e’), + 1a(e )a(e), 


+ (ea(e)s + oe?)ale’), + we )ale), 


+ wa1(e )a(e)s + 032(e )a(e)s + 033(e)a(e),. 
注意 到 @1=@2=0@33=0，01 = 一 op， = 一 023， Oo = 一 031， 上 式 成 为 
@ap =ap[(e)o(ez)s 一 (ez)o(eDs]+ao[(e?)s(e3)s 一 (e?)s(e2)6]+asi[(e?)o(eDo 

-(eDs(e3)8]= olz(eD。 和 (es+aoa(ez)。 和 (ea)p+asi(e3)。A(eDb， (5-1-5) 
可 见 任 一 wpe A(2) 可 用 {(e1)。 入 (e?)。，(e”)。^(e)。, (Ee )s。 信 (e')。} 线 性 表 出 . 不 难 
证 明 花 括号 中 的 三 个 2 形式 彼此 线性 独立 (习题 )， 故 它们 构成 4(2) 的 一 组 基 矢 ， 
因而 dim A(2) =3. 读 者 可 把 以 上 讨论 推广 至 1, 为 任意 正 整数 且 1<n 的 情况 , 证 
明 任 一 1 形式 @ 可 展开 为 


Waa -Dom-nle )a 入 … A(e%)a， (5-1-6) 


其 中 {(e)。,…,(e")。} 为 V 的 任 一 基底 ，w,. 是 @ 在 由 这 一 基底 构成 的 多 (0,1) 
的 基底 的 分 量 ， 即 
Opt = Oarsa Em)" (en), (5-1-7) 


站 表示 对 个 数 (1,…,n) 中 取 1 个 的 各 种 组 合 求 和 , 即 4(D) 的 基底 中 的 矢量 共 C% 
C 
个 ， 故 得 式 (5-1-4). 至 于 1>n 的 情况 ,由 定理 5-1-2(b) 易 见 此 时 任何 we 4(D) 的 全 
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部 分 量 为 零 ， 故 A(1) 中 只 有 一 个 元 素 ， 即 零 元 ，4(D) = {0} . 
式 (5-1-5) 是 式 (5-1-6) 在 上 = 3，! = 2 时 的 特例 .为 便于 理解 ， 再 举 一 特 例 : 设 
n=4，, 1=3， 则 式 (5-1-6) 表 现 为 
Wape = 23(€ )a A(e?)s NED), + 124(e )a 和 (es A(e)e 


+ ia4(eD。A(e3)8A(e4)。+aoa4(ez)。 和 (e3)pA(e9)。 ， 
其 中 各 分 量 由 式 (5-1-7) 决 定 ， 例 如 @134 = uc(e)s(es)*(e4)f 
[选读 5-1-1] 
式 (5-1-6) 也 可 表 为 


十 (ea … A(en0a (永和 号 六 已 按 惯例 略 去 (5-1-67) 
二 

右边 的 非 零 项 数 等 于 n 个 数 中 取 1 不 区 器 询 宗 全 = nl/(n 一 有)! ， 可 分 为 

Cl =nV1!1(n 一 )! 组 , 每 组 合 li 项 ,组 内 各 项 相同 , 除 以 ll 便 得 Ch=n! /1! (n 一 D)! 

项 ， 与 式 (5-1-6) 同 . 


Wa,.. 


[选读 5-1-1 完 ] 
下 面 回 到 流 形 M 上 来 . 若 对 M (或 4c M ) 的 任 一 点 p 指定 Vp 上 的 一 个 1 形 
式 , 就 得 到 M (或 4) 上 的 一 个 1 形式 场 (“ 场 ” 字 常 略 去 ). 1 形式 场 和 0 形式 场 分 别 
是 对 偶 矢量 场 和 标量 场 .M 上 光滑 的 ! 形式 场 称 为 1 次 微分 形式 场 (differential 
-formm)， 也 简称 作 ! 形式 场 或 1 形式. 

设 (0,w) 为 一 坐标 系 , 则 O 上 的 1 形式 场 可 方便 地 用 对 偶 坐 标 基底 场 {(dx“)。} 

逐 点 线性 表 出 。 令 式 (5-1-6) 中 的 (e”)。 为 (dx“)。， 有 
aa = PD Op er) A A det), ， (5-1-8) 

c 


其 中 init = Da (OO )" (O10 本 (5-1-9) 
是 O 上 的 函数 . 一 个 重要 特例 是 1= nn 的 情况 . 因为 Ch=C”=1, 式 (5-1-8) 右 边 的 
求 和 只 有 一 项 ， 即 
oo sa = On de a A (dx), ， (5-1-10) 

简写 为 @=0.n dl A de. (5-1-10") 
上 式 也 可 这 样 理 解 : M 中 任 一 点 p 的 所 有 n 形式 的 集合 是 1 维 矢量 空间 ， 只 有 一 
个 基 矢 ， 可 取 为 dt ^ … dx" 1, ， 式 (5-1-10) 就 是 @1, 用 这 一 基 矢 的 展开 式 ， 注 
意 , 展开 系数 @.. 对 不 同 点 可 以 不 同 ， 因 而 是 坐标 域 上 的 函数 ， 也 可 表 为 坐标 的 
nn 元 函数 Q(X，…, x"). 

我 们 以 Aw(D 代 表 M 上 全 体 1 形式 场 的 集合 . 

定义 3 流 形 M 上 的 外 微分 算 符 (exterior differentiation operaton) 是 一 个 映射 
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d: 4un(D 一 4uvC+D ,定义 为 
(do)pa..a, = (+DVows ol， (5-1-11) 
其 中 又 可 为 任 一 导数 算 符 (因由 Cs = Ce 可 证 对 任意 VW 和 锡 有 Vis@.] 
= Vbw.J)， 可见 在 定义 外 微分 之 前 无 须 在 M 上 指定 导数 算 符 (及 任何 其 他 附加 结 
构 ， 如 度 规 ，). 
例 1 82.3- 曾 定义 过 (df)。， 由 式 (3-1-]) 又 知 (df)。= Vof ， 可 见 (df)。 就 是 
fe Am(0) 的 外 微分 ， 这 正 是 当时 用 符号 df 的 原因 . 
把 1 形式 场 w 写成 对 偶 坐标 基 矢 的 展开 式 (5-1-8) 的 一 个 好 处 是 便于 计算 dw， 
请 看 如 下 定理 ; 
定理 5-14 设 w ao = 忆 omm(dx%)s 入 … 和 (dx%)s， 则 
C 


(do)z sa = Ddop.m)s MCdrt)a 入 … 和 (dr)a . (5-1-12) 
c 


证 明 习题 .提示 : 选 该 坐标 系 的 普通 导数 算 符 0 作为 式 (5-1-11) 的 Vo . 口 
定理 5-1-5 dod=0. 
证 明 选任 一 坐标 系 的 导数 算 符 as 作为 式 (5-1-11) 的 V。, 便 有 


[ddwlws as =C+20+Dakcason an=(C+20+Datanon ol=0 ， 


其 中 第 二 步 用 到 定理 2-6-2b)， 第 四 步 用 到 83.1 的 av3n7….=0. 口 
定义 4 设 四 为 M 上 的 1 形式 场 .四 叫 闭 的 (closed)， 若 do=0; @ 叫 恰当 的 
(exact)， 若 存在 1-1 形式 场 J 使 w=dp. 
注 1 定理 5-1-5 亦 可 表述 为 : 车 @ 是 恰当 的 ， 则 ww 是 闭 的 然而， 要 使 逆 命 
题 成 立 则 还 须 对 流 形 M 提出 一 定 要 求 ( 略 ). 平凡 流 形 R" 满足 这 一 要 求 , 而 流 形 一 
定局 域 平 凡 , 所 以 对 任意 流 形 M 而 言 , 闭 的 1 形式 场 至 少 是 局 域 恰当 的 . 就 是 说 ， 


设 @ 是 流 形 M 上 的 闭 的 1 形式 场 , 则 M 的 任 一 点 p 必 有 邻 域 N, 在 N 上 存在 1-1 
形式 场 w 使 w=dw. 


推论 5-1-6 当 M= 了 下 时 ,定理 5-1-5 及 其 着 定理 给 出 普通 微 积分 的 下 述 命题: 


给 定 函 数 X(x, 习 及 了 (x, )， 存 在 函数 f(x, 〗) 使 f=Xdx + Ydy 的 充 要 条 件 是 
OX/0y=0Y/Ox. 


证 明 由 定理 5-1-4 可 知 1 形式 场 Xdx + Ydy 的 外 微分 为 


d(Xdxr+Ydy)=dX Adx+dY Ady= OX 入 dr+ OF ay Ady 
Ox Oy Ox dy 


se yay 
Oy Ox 


or _ax 
Ox Oy 


(A) 若 存在 函数 了 使 1 形式 等 式 d=Xdx+ Ydy 成 立 ， 则 由 式 (5-1-13) 得 


] av (5-1-13) 
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(全 -区 drAdy=ddf =0， 
故 0X/0y=0Y/Ox. 

(B) 车 3X/0y=37/6x ， 则 由 式 (5-1-13) 得 d(Xdx+ Ydy)=0， 即 1 形式 场 
Xdx + Ydy 为 闭 ， 于 是 Xdx + Ydy 为 恰当 ， 即 存在 函数 使 Xdx + Ydy = df. 口 
[选读 5-1-2] 

所 谓 某 性 质 在 流 形 M 上 局 域 成 立 ， 是 指 Ype M 3p 的 邻 域 NN 使 该 性 质 在 N 
上 上 成立. 重要 的 是 Vp e M 都 有 这 样 的 N， 可 见 “ 局 域 成 立 ”不 是 只 在 菜 个 局 域 成 
立 而 在 他 处 不 成 立 .“ 局 域 " 一 词 的 要 害 是 强调 在 全 流 形 M 上 (整体 地 ) 未 必 成 立 . 兹 
举 3 例 以 助理 解 . 

1. 常 听 说 “任何 流 形 M 局 域 看 来 都 像 R" ”， 其 准确 含义 就 是 : M 的 任 一 点 
疡 都 有 坐标 邻 域 使 得 存在 同 胚 (后 又 升格 为 微分 同 胚 ) 映射 y: O 一 WIO]c R”， 
可 见 0 与 W[O]“ 像 得 不 能 再 像 ” 总 可 选 0 使 y[O] 同 胚 于 取 " , 故 M 局 域 看 来 像 
RR" .但 MM 整 体 看 来 未 必 像 民 "” ， 即 未 必 存在 从 M 到 到 "的 微分 同 胚 映射 . 

2. “ 闭 的 1 形式 场 @ 是 局 域 恰 当 的 ”是 指 VpeM 已 的 邻 域 N，N 上 有 1-1 
形式 场 H 使 @=dn .但 M 上 未 必 存 在 一 个 统一 的 1-1 形式 场 J 满足 @=djp . 

3.“ 莫 比 乌 斯 带 ( 见 图 5-3) 局 域 像 C2( 柱 面 )” 是 指 VpeaMh 3p 的 开 邻 域 N 使 N 
与 C? 的 一 个 开 子 集 微分 同 胚 . 但 不 存在 从 整 条 英 比 乌 斯 带 到 C? 的 微分 同 胚 映射 

以 上 3 例 涉及 的 性 质 都 只 局 域 地 成 立 ， 可 见 分 清 局 域 性 质 与 整体 性 质 的 重要 
性 . [选读 5-1-2 完 ] 


§5.2 流 形 上 的 积分 


先 以 3 维 欧 氏 空间 (R’, 5。) 为 例 . 设 5 为 矢量 场 , 工 为 光 清 曲 线 , 5 为 光滑 昌 
面 ， 在 指定 L 的 方向 (图 5-1 中 箭头 ) 和 S 的 法 向 (图 5-2 中 的 箭头 无 ) 之 前 ， 积 分 
帮 ,5d7 和 玫 ,5.63 都 只 唯一 确定 到 差 一 个 负 号 的 程度 ， 要 完全 确定 这 两 个 积分 


就 要 指定 工 的 方向 和 5 的 法 向 ， 推 而 广 之 , 计算 任意 流 形 上 的 积分 之 前 应 指定 该 
流 形 的 “定向 ” 然而 并 非 所 有 流 形 都 是 可 定向 的 . 


pi 


图 5-1 欧 氏 空间 的 曲线 .第 头 为 指定 积分 方向 ” 图 5-2 欧 氏 空间 的 曲面 . 元 是 指定 法 向 
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定义 1 维 流 形 称 尖 可 定 疝 的 (GREENEDI, 若 其 上 存在 C" 目 处 处 非 零 的 n 形 
式 场 . 

例 1 R 是 可 定向 流 形 ,因为 其 上 存在 C” 的 3 形式 场 a=dx 和 人 dy 和 dz ,其 中 
x，)》，z 为 自然 坐标 . 

例 2 莫 比 乌 斯 带 (Mobius strip) 是 不 可 定向 流 形 (图 5-3). 


图 5-3 莫 比 乌 斯 带 (不 可 定向 流 形 一 例 ) 


定义 2 若 在 n 维 可 定向 流 形 M 上 选 定 一 个 C" 且 处 处 非 零 的 n 形 式 场 a, 就 
说 必 是 定向 的 (“已 经 定向 ”之 意 ) 设 a1 和 a2 是 两 个 C" 且 处 处 非 零 的 n 形 式 场 ， 
车 存在 处 处 为 正 的 函数 使 sa = he， 就 说 a1 和 ss 给 出 M 的 同一 个 定向 . 

注 1 从 给 出 M 的 定向 这 个 角度 看 ， 满 足 al = he > 0) 的 sl 和 2 是 等 价 
的 .由 于 nn 维 流 形 M 上 每 点 的 全 体 n 形式 的 集合 是 1 维 矢量 空间 [ 见 式 (5-1-4)]， 
任意 两 个 n 形式 场 a1 和 ss 必 有 关系 a =he2, 其 中 hh 是 M 上 的 函数 . 车 a1 和 a2 处 
处 非 零 ， 则 处 处 非 零 ; 若 s 和 上 为 Co 的 ， 则 为 C 的 ， 对 连通 流 形 "来 说 (我 
们 只 讨论 连通 流 形 ), 一 个 处 处 非 零 的 连续 函数 只 能 处 处 为 正 或 处 处 为 负 ， 可 见 连 
通 流 形 只 能 有 两 种 定向 . 

定义 3 M 上 选 好 以 a 为 代表 的 定向 后 , 开 域 Oc M 上 的 基底 场 {(ep)*} 叫 做 


以 衡量 为 右手 的 (right handed)， 若 O 上 存在 处 处 为 正 的 函数 h 使 =h(e')。 和 ^ 
… 入 (e")。。， 其 中 {(e“)。} 是 {(ey)*} 的 对 侦 基 (否则 称 为 左手 的 )， 一 个 坐标 系 叫 右 


( 左 ) 手 系 ， 若 其 坐标 基底 是 右 ( 左 ) 手 的 . 
下 面 介 绍 n 维 定向 流 形 M 上 的 n 形式 场 @ 的 积分 . gw 可 用 对 偶 坐 标 基 矢 的 攀 
形 积 dx ^ … dx" 展开 为 [ 见 式 (5-1-10")] 
@= .rn (Xl) de A A dr", (5-2-1) 


@ 拓扑 空间 (X,7 ) 称 为 连通 的 ， 若 它 只 有 两 个 既 开 又 闭 的 子 集 ($1.2 定 义 7); 称 为 红 连 通 的 (arcwise 
connected)， 若 的 任意 两 点 可 被 一 条 在 六 中 的 连续 曲线 连接 流 形 称 为 连通 的 (或 统 连 通 的 )， 若 其 底 拓扑 空间 是 
连通 的 (或 弧 连 通 的 )， 对 拓扑 空间 ， 弧 连通 必定 连通 ， 但 连通 不 一 定 弧 连通 (存在 “ 擦 边 性 ”反例 )， 对 流 形 ， 弧 连 
通 与 连通 等 价 [ 见 Abraham and Marsden(1967) 命 题 A7.8] 
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可 见 每 一 形式 场 四 在 坐标 域 上 给 出 一 个 二 元 函数 四 .。( 刀 ,…, 阅 ) ， 我们 就 把 这 
个 n 元 函数 的 普通 n 重 积分 称 为 n 形式 场 @ 的 积分 ， 准 确定 义 如 下 : 
定义 4 设 (0,w) 是 nn 维 定向 流 形 M 上 的 右手 坐标 系 ，w 是 开 子 集 GcO 上 
的 连续 nn 形式 场 ， 则 四 在 G 上 的 积分 (integral) 定 义 为 
Jo 澡 (Rd (5-2-2) 


上 式 右边 是 n 元 函数 (x!,…, x") 在 R" 的 开 子 集 y[G] 上 的 普通 积分 , ”早已 有 
定义 ， 

注 2 

(1) 为 说 明定 义 4 的 合理 性 ， 还 应 证 明 四 在 G 上 的 积分 与 所 选 右手 坐标 系 无 
关 . 仅 以 n=2 为 例证 明 如 下 ， 对 一 般 情 况 的 推广 由 读者 完成 . 

设 (0,w) 和 (0', yw) 为 右手 坐标 系 ， 满 足 Gc Of1O' ， 两 系 坐标 分 别 记 作 忆 ， 
好 和 友 ， 好 ， 则 

oO=awodrdAd2=apdrAdr2. 

令 | oo=| ,0 02 de ， (oo1=| i ordre ,给 


( 展 ao)'= J ao. (5-2-3) 


jx! Ox2 2 gxl Oxt 
由 张 量变 换 律 知 oo = 2 a -oa 中 ] 其 中 


p 
下 | 人 
DBx” 


根据 多 元 微 积分 学 的 熟知 法 则 ， 


JJY 中 12 一 a 12 
oloadedr ?= jaiadetBxwBx") dd = 1 oladx"dx? , (5-2 


故 式 (5-2-3) 得 证 . 

然而 , 如 果 {x*} 和 {x*} 分 别 是 右 、 左 手 系 , 则 det (ax%/8x")<0， 由 多 元 微 
积分 可 知 式 (5-2-4) 的 第 一 个 等 号 右边 的 det (9x*/0x”) 应 改 为 1det (9x*/9x")1 
= 一 det (Ox4/0x*”) ， 故 式 (5-2-4) 变 为 


Fy Ar) dldu2 =— Cp 2 i 
va de = | so et (0x! /Ox") de dx | ya de G-2.5) 


@ 指 Riemann 或 Lebesgue 积分 . 
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因此 ， 为 了 定义 出 同一 积分 ， 当 {x] 是 左手 系 时 应 把 .四 定义 为 
Jo = S| On (Khe ) drl dx. (5-2-6) 


(2) 一 个 坐标 系 是 右手 系 还 是 左手 系 取决 于 流 形 所 选 的 定向 ， 故 由 式 (5-2-2) 
和 (5-2-6) 定 义 的 | .中 是 依赖 于 由 e 所 给 出 的 定向 的 ， 定向 改变 后 积分 变 号 . 


(3) 定义 4 只 定义 了 w 在 坐标 域内 开 子 集 G 上 的 积分 . 四 在 全 流 形 M 上 的 积分 
| 帮 双 可 由 局 部 积分 “缝合 "而 成 ,其 定义 涉及 “单位 分 解 ， 从 略 [可 参见 Wald(1984)]. 


设 5,M 是 流 形 , 维 数 分 别 是 1 和 n(>D, 少 : 3 一 M 是 嵌 人 ( 见 84.4). 因为 $[5] 
是 子 流 形 ， 当 然 可 谈 及 其 上 的 1 形式 场 Ap 的 积分 (定义 4 适用 )， 然 而 ，“Y[5] 撤 
入 在 M 内 ”的 事实 导致 “8[S] 上 的 1 形式 场 ” 具 有 两 种 可 能 含义 ， 正 如 “4[S] 上 
的 矢量 场 ” 有 切 于 和 不 切 于 [LS] 之 分 那样 “9[S] 上 的 1 形式 场 ”也 可 分 为 “ 切 于 ” 
和 不 “ 切 于 ”4[5] 两 种 ， 准 确 地 说 ，G[S] 上 的 1 形式 场 u 称 为 “ 切 于 ”9G[S] 的 ， 
如 果 vg ey[S] ，pl 是 Ws( 而 非 V) 上 的 1 形式 (能 把 Ws 的 任意 1 个 元 素 变 为 一 个 
实数 的 线性 映射 ).“#[S] 上 的 1 形式 场 ” 既 可 能 是 “ 切 于 ”#4[S] 的 ， 也 可 能 不 是 

“ 切 于 ”GLS] 的 . 因为 谈 及 1 形式 场 在 GS] 上 的 积分 时 是 把 BLS] 作 为 独立 流 形 看 
待 的 (不 顾及 它 “ 外 面 ”的 情况 )， 所 以 只 有 “ 切 于 ”YLS] 的 1 形式 场 4 的 积分 才 
有 意义 . 不 过 , 既然 g[5] 上 的 、 不 “ 切 于 ”9[S] 的 1 形式 场 J 是 能 把 每 点 geb[S] 
的 Vi( 而 不 只 是 Wi) 的 任意 1 个 元 素 变 为 一 个 实数 的 线性 映射 ， 而 Ws 无 非 是 多 的 
子 空间 ， 只 要 把 的 作用 范围 限制 在 W, 便 得 到 一 个 “ 切 于 ”9[S] 的 1 形式 场 ， 
我 们 把 它 记 作 所 ， 并 称 之 为 的 限制 准确 说 来 有 如 下 定义 : 

定义 5 设 如 .。 是 ! 维 子 流 形 g[S]c M 上 的 1 形式 场 . $[S] (看 作 脱离 M 而 
独立 存在 的 流 形 ) 上 的 1 形式 场 及 称 为 yo 在 玉 S] 上 的 限制 (restriction)， 若 

Baa ly W)CW)® = paca CW) WD), 
Vgeg[S], (wp (wo eW,. (5-2-7) 

今后 凡 谈 及 1 形式 场 4 在 ! 维 子 流 形 91S] 上 的 积分 时 ,一 律 理解 为 4 的 限制 记 


的 积分 ， 即 总 把 | 。 理解 为 | - 


85.3 ”Stokes 定理 


3 维 欧 氏 空间 的 Stokes 定理 
人 CCxaD 上 5= 由 二 
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和 Gauss 定理 
NS-Dav=#, A-ids 

的 共性 是 反映 区 域 上 的 积分 和 它 的 边界 上 的 积分 的 联系 ， 在 介绍 一 般 的 Stokes 定 
理 前 ， 先 引入“ 带 边 流 形 ”的 概念 . 维 带 边 流 形 的 最 简单 例子 是 

Rn" := {(xL xn)eR"lxlc0)}， 
其 中 马 ,次 是 自然 坐标 ， 由 半 = 0 的 所 有 点 组 成 的 子 集 叫 R" 的 边界 , 它 本 身 是 
个 n-1 维 流 形 (其 实 就 是 R"')， 推 广 至 一 般 情况 ，n 维 带 边 流 形 (manifold with 
boundary) N 与 维 流 形 定义 相仿 ， 只 是 把 该 定义 中 的 R" 改 为 R”， 即 入 的 开 和 覆盖 
{0。} 的 每 一 元 素 Oe 都 应 同 胚 于 及” 的 一 个 开 子 集 ,X 中 全 体 被 映 到 刀 = 0 处 的 点 
(例如 图 5-4 的 p) 组 成 N 的 边界 ， 记 作 3N . 请 注意 3N 是 n -1 维 流 形 ; 
i(N)=N -0N 是 n 维 流 形 . 例如 ，R 中 的 实心 球体 B 是 3 维 带 边 流 形 ， 其 边界 
(2 维 球面 5) 是 2 维 流 形 ，i(B) 则 是 3 维 流 形 . 


图 5-4” 带 边 流 形 示意, p 为 边界 点 
定理 5-3-1(Stokes 定理 ) 设 维 定向 流 形 M 的 紧 致 子 集 N 是 个 n 维 带 边 流 
形 ，w 是 M 上 的 n-1 形式 场 (可 微 性 至 少 为 C)， 则 


过 do=| o. (5-3-1) 


证 明 见 微分 几何 教材 . 口 

注 1 把 MM 的 定向 se 限制 在 N 上 便 得 到 的 定向 , 仍 记 作 s ， 它 在 N 的 边界 
aN (M 中 的 超 曲 面 ) 上 自然 诱导 出 一 个 定向 , 记 作 ,是 束 .…,， 的 简写 . 仅 以 及 2 
为 例 介绍 , 这 时 M = R? ，N =R*” ，3N = (Ca xz2)1x=0}. 设 及 ?( 因 而 及 -) 的 定 
向 为 ea = (dxD)s 和 (dxz2)5， 则 fx 刀 } 以 sm 衡量 为 右手 系 . 因 刀 bw=0, 把 x 开除 
后 所 得 的 {z2] 便 是 BN 的 一 个 坐标 系 ， 我 们 这 样 定义 BN 的 诱导 定向 豆 ， 使 坐标 
系 {z2} 以 豆 衡 量 为 右手 系 ， 选 部 = dr)。 便 可 满足 这 一 要 求 . 诱导 定向 的 这 个 基 
本 要 求 可 以 推广 到 任意 带 边 流 形 N [ 详 见 Wald(1984)P.431]， 式 (5-3-1) 左 边 是 n 形 
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式 场 dw 在 n 维 流 形 i(N) (以 a 为 定向 ) 上 的 积分 ， 右边 是 n -1 形式 场 @ 在 n-l 维 
流 形 3N (以 5 为 定向 ) 上 的 积分 . 
例 1 设 4 是 2 维 欧 氏 空间 的 矢量 场 , 工 是 及 中 的 光滑 闭合 曲线 ，8 是 由 工 
包围 的 开 子 集 ( 见 图 5-5), x ,x 为 笛 卡 儿 坐 标 ， 则 熟知 的 2 维 欧 氏 空间 Stokes 定 
理 (又 称 Green 定理 ) 为 
| , (042/0x! —0A1/0x?)dride? =$, hdl. (5-3-2) 
* 


A 


分 


L 
图 5-5 2 维 欧 氏 空间 的 Stokes 定理 


现在 说 明 上 式 是 定理 5-3-1 的 特例 . 令 M= R* ， 则 SUL 可 充当 定理 5-3-1 
的 N, 其 中 5 和 工 分别 充当 im 和 83N . 用 欧 氏 度 规 5 把 4 变 为 1 形式 场 
勾 =5un4 ， 则 ha 可 充当 定理 5-3-1 的 四 . 把 4 用 笛 卡 儿 系 对 偶 坐 标 基 矢 展开 ; 
四 = 扣 =4r(dr)。， 则 


do =dA, Adx” = dr" Ad = 二 di dx 5 dxl Adx? 
Ox Ox Ox 
国 
ox Ox 
所 以 式 (5-3-2) 左 边 可 表 为 | in dm , 即 是 式 (5-3-1) 左 边 的 特例 . 另 一 方面 , 式 (5-3-1) 
右边 为 | ， o=| 已. 选 线 长 1 为 工 的 局 部 坐标 ， 按 式 (5-2-1) 把 6 用 坐标 基 矢 展 


为 6 = 后 (1D) (dD)。， 两 边 与 (8/01)* 缩 并 得 
(1) =6,(0/01)" =w,(0/01)" = A,(0/0D" =A ， 
故 避 = Ad! ， 于 是 式 (5-3-2) 右 边 可 写 为 
fadl =[,, 0: (5-3-3) 

可 见 式 (5-3-2) 是 式 (5-3-1) 的 特例 . 
[选读 5-3-1] 

式 (5-3-3) 的 推导 中 有 一 点 要 讲 清楚 . | 古 的 积分 域 是 闭合 曲线 工 ， 这 是 个 1 
维 非 平凡 流 形 ， 至 少 要 用 两 个 坐标 域 禾 盖 ， 因 此 应 先 对 每 个 坐标 域 做 局 部 积分 再 
“ 纺 合 ”. 幸好 现在 可 做 简单 处 理 : 设 L 是 工控 去 一 点 所 得 流 形 ， 则 它 可 用 一 个 
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坐标 域 履 盖 ， 但 挖 去 一 点 不 影响 积分 值 ， 故 推导 成 立 . [选读 5-3-1 完 ] 
以 上 介绍 了 微分 形式 在 流 形 上 的 积分 及 有 关 定 理 .为 了 讲解 函数 在 流 形 上 的 
积分 ，85.4 先 介绍 体 元 的 概念: 


85.4 体 元 


定义 1 n 维 可 定向 流 形 M 上 的 任 一 个 C? 而 且 处 处 非 零 的 n 形 式 场 5 称 为 一 
个 体 元 (volume element). 

注 1 体 元 与 定向 的 区 别 在 于 : 车 s1 和 s2 是 两 个 C? 且 处 处 非 零 的 n 形式 场 ， 
而 且 有 处 处 为 正 的 函数 使 a =hs, ， 则 s1 和 a2 代表 同 一 定向 , 但 只 要 6 #6 ， 


它们 就 是 两 个 不 同体 元 ， 对 可 定向 连通 流 形 ， 定 向 只 有 两 个 ， 而 体 元 却 有 无 限 多 
个 . 谈 及 定向 流 形 上 的 积分 和 体 元 时 不 要 求 流 形 上 选 定 度 规 场 ， 这 时 体 元 的 选择 
十 分 任意 (只 有 一 个 要 求 ， 就 是 体 元 与 定向 相 容 ， 即 代表 体 元 的 。 与 代表 定向 的 
a 之 间 的 乘 子 为 正 。、)， 没 有 一 个 与 众 不 同 的 体 元 。 然 而， 如 果 流 形 上 给 定 了 度 规 
场 8 ， 便 存在 选择 特定 体 元 的 自然 方法 . 


先 考虑 带 度 规 gos 的 2 维 定向 流 形 . 设 sse 为 任 一 体 元 ， 则 se = 
8 “hp, 有 意义 ， 且 eaeeno 是 标量 场 ， 可 借 任 一 基底 计算 . pr 基 
底 . 车 gw 为 正定 度 规 , 则 
Bp = 0mm, jh =51522ei2eiz+6251eoieonl=2(s2)2. 
若 gos 为 洛 伦 兹 度 规 ， 则 
SR = 6 + 216n1 =—2 (612). 
推广 至 带 任意 度 规 ga 的 n 维 流 形 有 
Er megs, =(—l)'n!(e1.n)?, 
其 中 .是 6.6, 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 , s 是 gs 在 正 交 归 一 基底 的 分 量 中 -1 的 
个 数 ， 例 如 正定 度 规 有 s = 0， 洛 伦 兹 度 规 有 s = 1. 所 谓 借用 度 规 选择 一 个 特定 的 
体 元 ， 是 指 规定 体 元 5 在 正 交 归 一 基 {(e”)。} 的 分 量 满足 如 下 的 简单 性 要 求 : 


ly (5-4-1) 
即 
Eu =+(e)a 入 … 人 入 (e")。。 (对 正 交 归 一 基 )， (5-4-2) 
这 相当 于 要 求 
ee a = nt (5-4-3) 


满足 上 式 的 6 称 汶 与 度 关 全 相 适 配 ( 相 容 j 欧 体 元 上 式 只 把 体 元 确定 到 差 一 
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个 负 号 的 程度 ,加 上 “ 体 元 与 定向 相 容 ” 的 要 求 才 确定 唯一 的 体 元 . 于 是 式 (5-4-2) 
右边 的 + 和 一 号 分 别 对 应 于 右手 和 左手 正 交 归 一 基 . 

小 结 “涉及 积分 时 ， 我 们 只 关心 可 定向 流 形 M. 首先 选 好 一 个 定向 使 M 成 为 
定向 流 形 ， 任 一 基底 的 右 ( 左 ) 手 性 由 所 选 定向 规定 ， 没 有 度 规 场 gw (或 其 他 可 次 
利用 的 几何 结构 ) 时 ， 体 元 相当 任意 ， 但 要 求 与 定向 相 容 . 指定 8 后 , 体 元 64,6 
由 gow 以 及 “ 体 元 与 定向 相 容 ”的 要 求 唯一 确定 ， 简 称 适 配 体 元 3 今后 如 无 特别 声 
明 ， 在 有 度 规 时 提 到 体 元 都 指 这 个 唯一 的 适 配 体 元 . 

在 3 维 欧 氏 空间 (R3 5,,) 中 任 取 一 个 符合 直观 含义 的 右手 笛 卡 儿 系 [x，?，z 
并 指定 3 形式 场 e= dz 入 dy ^dz 为 定向 , 则 {x, y, z} 按 85.2 定义 3 就 是 以 衡量 的 
右手 系 ， 把 e= drAdy kz 与 式 (5-4-2) 对 比 可 知 s 是 适 配 体 元 ， 设 G 是 RR 的 开 于 
集 且 普通 积分 fdray dz 存在， 则 此 积分 自然 代表 G 的 体积 ( 按 普通 微 积分 学 的 
体积 定义 ) 另 一 方面 ， 由 85.2 定 义 4 可 知 3 形式 场 e 在 GcR 上 的 积分 js 正 是 
用 dredy 和 ,可见 s 就 是 G 的 体积 . 推广 至 任意 带 正定 度 规 gu 的 定向 流 形 V， 
设 e 为 适 配 体 元 ， 若 | .e 存在 ， 就 称 它 为 Y 的 (用 gu 衡量 的 ) 体 积 (对 1, 2 维 流 形 


又 分 别 叫 长 度 和 面积 )， 这 可 看 作 把 称 为 体 元 的 由 来 . 
定理 5-4-1 设 为 适 配 体 元 ，{(ew)”]} 及 {(e”)。} 为 基底 及 其 对 偶 基 底 ，8 为 
8 在 此 基底 的 分 量 组 成 的 行列 式 ，18 ! 为 g 的 绝对 值 ， 则 ( 式 中 +、-- 号 分 别 适 用 于 
右手 和 左手 基底 ) 
Gasa =+Val(eDa 和 … 和 A(e。 . (5-4-4) 


证 明 [选读 ] 由 式 (5-4-3) 知 6 及 gos 在 所 给 基底 的 分 量 满足 
CD als hp. SB (5-4-5) 
上 式 右 边 应 理解 为 对 4,…, 1/ 及 Vi,…,V 中 的 每 一 个 都 从 1 到 n 求 和 ， 考虑 到 
vw 和 Ej 的 全 反 称 性 ,上 述 求 和 简化 为 对 排列 的 求 和 . 准确 地 说 , 以” 
RW) 
代表 对 1，2,，…， nn 的 所 有 排列 求 和 ， 则 
式 (5-45) 右 边 = 2 2 gg 
RAH) COM) 
= 避 BMg mg .gh "61. np 
pd 
+ 了 BM ghlg 3. gh" ey.nE .ep, 十 (5-4-5") 
(pp ) 
上 式 右 边 共 有 nl 项 ， 以 各 .代表 Levi-Civita 记 号 ， 即 
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+1， ( 当 1I…p 是 1,2,…,n 的 一 个 偶 排 列 )， 
Bh 三 1 一 1， ( 当 册 …An 是 1,2,…,n 的 一 个 奇 排列 )， 
0， ( 当 1,…, 1 中 有 两 个 相等 )， 
有 Bn =62 BA， 再 把 盖 简 记 为 2 ， 则 


CN AD) 
式 (5-4-5') 右 边 第 一 项 
= (G12.n) D8 8 gg Bap = (etn) det(8 
其 中 det(g“) 代表 矩阵 ( g4 ) 的 行列 式 (最 末 一 步 用 到 行列 式 的 定义 )， 而 
式 (5-4-5') 右 边 第 二 项 
本 De" 8 gg Gro.nEppopp, 


2 3 a 
= (G2.n) D8 8 ge gh Epippp 


2 2 3 i 
= 


二 (88 全 8 Epo 
=(&1.n) det(g”). 
同 理 可 证 式 (5-4-5') 右 边 每 一 项 都 等 于 (nia det(g4”). 注意 到 该 式 右 边 共 有 nl 项 ， 
代 回 式 (5-4-5) 便 得 (-D5ml= (naD) (a.n) det(g”) ,或 (-1)'=(ai.n)? det(g，) .矩阵 
(8jwv) 与 (8”) 互 逆 导 致 det(g4*)=1/det(gjy)=1/8 . 代入 上 式 得 
(Dg=(s.n), en=+ 人 |， 
故 有 式 (5-4-4). 四 | 
注 2 对 正 交 归 一 基底 有 1g1=1， 故 式 (5-4-4) 回 到 式 (5-4-2). 
定理 5-4-2 设 V。 和 分 别 是 与 度 规 相 适 配 的 导数 算 符 和 体 元 ， 则 


Vicaa =0. (5-4-6) 
证 明 ,由 Vi8ue =0 及 式 (5-4-3) 得 co% Vsea.a =0， 于 是 对 任 一 矢量 场 必 有 
0 (5-4-7) 


因 M 中 任 一 点 的 形式 的 集合 是 1 维 矢量 空间 , 故 该 点 的 任意 两 个 n 形式 只 能 差 
到 一 个 乘 子 h (对 不 同 点 可 不 同 )， 因 此 wvV6s6,..o, =hea,.…o, -代入 式 (5-4-7) 便 给 


出 h=0， 所 以 Vp6a..o, =0. 因 图 为 任意 矢量 场 ， 故 Vics .as =0. 口 
下 面 要 证 明 关 于 体 元 的 两 个 十 分 有 用 的 等 式 ， 为 此 先 要 证 明 下 述 引 理 . 
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引 理 5-4.3 6 6 6 = Ds, 0 . (5-4-8) 
n: 


证 明 [选读 ] 只 给 出 主要 步骤 ， 每 步 的 证 明 由 读者 自 补 、 先 证 
5 = 上 654 
了 


5 6 = 证 5 


推广 至 一 般 为 
[a, 本 了 lan .5 
ad ad ee dt be 
于 是 可 证 
[a a i ] -12 3 jj som .pl 
By 全 区 i De [和 a 时 二 4 
= Dg -1 . 口 
nl jl mn 
定理 5-4-4 (a) ees =(-D'n!lO, bo ， (5-4-9) 
(b) i =(-DrO 一 PC， 0 . (5-4-10) 


证 明 6 6. =sl 15.4] 表明 se“ “6 对 全 部 上 标 和 全 部 下 标 者 
为 反 称 。 不 难 证 明 这 种 (n, n) 型 张 量 的 集合 是 1 维 矢量 空间 ， 而 5 …5“ 属于 
这 类 张 量 (因为 不 难 证 明 5 …6“)， =6W'。…6”1,] )， 故 任何 这 类 张 量 与 
6 …5% 只 差 一 个 乘 子 ， 从 而 < "6 .=K619，。…6" .与 60..0,54 缩 
并 ， 左 边 结果 为 (-D)*n!(-1)*n! ， 右 边 结果 为 Kes.…6% = 天 CD?nal ， 于 是 
下 =(-1)*n! ， 故 得 式 (5-4-9)， 两 边 分 别 对 前 j 个 上 、 下 指标 缩 并 得 

Ce =(-l)'n! 5 6 6 6 
=(-D’(n— D160) 

(其 中 最 末 一 步 用 到 引 理 5-4-3. ) 可 见 式 (5-4-10) 成 立 . 口 


85.5 函数 在 流 形 上 的 积分 ，Gauss 定理 


定义 1 设 s 为 流 形 M 上 的 任 一 体 元 , 7 为 M 上 的 C" 函 数 , 出 /在 M 蛋 两 视 
萎 Ge 作 | 7 ) 定 义 为 形式 场 友 在 M 上 的 积分 ， 即 


| = fife: (5-5-1) 
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由 定义 1 知 函 数 的 积分 与 体 元 的 选择 有 关 . 只 要 流 形 上 给 定 度 规 ， 我 位 药 害 
败 是 用 适 配 体 元 来 定 届 函数 的 积 蕉 9》 这样， 在 带 度 规 的 定向 流 形 上 ， 函 数 给 定 后 
其 积分 也 就 确定 .以 3 维 欧 氏 空间 (Rz, 5. ) 为 例 ， 设 {x,yz] 为 右手 笛 卡 儿 系 ， 则 
6=dx 和 dy 入 dz 是 适 配 体 元 ， 于 是 (R?,5w) 上 的 函数 有 : 了 3 下 的 积分 按 定义 为 
撒 7= 公 Je ， 而 右边 无 非 是 3 形式 场 wm= Je 的 积分 ， 按 定义 ($5.2 定义 和， 应 
把 w@ 用 右手 系 对 侦 基 表 为 式 (5-2-1) 的 形式 . 设 f 与 笛 卡 儿 系 {x,y,z} 结合 而 得 的 3 
元 函数 为 F(x,y,z)， 则 

@=F(x,y,z)dx 和 人 dy 入 dz [此 即 式 (5-2-1) 在 现在 特例 下 的 表现 ]， 
故 [f=Jfe=Jo=)/f FG,y, 2) dx dy dz. 
如 果 愿 意 ， 也 可 用 (右手 ) 球 坐标 系 {7,9,9} 计算 .由 线 元 式 ds? =dr? +r*(d9?+ 
sin29 dp2) 可 知 8 = rtsin29 ， 故 由 式 (5-4-4) 知 <E=rsing drAdgAdp ， 于 是 式 
(5-2-1) 用 于 现在 的 情况 就 是 w=fe=F(r,0,9)r?sin9 drAdgAdp [其 中 
及 (r,g,p) 是 由 f 与 {7,9,9} 结合 而 得 的 3 元 函数 ]， 故 
[3=|Fs =[o= 几 eewrsne drdg dp . 
下 面 介绍 一 般 形式 的 Gauss 定理 .读者 熟悉 的 Gauss 定理 是 
NS-Dav=#, A-Ads. (5-5-2) 
上 式 左右 两 边 可 分 别 形象 地 说 成 是 “函数 六 .4 与 体 元 dy 的 乘积 的 积分 ”和 “ 函 
数 有 -元 与 面 元 (2 维 体 元 ) dS 的 乘积 的 积分 ”. 下 面 分 两 步 证 明 由 Stokes 定理 [ 式 
(5-3-1)] 可 以 导出 一 个 公式 ， 它 把 式 (5-5-2) 作 为 特例 包括 在 内 第 一 步 是 导出 定理 
5-5-1， 其 左边 可 看 作 式 (5-5-2) 左 边 的 推广 . 

定理 5-5-1 设 M 是 n 维 定向 流 形 ,，N 是 M 中 的 n 维 紧 致 带 边 柑 入 于 流 形 ， 
gw 是 M 上 的 度 规 ，s 和 Va 分 别 是 适 配 体 元 和 适 配 导数 算 符 ，v* 是 M 上 的 C! 矢 
量 场 ， 则 

fiw var)e 国 farses 人 

注 1 上 式 左边 可 看 作 式 (5-5-2) 左 边 的 推广 . 

证 明 mn-1 形式 场 w= 迪 ex ,的 外 微分 dw =nVic(v*aya.o, ) 是 于 形式 
场 ， 其 中 Ye 可 为 任意 导数 算 符 . M 中 任 一 点 的 n 形式 的 集合 是 1 维 矢量 空间 ， 故 
该 点 的 两 个 n 形式 do 与 a 只 差 一 个 因子 ， 即 

nVie(v "a pi) = hacaa ss (5-5-4) 
其 中 h 是 N 上 的 函数 ,可 求 之 如 下 : 上 式 两 边 与 a“…“1! 缩 并 ， 右边 得 (-1)*hn!， 
左边 得 


"120 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


[7 -i Vic(Wh a ]) =nel™ em] Ve (vesa,.. 区 间 
=ne om po. Ye =n (1)’ (nl)!6°, Ve =(-D)’n!Vev , 
[其 中 第 一 步 用 到 定理 2-6-2(a)， 从 第 二 步 起 约定 Ve 与 8 适 配 ， 从 而 有 
Vo5a.…o, =0， 第 三 步 用 到 式 (5-4-10). ] 故 h=Vv* ，dw=s VW. 于 是 Stokes 定 
理 在 现在 的 情况 下 取 式 (5-5-3) 的 形式 . 口 


现在 进一步 把 式 (5-5-3) 右 边 改写 为 同 式 (5-5-2) 右 边 类 似 的 形式 ， 由 于 后 者 涉 
及 边界 5 上 的 体 元 d9， 我 们 先 从 BX 的 体 元 谈 起 ， 此 处 只 讨论 3N 不 是 类 光 超 曲 


面 的 情况 ， 这 时 可 谈 及 ON 的 归 一 化 法 矢 吧 ， 满 足 mmu = 士 !( 见 84.4). N 上 的 度 规 
8 在 ON 上 的 诱导 度 规 为 has = 8 于 mams [ 见 式 (4-4-2)]， 把 9N 看 作 带 度 规 jos 的 
nn -1 维 流 形 ， 其 体 元 ( 记 作 名 .。; ) 应 满足 两 个 条 件 : 与 9N 的 诱导 定向 ( 记 作 
束 -a，， 见 85.3 注 0) 相 容 ;@ 与 度 规 hos 相 适 配 ， 即 
2 (CDi-DL， (5-5-5) 
其 中 2%! 是 用 hr” 对 各 .…,, 升 指标 的 结果 , $ 是 hs 的 对 角 元 中 负数 的 个 数 . ON 
上 满足 这 两 个 条 件 的 体 元 六.。, 称 为 诱导 体 元 . 设 必 是 9N 的 外 向 单位 法 矢 [以 
iN) 作 为 内 部 , “外 向 ”有 明确 意义 . ], 则 诱导 体 元 如 .…, ,与 N 上 体 元 561.6, ,有 
如 下 关系 (证 明 见 选读 5-5-1): 
ei (5-5-6) 
[选读 5-5-1] 
现在 证 明 上 式 的 各..。,， 的 确 满足 诱导 体 元 的 两 条 件 .Vg eON , 设 {(ep)"} 是 4 
点 的 右手 正 交 归 一 基底 ， 满 足 (e1) = 下 ， 则 
a =(e! AA ig = ti 入 (ez 人 
由 85.3 注 1 的 精神 [ 详 见 Wald (1984)P.431] 知 道 (e? ^… 和 e")。.w 可 充当 点 geON 
的 诱导 定向 豆 ，a ， 故 
Gig, =+ no, AB, ? 也 可 写 为 Ghar = AB ay: 
由 此 易 证 瓦 .a ， =n6pa.…o,，， 故 由 式 (5-5-6) 知 入 .a ,=+1' 本 .oy ， 所 以 人 .a 
与 请 导 定 向 瓦 .…a,， 相 容 ， 即 满足 条 件 四 ， 作 为 习题 ， 请 读者 验证 各 .6,， 
= 必 eso ai 也 满足 条 件 @， 即 式 (5-5-5)， 请 注意 ， 条 件 @ 只 把 名 .wm ， 确定 到 差 负 
号 的 程度 [ 即 6 .a ， = 一 m9Epa..a,， 同样 满足 式 (5-5-5)]， 加 上 条 件 D 才 把 名 .oa ， 完 
全 确定 为 nb6pao, [选读 5-5-1 完 ] 
下 面 就 是 把 式 (5-5-2) 作 为 特例 包括 在 内 的 一 般 Gauss 定理 . 
定理 5-5-2(Gauss 定理 ) 设 M 是 n 维 定向 流 形 ,N 是 M 中 的 n 维 紧 致 带 边 杠 
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人 子 流 形 ，8w 是 M 上 的 度 规 , se 和 Vo 分 别 是 适 配 体 元 和 适 配 导数 算 符 ,a 是 ON 
上 的 诱导 体 元 ，ON 的 外 向 法 矢 双 满足 mens =+1 ， 友 是 M 上 的 CI 矢量 场 ， 则 
| i (Vad) =+ | pw na。 (nena =+1 时 取 +，n?na =-1 时 取 -,) (5-5-7) 


证 明 由 定理 5-5-1 知 只 须 证 明 | ， veoa,，=+| venos . 令 
=vevao， ， 注 意 到 35.2 末 关 于 。o=| 五 的 讨论 ， 可 知 此 处 的 
,soa-a,, 是 指 ，， 5 ， 故 只 须 证 明 


Gao, = nb VgeoN, (5-5-8) 
其 中 民 为 3N 的 单位 外 向 法 矢 ， 上 式 两 边 都 是 W 上 的 -1 形式 ， 故 必 有 天 使 
.0s = Ku na (5-5-9) 


于 是 只 须 证 明天 = 二 1. 设 {(eo) ”= 到 ，(e) (es 是 Va 的 一 个 右手 正 交 归 一 
基底 ,用 (e1)”"…(e,1)”! 缩 并 上 式 ， 右边 给 出 

Rub 0 = d= ER (5-5-10) 
[其 中 第 一 步 用 到 n=+(e"), ,第 二 步 用 到 如 下 事实 : 由 诱导 定向 5 的 定义 可 以 证 
明 {(eo)” =n", (e1)*,…, (en_1)”"} 的 右手 性 (用 定向 z 稀 量 ) 保 证 {(e1)”,…, (e,1)*} 的 
右手 性 (用 5 衡量 )， 因 而 各 2..，1 =1.] 另 一 方面 ， 式 (5-5-9) 左 边 缩 并 结果 为 


Ga (0) = 0, ia 和 (esi 


=Uhppa..0, se) (Da = /8pa9.(n) =U E012.4n-) =0", (5-5-11) 

[其 中 第 一 步 用 到 式 (5-2-7), 第 五 步 用 到 {(eo)* =n”, (e1),…, (en1)"} 的 右手 性 . ] 

对 比 式 (5-5-10) 和 (5-5-11) 得 玉 = 二 1 . 口 

注 2 式 (5-5-7) 的 条 件 是 wr 为 9N 的 外 向 单位 法 矢 . 把 规定 改 为 “ 当 rina = +1 

时 wr 朝 外 向 nna = -1 时 wr 朝 内 向 ”， 则 式 (5-5-7) 右 边 的 土 号 消失 ，Gauss 定理 
改 取 如 下 形式 

| i Ver")e = [2 (5-5-7') 

车 ON 为 类 光 超 曲面 , 即 n%n。 =0 , 则 式 (5-5-7) 仍 成 立 , 但 要 按 下 式 定义 (证 略 ): 


| a 
二 Ga ma 人， 


85.6 ”对 偶 微分 形式 
以 如 (代表 PeM 的 全 部 ! 形 式 的 集合 ， 则 由 式 (5-1-9 有 
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dim 4 Up mh (n-D). 


若 M 为 带 度 规 gop 的 定向 流 形 ,e 为 适 配 体 元 , 则 可 用 zs 及 gw 在 Ay (DD 和 Ay(n-i) 
之 间 定 义 一 个 同 构 映 射 如 下 : 
定义 1 voe An (1)， 定义。 的 对 但 微分 形式 (dualfomm we A (n 一 /) 为 


1 Pe 有 出现 的 目的 是 为 了 保证 ”只 一 二 ww 
oa = 110 Nia (5-6-1) 


其 中 wh = ghn... 90 

注 1 以 上 定义 的 * 称 为 Hodge star . 不 难看 出 : D * : 4u () 一 4u (a-D) 是 同 
构 映射 ，@) Fe .75 作为 0 形式 场 ， 其 对 偶 形式 场 按 定义 为 

aa Df ta, a 
即 了 等 于 与 度 规 适 配 的 体 元 < 的 了 倍 , 因此 可 以 说 函数 7 的 积分 定义 为 其 对 偶 形式 
场 的 积分 对 上 式 再 取 * 得 
“Oe)= fe es = DF. 

[其 中 第 三 步 用 到 式 (5-4-3). ] 这 一 结果 可 推广 为 如 下 定理 : 

定理 5-6-1 "p=(-D" Dao. (5-6-2) 

证 明 习题 . 口 

现在 用 微分 几何 观点 重新 观察 早已 熟悉 的 3 维 欧 氏 空 间 (R’, 5,,) 上 的 矢量 代 
数 和 矢量 场 论 (其 中 MM 就 是 Ri). 

(有 ) 为 什么 过 去 从 未 听 说 过 1、2 和 3 形式 场 ? 首先 , 利用 欧 氏 度 规 6 可 把 对 
偶 矢 量 场 几 变 为 矢量 场 w” =56~w, ， 从 而 消除 了 使 用 1 形式 场 的 必要 性 . 今后 在 
只 涉及 (R3?, 65,) 时 将 不 再 认真 区 分 上 下 标 . 其 次 ,由 于 n=3，Aw (2) 与 hw (DD) 维 
数 相 同 并 可 用 同 构 映射 *: 4u (20) 一 4uvD 把 ws4w(2) 与 包 e4w(D 认 同 ， 从 而 
消除 了 使 用 2 形式 场 的 必要 性 ， 类似 地 ，4w (3) 与 4r (0) 维 数 相同 并 可 用 同 构 映 
射 *: Aw(3) 福 Aw(0) 把 weAw(3) 与 eAw(0) 认 同 ,而 后 者 (0 形式 场 ) 就 是 R 
上 的 函数 .可 见 3 维 欧 氏 空 间 的 微分 形式 场 都 可 由 函数 和 矢量 场 代替 . 

(2) 现在 讨论 矢量 代数 的 点 乘 和 又 乘 运算 . 把 矢量 4 和 所 分 别 记 作 A* 和 到 . A 
和 所 的 点 乘积 A. 自然 就 是 448” ， 但 对 叉 乘积 4xB 如 何 理解 ? 令 

wap 三 A 人 B=2AoBo| (其 中 A =6,ph!, B,=6baB".), 

则 “w= We = A sp A (5-6-3) 


其 中 sue 是 欧 氏 度 规 的 适 配 体 元 ， 设 {r，y， 刀 为 右手 笛 卡 儿 坐标 系 ， 则 其 坐标 基 
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底 正 交 归 一 ， 由 式 (5-4-2) 可 知 sow 在 此 系 的 非 零 分 量 s 汉 为 
G123=6312 = E231= 一 532 = -531 = -8713 =1, 
可 见 关 就 是 熟知 的 Levi-Civita 记号 ， 于 是 w, 在 该 笛 卡 儿 系 的 第 k 分 量 为 
‘we =enAB’, k=1,2,3. (5-6-4) 

上 式 右边 正 是 Ax 请 按 叉 乘 定义 的 第 分 量 (4xB); , 故 Ax5B 可 看 作 'w (准确 地 说 
是 对 偶 矢量 'w 对 应 的 矢量 ). 而 w=A 和 人 B， 可见 对 4 和 所 求 叉 积 就 是 先 求 杭 积 
A 人 ^B 再 求 其 对 偶 形 式 ， 可 直观 地 表达 为 x=*o 人 入. 

(3) 再 从 微分 几何 看 3 维 欧 氏 空间 的 矢量 场 论 ， 如 前 所 述 ， 矢 量 场 论 的 了 就 
是 与 欧 氏 度 规 0。 适 配 的 导数 算 符 3。， 涉 及 VV 的 公式 原则 上 都 可 用 0, 表 出 ， 例 如 

(a) W =0f; 

(b) .A=0,A°; 

(c) 名 x 有 A=e9,A [推导 仿 式 (5-6-3)]; 

(d) 9.(AB)=0,(A°B’); 

(€) TA=0°A?; 

G Vf =00°f ; 

(g) VA=0,0°A4?. (5-6-5) 
借用 3。 及 抽象 指标 还 可 使 一 些 常用 公式 的 推 证 简化 而 且 理 由 清晰 ， 仅 举 二 例 . 

例 1 用 ,证明 


DV-.(AxB)=B.(VxA)-A.(VxB). (5-6-6) 
证 明 D.(AxB)=0.(e"™*A,B,)=e™*(A0.B, + Bs0.A,) ， (5-6-7) 
而 B.(YxA)=B,(VxA) =B,er"0.A, =e"* Bd.A, ， 
A.(VxB)=-A(VxB)" =—A,e"t0.B, =e""*Ad.B, ， 
代入 式 (5-6-7) 便 得 式 (5-6-6). 口 
例 2 用 6, 证 明 
D(AB)=(A-D)B+(B.5)A+ Ax(VxB)+Bx(Vx A). (5-6-8) 


证 明 式 (5-6-8) 右 边 第 一 项 = 43*B* ， ”右边 第 二 项 = B,0°A? ， 
右边 第 三 项 = Ax(s**04B,)=e”A,(swy0 B') 
=26%6%A,0"B* =(0452 一 253)AD4Be = BoB2 — AsO°B?, 
同 理 ， 
右边 第 四 项 = B.8*44 - B,0° A ， 
故 
式 (5-6-8) 右 边 = A82B4 +B,0sA* =0(A,B")=5(A.B). 口 
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(4) 3 维 欧 氏 空间 中 的 梯度 、 旋 度 和 散 度 可 用 外 微分 简单 表述 如 下 : 
定理 5-6-2 设 f 和 4 是 3 维 欧 氏 空间 的 函数 和 矢量 场 ， 则 
grad =df， curl A =4 ， divA=4d(A). (5-6-9) 
证 明 习题 . | 
了 R" 是 平凡 流 形 保证 及 上 的 闭 形式 场 必 恰当 ( 见 85.1 注 1)， 再 同 式 (5-6-9) 结 合 
便 很 容易 证 明 (习题 ) 3 维 欧 氏 空间 场 论 中 并 不 易 证 的 下 列 熟知 命题 : 
(D 无 旋 矢 量 场 必 可 表 为 梯度 ， 即 
curlE =0 二 3 标量 场 g 使 E=grady ， 
(2) 无 散 矢 量 场 必 可 表 为 旋 度 ， 即 
divB=0 二 3 矢量 场 4 使 B=curlh. 


§5.7 用 标 架 计算 曲率 张 量 [选读 ] 

导数 算 符 Va 的 曲率 张 量 Roc’ 的 求法 有 两 大 类 ， 第 一 类 借用 坐标 基底 场 ， 第 
二 类 借用 非 坐标 基底 场 . 3.4.2 小 节 已 讲 过 第 一 类 方法 ,其 中 关键 一 步 是 先 求 出 Va 
借 坐标 基底 场 的 体现 ， 即 克 氏 符 太 "ir. 本 节 讨 论 用 非 坐 标 基底 场 计算 Ropc 的 方 
法 . 首先， 也 要 找 出 Va 借 该 基底 场 的 体现 ， 对 给 定 的 导数 算 符 避 ， 设 {(eu)*]} 是 
任 一 基底 场 ， 定 义 域 为 UCM ,其 第 / 基 矢 场 (e，)? 洛 第 fr 基 矢 场 (e:)? 的 导数 

(er)?Vs(ep)* 也 是 U 上 的 矢量 场 ， 故 可 用 基底 场 {(er)*} 展 开 : 
(Cer) Volep)’ =7° (es) (5-7-1) 
其 中 展开 系数 yt 称 为 联络 系数 (connection coefficients)， 可 看 作 Va 借 基底 场 
{(en)?} 的 体现 坐标 基底 场 的 ycir 专 记 作 六 "ur ,不 难 证 明 (习题 ) 这 组 太 " ur 正 是 
83.1 定 义 的 克 氏 符 太 "ub 在 该 坐标 基底 场 的 分 量 . 就 是 说 ， 克 氏 符 的 坐标 分 量 可 用 


下 式 作 为 等 价 定义 : 
b a a 
8 8 9 
2 | lt i | sl (5-7-2) 
EMea -一 二] 
式 (5-7-1) 与 对 偶 基 矢 (e")。 缩 并 给 出 y” jr 的 显 表达 式 : 
y= Ve. (5-7-3) 


对 给 定 的 V，J 值 ，r 可 从 1 取 到 nn， 所 以 {7orly, HA 固定,F=1 有]} 是 于 个 实 
通 数 y" 1,…，Y" jn 的 集合 ,以 它们 (加 负 号 ) 为 分 量 定义 的 1 形式 (ou )a 称 为 Va 在 
基底 场 {(eu)] 的 联络 1 形式 (connection 1-form)， 简 记 作 9 。， 即 
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Wa (eos (5-7-4) 
注意 ，w"a 的 下 标 a 是 抽象 指标 , 说明 它 是 1 形式; /4 V 是 编号 指标 ,标明 它 是 
第 几 个 联络 1 形式 、 由 上 式 及 式 (5-7-3) 易 得 
Wa =—(e’)eVal(ep)’ =(ey) Va(e’)e , (5-7-5) 
其 中 第 一 步 用 到 (e"),(e.)*=6% [为 证 此 式 ， 只 须 验证 两 边 作用 于 (em 得 相同 结 
果 . ]， 第 二 步 用 到 菜 布 尼 蒋 律 和 对 偶 基 底 的 定义 式 (e")e(eu)* = 5”w .所 有 联络 1 
形式 的 集合 {ouralHmivy=1，…， n} 可 视 为 Va 借 基底 场 {(eu)?} 的 体现 ， 对 给 定 的 
Va ， 原 则 上 可 任 选 一 个 基底 场 {(e)"} ， 先 计算 Va 关于 该 基底 场 的 全 部 联络 1 形 
式 Ours ， 再 计算 其 曲率 张 量 ， 基 底 又 称 标 架 (frame，4 维 标 架 又 专 称 tetrad. )， 在 
许多 情况 下 标 架 又 专 指 非 坐标 基底 . 下 面 介绍 嘉 当 首创 的 用 标 架 计算 曲率 的 方法 . 
既然 wuro 和 对 偶 基 矢 (e)。 都 是 1 形式 ,就 可 去 挤 抽 象 下 标 4 而 分 别 记 作 色 , 


和 ev ， 它 们 有 以 下 关系 : 
定理 5-7-1 [ 嘉 当 (Cartan) 第 一 结构 方程 ] 


de" = 一 6 和 人 @ (5-7-6) 
证 明 -(e*)。 和 @, ,=-(e’)a A[(ep) Vole’)e]=—2(e’)al(ep) Ya(e )c 
=-265oVb(e")。.=-2Vie(e")a=(de")w 
现在 讨论 如 何 从 @ 必 计算 曲率 张 量 Rosed 令 
Room" = Rape’ (ep) (e”)a, (5-7-7) 
则 Ropu =-Roap* 表明 Ras 可 看 作 “ 第 几 ，Y 个 ”2 形式 场 并 可 简 记 作 民 .由 式 
(5-7-7) 知 [。v 本 是 Route 的 分 量 指标 ( 标 架 分 量 )， 但 也 可 看 作 2 形式 场 ,的 编号 
指标 (但 "中 的 J，v 却 只 能 看 作 编 号 指标 ). 曲率 2 形式 RR, 与 联络 1 形式 四 必 
有 以 下 关系 : 
定理 5-7-2 ( 嘉 当 第 二 结构 方程 ) R=d@,* +@, 人. (5-7-8) 
证 明 由 式 (5-7-7) 及 Ra 的 定义 得 Ropy* =2(eu)*VioVbl(e")e .而 
(ep)° VaVole’)e =Val(es) Vole’)e]-[Va(e,)’] Vo(e’)。 
=Vaw,', [Va(ey) 6°aVo(e")。 
=Va@,'s [Vales) J(e’)a(ea) Vle’)。 


v 4 v 
=VaDy pt Oy a Da b? 


故 Rapy” =2VIa®y b+ 20, (a0ah =(d@, )ap + (oo Aot)w ， (5-7-8) 
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此 即 式 (5-7-8). 口 
注 1 上 式 只 对 无 挠 联络 成 立 ， 当 Va 有 找 时 应 补 一 找 率 项 ( 见 下 册 附 录 ]). 
注 2 式 (5-7-8) 等 价 于 式 (3-4-20')， 分 别 是 曲率 定义 (曲率 与 联络 的 关系 ) 在 标 

架 和 坐标 基底 的 分 量 表达 式 . 

由 第 二 结构 方程 可 知 ， 在 oj 已 经 求 得 的 情况 下 ， 只 须 对 @ 必 求 外 微分 和 枢 
积 即 可 方便 地 求 得 RR . 若 要 得 到 Ro 在 所 选 标 架 的 全 部 分 量 Rooy" ,只 须 用 如 下 
公式 求 缩 并 : 

Ra = Ron (ep) (eo). (5-7-9) 

许多 文献 用 人 2 (或 @1)，Rnii 和 0' 分 别 代表 本 书 的 RR ，Rpoy* 和 e* (注意, 它 

们 的 i, j 或 a,b 都 是 具体 指标 )， 并 写 出 曲率 2 形式 42.1 与 曲率 张 量 的 标 架 分 量 

Rmnmi 的 如 下 关系 : 

ARoorgn 6"， 


此 式 用 本 书 符号 则 应 表 为 
RY -JR e2Ae" ， 即 Rao -JRoorceo)。 A(e™),. (5-7-10) 
其 实 这 无 非 是 式 (5-1-6) 在 1= 2 的 特例 . 
如 果 流 形 M 上 除 给 定 Va 外 还 给 定 度 规 8ob, 而 且 两 者 满足 适 配 关系 Va8gbc =0， 


则 还 可 进行 以 下 讨论 ， 以 gu 和 8AY 分 别 代表 8 和 8 ”在 所 选 标 架 的 分 量 ， 即 


Buv = 8ab(ep) (er) , (5-7-11) 
8 =g8*(e!)a(e"),, (5-7-12) 
引进 以 下 两 个 记号 : 
(a) (ep)a=8ab(es)”,  (b) (e*)’ =8*(e!),, (5-7-13) 
则 有 (a) (er)s=g* (ey)o,s  (b) (ey) =gv(e'), (5-7-14) 


为 证 明 上 式 的 (a) 式 ， 只 须 验证 等 式 两 边 作用 于 (er)” 得 相同 结果 ， 为 证 明 (b) 式 ， 
只 须 验 证 等 式 两 边 作用 于 (e? )。 得 相同 结果 ， 留 给 读者 完成 . 
用 8 史 和 8 对 式 (5-7-14) 的 两 式 分 别 升降 指标 得 
(a) (er)’ =g (es) ， (b) (en)s=gm(e)o. (5-7-15) 
式 (5-7-14a) 和 (5-7- 15a) 说 明基 和 失 的 编号 v 可 用 gr” 上升 ， 式 (5-7-14b) 和 (5-7-15b) 说 
明基 矢 的 编号 v 可 用 gy 下降， 类 似 地 也 可 用 gj 对 Oura 做 降 指标 处 理 ， 即 定义 
Qa := 8 QOy a= 8ve(en) Vale”)。 (请 注意 此 前 Our 并 无 意义 )， (5-7-16) 
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8 为 常数 ( 即 Yuguv = 0 ) 的 标 架 称 为 刚性 标 架 (rigid frame)， 正 交 归 一 标 架 是 
最 简单 的 刚性 标 架 、 对 于 洛 伦 兹 度 规 ， 正 交 归 一 标 架 满足 8 = Tv ， 为 计算 带 来 


很 大 方便 ( 详 见 节 末 例题 )， 广 义 相 对 论 中 还 经 常 使 用 另 一 种 刚性 标 架 一 一 复 类 光 
标 架 ， 详 见 $8.7 和 8$8.8. 由 式 (5-7-16) 及 Vagjwv =0 易 见 下 式 对 刚性 标 架 成 立 ; 


am = (ep)pValev). (5-7-17) 
定理 5-7-3 ”对 刚性 标 架 有 


Wm = 一 Owa。 (5-7-18) 

证 明 由 式 (5-7-17) 得 

Ova =Val(ep)s(es)]- (es) Valep)s =— (er) Valen)s =— Oa, 

其 中 第 二 步 是 由 于 Vo[(es)s(ey)?]=Voalgoc(ej) (es) ]=Vogw =0. 口 

式 (5-7-18) 表 明 ， 对 刚性 标 架 而 言 ， 联 络 1 形式 ww 关于 其 编号 指标 4，v 为 
反 称 , 这 使 独立 的 联络 1 形式 的 数目 从 7r(n 是 用 的 维 数 ) 减 为 n(n 一 1)/2( 当 nn=4 
时 只 有 6 个 独立 ). wuma 在 所 选 基底 的 分 量 wp =0yw(ep)” 在 计算 中 的 地 位 类 似 
于 坐标 基底 法 的 克 氏 符 T”,s， 也 有 而 个 数 ， 但 只 有 型 (n 一 1)/2 个 独立 ( 当 n=4 时 
只 有 24 个 独立 )， 故 独立 的 Oomp 少 于 独立 的 ”jt [由 下 标的 对 称 性 可 知 独立 的 
J 并 n(n+1)/2 个 ]. Ourp 称 为 里 奇 旋转 系数 (Ricci rotation coefficients). 

曲率 张 量 的 标 架 计 算法 可 分 为 如 下 三 步 : (a) 选 定 标 架 ; (b) 计 算 Va 在 所 选 标 
架 的 全 部 联络 1 形式 gw ; (c) 由 中 ,通过 嘉 当 第 二 结构 方程 (5-7-8) 计 算 全 部 曲率 2 
形式 RR .其 中 第 (b) 步 还 须 再 费 笔墨 . 由 于 刚性 标 架 最 为 常用 , 我 们 只 介绍 用 刚性 
标 架 时 @* 的 求法 ， 借 用 任 一 沧 标 系 {x*}， 引 入 符号 

A =[(er)ae —(er)ral(ep) (eo), (5-7-19) 
其 中 (ev)a 和 (en) 是 (ev)s 和 (eu 在 坐标 系 {x%} 的 第 4 个 分 量 ， 即 
(eas(ev)o(B/ar)" ， (ep) =(e,) (drt),, 

(ev)4r 是 (ey)a/0x" 的 简写 . 易 见 Lp = -4ow , 故 只 有 Wn -1)/2 个 独立 的 Avp 
由 式 (5-7-19) 求 得 全 部 np 后 可 由 以 下 定理 直接 计算 全 部 Wunp 

定理 5.7-4 Op =3 hp + A ~ Ap): (5-7-20) 

证 明 ”由 Vo 的 无 找 性 得 克 氏 符 关于 下 指标 的 对 称 性 厂 4yo = 厂 *o,， 故 

(ey)ar —(ev)r4 = (ev)ar (ev)ra 

于 是 式 (5-7-19) 可 改写 为 
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Mw =[Va(ey), — Volev)al (0/0x")" (0/Ox)(e,) (es) 
=[Va(e)s — Voler)al(ep) (en) = inp ~ Opry: 

由 此 不 难 证 明 式 (5-7-20). 口 

式 (5-7-20) 是 Ourp 的 显 表达 式 ， 易 于 直接 计算 ， 缺 点 是 算式 较 多 ， 在 度 规 有 
某 些 对 称 性 时 用 嘉 当 第 一 结构 方程 往往 可 更 快 地 求 得 刚性 标 架 的 Ow"( 见 例 1[ 解 
毕 ] 之 后 )， 下 面 给 出 求解 实例 . 

例 1 已 知 时 空 度 规 gop 在 坐标 系 {1,7,0,9} 的 线 元 表达 式 为 

ds2 = -e24(D0dt2 +e28(0dr2+r2(dg2+sin2gdgp2) ， (5-7-21) 

试用 正 交 归 一 标 架 计算 其 全 部 曲率 2 形式 R,. 

解 

(a) 选 正 交 归 一 标 架 。 由 式 (5-7-21) 知 坐标 基 矢 正 交 而 不 归 一 ， 因 此 将 其 归 一 
化 便 得 正 交 归 一 基底 ， 即 可 选 

(e0)" =e 0/6)”,  (e1)" =e 3(0/0r)®, 


(ea) =r1(0/00)", (es) =(rsing)-1(8/8p)” , (5-7-22) 
其 相应 对 偶 基 闪 为 
(er)s=es(d),s, (el),=es(dr),, 
(e2)s=r(d0)s, (es=rsinO(dg),, (5-7-23) 
或 者 ， 用 8 由 对 式 (5-7-22) 降 指标 得 
(e0)a=-e(d)s, (ea=e? (dr),, 
(ex)a=r(d0)s, (es),=rsinO(dg),. (5-7-24) 


(b) 用 式 (5-7-19) 计 算 4wp . 计算 时 要 借用 一 个 坐标 系 ， 自 然 先 题目 所 给 的 
人 bmmg,p} 系 ， 注意 到 反 称 关系 np = 一 Apws， 可 先 求 出 全 部 (6 个 ) 独 立 的 dop ( 即 
Mo0l ，Ao2 ，Aos ，4ioz ，os ， 避 03.)， 再 求全 部 独立 的 nip ，… 式 (5-7-24) 
表明 (eo)i 的 非 零 分 量 只 有 (eo)jo = -et ， 它 只 是 r 的 函数 ， 故 (eo)o, ;的 非 零 元 素 只 
有 (eo)ol =-A'e4(' 代表 对 r 的 导数 )， 于 是 
4op =[(eo)01 —0] (es) (ep)! =-A'es(e,) (ep). 
而 (ey) 和 (ep) 为 零 除非 =0 和 p=1， 故 /op 的 唯一 非 零 元 素 为 
Ao1 =—A'es(eo)(e1)! =—A'ese he? =—A'e?. 
类 似 地 可 知 非 零 的 Aw 共有 
M01 =—Aoo =-A'e ®, A =-/ = re?, 
Ma3=-/s31=-r es, ha3 =—/a32 =—7" cotO . 
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代入 式 (5-7-20) 得 非 零 的 wonp 为 (注意 反 称 关系 wmp = 一 wwp) 


aoo=-wo=-4e 2， azz =— 212 = re ， 
33=-0313=-rT ee, 3=-023=-r cotl , 
因而 6 个 独立 的 联络 1 形式 Qu 为 
aol=-4'ese0， ap=0， oo=0， 
aaz=-re-ae2， a=-rlee, oo=-rcotge3. 


(c) 用 嘉 当 第 二 结构 方程 求 曲率 2 形式 . 为 便于 求 外 微分 ,把 非 零 的 wu 改 用 
对 偶 坐 标 基 矢 表 出 : 
aol=-h'e4 sd, w=-e?d0, 
m3=-e ?sing dy, ao23=-cosgdp . 
由 ,=8” Oyo =77”@yo 得 @0 =oo，o7 =Q@y(i, ji=1，2，3)， 代 入 式 (5-7-8) 


不 难 求 得 
Ro =e 3(A"—AB'+A)e Ne!l, R=r!A'e’?e Ae?, 
Ro3 =r-!A'e ?3e Ae?, R?=r Be SelAe?, 
R?=r!B'e se! Ae?, R’”=r (1-e 3)e? 和 e3. 


我 们 只 以 计算 最 长 的 Ri 为 例 写 出 算式 : 
A 入 
do -|&¢ ssing) dr+a5Ge “aodo| "dp 
=ers(B'singdrAdp-cosgdgAdp) 
=r1B'e-28elAe3 一 re-acotge2zAe3 ， 
DAD = 0 A = NV = 1 eB cotl ezAe3， 
R?=d@’ + A =71B' e ?8 elAe3. [ 解 毕 ] 
上 例 展示 了 用 式 (5-7-20) 计 算 联络 1 形式 @," 的 过 程 ， 下面 仍 以 上 例 为 例 介 绍 
用 嘉 当 第 一 结构 方程 求 @," 的 等 价 方法 ， 对 式 (5-7-23) 求 外 微分 代入 嘉 当 第 一 方 
程 (5-7-6) 得 


A'eBel Ne =-el Mm -el A eA, (5-7-25a) 

0=-e Ao! -eA -ee A! ， (5-7-25b) 

rle BelAe’=-e AW -el A eA, (5-7-25c) 

rle BelAe3+r-!cotl er Ae3=—e° A = A 一 2 人 CP s (5-7-25d) 


从 原则 上 说 ， 把 1 形式 @,* 用 e4 展 开 (例如 hn =aoe +e!+Qze?+Q3e )， 代 入 
式 (5-7-25) 便 可 求 得 全 部 . 然而 实际 上 往往 可 用 简单 得 多 的 方法 “ 读 出 ”或 猜 
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出 正确 解 ， 例如， 对 @i"，a" 和 Qa" 的 如 下 猜测 解 自然 满足 方程 (5-7-25a); 
=-A'eBe tael, ==0. (5-7-26) 
把 上 式 代入 方程 (5-7-25b) 得 
0=-ae Ae!—e A, -ee A!. 
上 式 后 两 项 不 含 e" el ， Mss 0. 由 上 式 似乎 可 猜 om!1= on =0, 但 = 0 使 式 
er i er le =0 La Le de 由 式 (5-7-25c) 可 猜 
2 = -re-se2， 由 式 (5-7-25d) 可 猜 o3 = -rle Be 和 oo = -rcotge3， 且 易 见 这 一 
猜测 也 满足 式 (5-7-25b， J 于 是 猜测 解 
=-A'e?e, w=0=0, 
oi? =-rle?e?, @ 3=-r!e?e3, oz =—r cot e3 
满足 嘉 当 方 程 ， 因 而 是 正确 答案 [与 例 1 求解 中 的 (b) 的 结果 同 ]. 
至 此 我 们 介绍 了 计算 黎 曼 张 量 Raxcs 的 两 种 方法 : 坐标 基底 法 和 标 架 法 (特别 
是 正 交 归 一 标 架 法 )， 两 种 方法 各 有 优 缺点 ， 可 根据 问题 本 身 以 及 计算 者 的 熟练 程 
度 任 择 其 一 ， 有 人 希望 集 坐 标 基底 法 和 正 交 归 一 基底 法 于 一 身 ， 即 寻求 一 个 正 交 
归 一 的 坐标 基底 .然而 这 是 做 不 到 的 ,除非 gap 为 平 直 度 规 场 . 原因 很 简单 : 坐标 
基底 {(B/8x%)*} 为 正 交 归 一 表明 gos =71wv(9/0x“)*(6/0x")*. 设 94 是 坐标 系 的 普通 
导数 算 符 ， 则 048be =0 ， 故 0, 就 是 与 gap 适 配 的 导数 算 符 ， 而 GlsOp1@。 =0 Ve。 


所 以 gop 的 Rope 为 零 ， 即 gas 平 直 . 
习 题 

了 在 定理 5-1-3 证 明 中 补 证 {(eDsA(e?p，(e?oA(es，(e 和 (ea] 线 性 独立 . 

?2. 设 V 为 矢量 空间 ，{(e)s, (es, (es， (eu 是 的 基底 , 写 出 ws4(D ，wuw es4(3) 和 
au < 4(4) 在 此 基底 的 展开 式 ， 说 明 展开 系数 (如 wz) 的 定义 . 

“3. 用 数学 归纳 法 证 明 (o))。^ … ^(@)。=11(oDi …(@)。 ,其 中 (wo).，…，(@w'))。 为 任意 
对 偶 矢量 . 

“4. 试 证 定理 5-1-4. 

5. 设 @ 是 1 形式 场 ，w v 是 矢量 场 , 试 证 do(w,v)=u(@ (v))-v(@ (GO)-w([w 切 ) ,等 式 
左边 代表 dw 对 u,v 的 作用 结果 ， 即 (do)wwew” 

“6. 设 必 和 w.。 分别 是 流 形 M 上 的 矢量 场 和 /形式 场 ， 试 证 

(人 So =d, (oo a) + (dw),, wi 

注 : 令 1a =0906。. ， 则 dp/ 是 指 (d4)。。.。 . 

(b) dw =d.%w (这 本 身 就 是 一 个 很 有 用 的 命题 ). 

提示 : (1) 证 (a) 时 可 先 证 1=2 的 特例 ， 找 到 感觉 后 不 难 推广 至 一 般 情况 . 

(2) 利用 (a) 的 结果 将 使 (b) 的 证 明 变 得 十 分 简单 . 
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7. 设 0 是 n 维 流 形 M 上 坐标 系 {x*] 的 坐标 域 (是 O 同 胚 于 有 R")，w, 是 O 上 的 1 形式 场 ， 
试 证 
Bov/ar' =0@,10x* (J4v=1,…,n) 当 且 仅 当 存 在 f: 0 一 及 使 避 = 中， 
提示 : 仿照 $5.1 推论 5-1-6 的 证 明 . 
8. 设 {x,y,z} 和 {7,0,9} 分 别 为 3 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 和 球 坐 标 系 ， 写 出 
drAdgAdp 用 dx^dy 和 Adz 的 表达 式 . 
“9. 连通 流 形 M 配 以 洛 伦 兹 号 差 的 度 规 场 gw 叫 时 空 (spacetime). 设 Fu 是 任意 4 维 时 空 的 2 
形式 场 (第 6 章 将 看 到 电磁 场 张 量 Fe 就 是 一 个 2 形式 场 )， 试 证 
BFR + Fah) FR HgaFaF®, 
其 中 .=( 下),。， =g8” (此 式 对 研究 电磁 场 有 帮助 )- 
+10. 斌 证.。 = :ne&s 。 ,是 8N 上 与 诱导 度 规 场 ns 相 适 配 的 体 元 . 
11. 试 证 定理 5-6-1 和 5-6-2. 


“12. 设 x，y, z 是 3 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 试 证 
(a) dx=dyAdz; 


(btdzAdyAdz)=1. 
13. 设 {r, 0,9} 是 3 维 欧 氏 空间 的 球 坐标 系 ， 试 证 dr= (rsing)dg^dyp . 
14. 设 4, 巨 为 了 上 的 矢量 场 , 人 为 RY 上 与 欧 氏 度 规 相 适 配 的 导数 算 符 ， 试 证 
Dx(AxB)=(B.V)A+(V.B)A-(A.T)B-(V.AB. 

15. 用 微分 形式 证 明 3 维 欧 氏 空间 场 论 中 并 不 易 证 的 下 列 熟知 命题 : 

(D 无 旋 矢 量 场 必 可 表 为 梯度 ; 

(2) 无 散 矢量 场 必 可 表 为 旋 度 ( 见 $5.6 末 ). 

16. 设 v, 是 广义 黎 曼 空间 (M，gop) 上 的 适 配 导 数 算 符 ( 即 Yu8gx =0), 是 适 配 体 元 ( 即 
Vsews =0)，v" 是 M 上 的 矢量 场 , v= gwv* 是 vr 相应 的 1 形式 场 ,“v 是 v 的 对 偶 形式 场 , 试 
证 (Vv")s =d'v. 注 : 这 个 结论 可 做 如 下 推广 : 设 包 。 是 上 形式 场 (k<n), 简 记 作 F, 把 -1 
形式 场 V*F.。 记 作 divF， 则 “(divF)=d'F . 电磁 场 的 麦 氏 方程 [ 式 (12-6-2)] 就 是 一 例 . 

17. 试 证 由 式 (5-7-2) 定 义 的 7",, 正 是 $3.1 定义 的 克 氏 符 三 在 式 (5-7-2) 涉 及 的 坐标 基底 
的 分 量 . 

*18. 用 正 交 归 一 标 架 分 别 求 第 3 章 习题 14~16 所 给 度 规 的 曲率 张 量 的 全 部 标 架 分 量 ， 并 验 
证 所 得 结果 与 用 坐标 基底 法 求 得 的 曲率 张 量 相同 . 为 与 Ruxe 的 坐标 分 量 Ruv? 区 别 ,在 求 得 Ra 
的 全 部 标 架 分 量 后 宜 改 用 符号 Ro ”代表 标 架 分 量 . 
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86.1 4 维 表述 基础 


假定 读者 已 学 过 狭义 相对 论 ， 本章 的 任务 是 用 4 维 几何 语言 对 狭义 相对 论 的 
基本 内 容重 新 表述 ， 以 求 得 一 个 更 清晰 、 深 入 和 更 能 抓 住 本 质 的 认识 ， 此 外 ， 学 
会 使 用 4 维 语言 也 可 为 学 习 以 后 各 章 (广义 相对 论 ) 打 下 必要 基础 . 


6.1.1 预备 知识 


物理 学 研究 物理 客体 (对 象 ) 的 演化 规律 ， 为 便于 研究 ， 往 往 使 用 模型 ， 模 型 
是 理想 化 了 的 客体 ， 质 点 、 点 电荷 、 带 电 面 等 都 是 模型 . 

下 面 介绍 今后 常用 的 若干 最 基础 的 概念 ， 使 用 的 都 是 模型 语言 . 

“事件 "本 是 个 非常 直观 的 概念 . 炸弹 爆炸 两 车 相 撞 和 一 声 咳嗽 都 是 事件 . 任 
何事 件 总 要 占据 一 定 的 空间 范围 并 持续 一 段 时 间 间 隔 ， 物 理学 中 的 事件 概念 则 是 
实际 事件 的 模型 化 ， 即 认为 每 一 事件 发 生 在 空间 的 一 点 和 时 间 的 一 瞬 ， 不 论 是 否 
发 生 了 什么 ， 空 间 的 一 点 和 时 间 的 一 瞬 的 结合 就 叫 一 个 事件 (evenb， 全 部 事件 的 
集合 叫 时 空 (pacetime) ， 故 每 个 事件 也 叫 一 个 时 空 点 ， 根 据 物理 直觉 ， 时 空 应 是 
个 “4 维 连续 体 ”， 但 这 一 提 法 的 准确 含义 起 初 并 不 明朗 ， 后 来 发 现 ， 能 把 这 一 
提 法 准确 化 的 数学 概念 是 4 维 流 形 . 把 时 空 看 成 4 维 流 形 (并 配 以 适当 的 附加 结构 ， 
例如 一 个 洛 伦 兹 度 规 ) 是 物理 学 默认 的 一 个 基本 出 发 点 (基本 假设 )， 非 相对 论 物理 
学 和 狭义 相对 论 物 理学 假定 时 空 流 形 是 RR“( 两 者 的 区 别 在 于 R* 上 的 附加 结构 ， 见 
稍 后 ); 广义 相对 论 物理 学 则 允许 时 空 流 形 为 任意 4 维 连通 流 形 . 

牛顿 力学 中 的 质点 是 一 个 模型 化 概念 ， 是 指 空间 中 带 有 质量 的 点 ， 由 于 要 讨 
论 相 对 论 ， 我们 把 质点 概念 推广 为 粒子 (particle) 概 念 ， 这 里 的 粒子 是 模型 语言 的 
粒子 ， 与 粒子 物理 学 的 具体 粒子 如 质子 、 中 子 等 虽 有 联系 但 不 相同 ， 是 完全 没有 
大 小 的 点 .我 们 把 粒子 分 为 两 类 [ 见 Synge(1956)]: 第 一 类 是 有 ( 静 ) 质 量 的 粒子 ， 
与 质点 同 义 ; 第 二 类 是 无 ( 静 ) 质 量 的 粒子 ， 为 方便 也 常 称 为 光子 (photon)， 一 个 粒 
子 的 全 部 历史 由 一 系列 事件 组 成 ， 因 此 对 应 于 时 空中 的 一 条 曲线 ， 称 为 该 粒子 的 
世界 线 (world line)， 设 某 人 (看 作 质点 ) 静 止 于 地 面 ， 苍 蝇 绕 他 做 匀速 圆周 运动 [ 见 
6-1(a), 则 两 者 的 世界 线 示 于 图 6-1(b) [ 称 为 时 空 图 (spacetime diagram)]. 在 时 空 
图 中 ， 竖 直 向 上 代表 时 间 的 流逝 ， 水 平方 向 代表 空间 ， 每 个 水 平面 代表 某 一 时 刻 
的 全 空间 ， 从 时 空 图 底部 开始 向 上 看 ， 就 能 看 到 运动 (演化 ) 的 全 过 程 . 
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eS 入 。 
Cx 
) 
(人 二 
) 


(a) 四 
图 6-1 人 静止 于 地 面 ， 蝇 绕 人 做 匀速 圆周 运动 
(a) 空间 图 ; (b) 时 空 图 

进行 物理 观测 的 人 叫 观察 者 ， 通 常 把 观察 者 模型 化 ， 即 看 成 质点 ， 简 称 观 者 
(observer). 为 了 观测 , 观 者 手中 应 有 一 个 走时 准确 的 钟 , 叫 标准 钟 (standard clock)， 
该 钟 的 读数 称 为 该 观 者 的 固有 时 (proper time)( 详 见 6.1.4 小 节 ). 推 而 广 之 , 可 认为 
任 一 质点 都 携带 一 个 标准 钟 ， 每 个 质点 有 自己 的 固有 时 ， 从 数学 上 看 ， 固 有 时 
无 非 是 质点 世界 线 的 一 个 特殊 参数 ， 一 个 观 者 只 能 对 发 生 在 自己 世界 线 上 的 事件 
做 直接 观测 ， 为 了 对 全 时 空 (或 其 中 一 个 开 子 集 ) 的 任何 事件 进行 观测 ， 需 要 处 处 
设置 观 者 (“流动 哨 ”)， 这 种 无 处 不 在 的 观 者 们 就 构成 一 个 参考 系 ， 准 确 地 说 ， 
无 数 观 者 的 集合 多 叫 一 个 参考 系 (reference frame), 若 它 满足 如 下 条 件 : 时 空 (或 其 
中 一 个 开 子 集 ) 中 的 任 一 点 有 且 仅 有 多 内 的 一 个 观 者 的 世界 线 经 过 . 这 一 抽象 定义 
其 实 是 读者 常用 的 参考 系 概念 的 准确 化 和 广义 化 . 以 大 家 熟悉 的 “火车 系 "为 例 . 想 
像 车 内 充满 乘客 ( 观 者 )， 每 人 携带 一 个 标准 钟 并 且 身 上 标 有 3 个 实数 (他 的 空间 坐 
标 ) 发 生 在 车 内 的 任 一 事件 必定 发 生 在 某 个 观 者 身上 ,他 便 可 记录 下 该 事件 的 时 
空 坐标 1, x, y, z(t 就 是 他 的 标准 钟 的 读数 , x, y, z 就 是 他 自己 的 空间 坐标 .)， 虽 
然 火车 只 有 有 限 大 小 (长 宽 高 )， 但 作为 模型 语言 中 的 概念 ，“ 火 车 系 ” 一 词 已 假 
定 它 的 观 者 们 充斥 于 全 空间 ( 任 一 空间 点 都 有 一 个 火车 系 观 者 ， 他 们 随 车 而 动 ， 即 
与 车 内 观 者 相对 静止 )， 另 一 方面 , “地 面 系 ”的 观 者 们 当然 也 充斥 于 全 空间 , 但 
他 们 与 火车 系 的 观 者 们 有 相对 速度 ， 以 许多 竖 直 线 代表 地 面 系 观 者 们 的 世界 线 ， 
则 火车 系 观 者 们 的 世界 线 便 是 许多 互相 平行 的 斜 直线 (请 读者 自己 画图 )、 把 这 一 
认识 准确 化 和 广义 化 (允许 系 内 的 世界 线 不 互相 平行 , 即 允 许 系 内 两 个 观 者 的 距离 
随时 间 而 变 ，)， 便 得 到 前 面 关于 参考 系 的 一 般 定义 . 
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6.1.2 ”狭义 相对 论 的 背景 时 空 


所 谓 狭 义 相对 论 的 几何 表述 ， 其 实 就 是 建立 一 个 4 维 模型 ， 使 由 它 得 出 的 
各 种 结论 与 狭义 相对 论 的 原 有 表述 (简称 3 维 或 3+ 1 

维 表述 ) 一 致 . 第 一 个 问题 就 是 用 什么 流 形 、 配 以 什么 

附加 结构 作为 背景 时 空 。 从 物理 上 看 ， 狭 义 相对 论 的 

每 个 事件 都 可 用 某 惯性 系 的 坐标 刻画 ， 任 一 惯性 系 的 

a 坐标 !+，x*，y，z 的 取 值 范 围 都 从 -wm 到 wo. 设 P, 4 

b a 是 R* 中 一 条 曲线 上 的 两 邻 点 (如 图 6-2), 它们 在 物理 上 
就 代表 两 个 相 邻 事件 ， 根 据 狭 义 相 对 论 ， 描 述 p，g 


图 62 粒 了 世界 线 及 其 天 展 的 联系 的 重要 物理 量 是 元 间隔 ， 可 借用 任 一 惯性 坐标 
系 [r，x，y， zj 定义 为 


ds2 = -dt2 +dx? +dy? +dz?. (6-1-1) 
[本 书 用 几何 单位 制 , 其 中 光速 c。 = 1( 详 见 附录 A).] 元 间隔 的 一 个 重要 性 质 是 它 在 
从 一 个 惯性 系 变 到 另 一 惯性 系 时 形式 不 变 ， 即 
-dr + dx +dy? +dz? =-d1? +dx? +dy? +dz?. 

(此 即 “ 间 隔 不 变性 ”， 可 由 洛 伦 兹 变换 验证 . ) 这 使 我 们 想到 了 数学 上 的 4 维 闵 
氏 空 间 : 闵 氏 空间 (R*, w,) 中 的 线 元 可 用 洛 伦 效 坐标 系 {x?，xi，x?， 必 } 表示 为 

ds2 =—(dx°) +(dx) +(dx?) + (dr), (6-1-1") 
上 式 与 式 (6-1-1) 形 式 相 同 ， 而 且 在 从 一 个 洛 伦 兹 系 变 到 另 一 洛 伦 效 系 时 形式 不 
变 ， 于 是 可 认为 物理 上 的 元 间隔 对 应 于 数学 上 的 闵 氏 线 元 ， 物 理 上 的 惯性 坐标 系 
对 应 于 数学 上 的 洛 伦 效 坐标 系 ， 狭 义 相 对 论 的 背景 时 空 对 应 于 闵 氏 空间 
人 7w) [所 以 闵 氏 空间 又 称 闵 氏 时 空 . 不 妨 认为 闵 氏 空间 是 侧重 数学 的 提 法 ， 而 
闵 氏 时 空 是 侧重 物理 的 提 法 .]， 进 一 步 把 “对 应 于 ” 改 为 “就 是 ”( 即 认同 )， 便 可 
以 说 狭义 相对 论 的 背景 时 空 是 闵 氏 时 空 ， 就 是 说 ， 狭 义 相对 论 物 理学 是 研究 物理 
客体 在 闵 氏 时 空中 的 演化 规律 的 学 问 ， 发 生 在 闵 氏 时 空 的 任何 物理 现象 都 属于 儿 
义 相对 论 物理 学 范畴. 

用 惯性 坐标 系 可 定义 任何 粒子 的 速率 . 设 工 为 粒子 的 世界 线 , p, 9 为 L 上 两 
邻 点 ( 见 图 6-2)，(h, 4, yi, 2) 和 (ty, 为 ,yz,z2) 分 别 为 p 和 9g 在 某 惯性 系 多 中 的 坐 
标 . 令 

dah -hs dan-Ai, Yah-h: d=-a, 
则 粒子 在 p 时 相对 于 .多 系 的 速率 定义 为 
i Nd +dy’ +dz? 有, 


= (6-1-2) 
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于 是 由 式 (6-1-1) 可 知 世界 线 工 介 于 p，4 之 间 的 线 元 为 
ds2 =—(1—u?)dr?. (6-1-3) 

上 式 表明 w= 1 同 dy = 0 ( 线 元 为 类 光 ) 等 价 ; u< 1 同 ds < 0 ( 线 元 为 类 时 ) 等 价 . 因 
此 ,狭义 相对 论 的 两 个 重要 基本 信条 一 一 中 光子 相对 于 任何 惯性 系 的 速率 4= 1; 
@ 质 点 相对 于 任何 惯性 系 的 速率 u < 1 一 一 便 可 改 用 4 维 语言 表述 如 下 : 

(1) 光子 世界 线 是 ( 闵 氏 时 空 的 ) 类 光 曲 线 ; 

(2) 质点 世界 线 是 ( 闵 氏 时 空 的 ) 类 时 曲线 . 

3 维 ( 亦 称 3 + 1 维 ) 表 述 总 要 借用 参考 系 ， 上 述 基本 信条 的 3 维 表述 还 涉及 速 
率 u 的 定义 (这 些 都 是 人 为 因素 )， 不 但 不 如 4 维 表述 简练 自足 ， 而 且 有 时 还 会 被 
误解 . 例如 , 如果 给 速率 下 不 同 定义 (其 中 有 些 也 颇 合 理 , 颇 有 资格 被 称 为 速率 . )， 
“ 超 光速 ”就 可 以 与 上 面 用 黑体 字 表述 的 基本 信条 不 相 矛 盾 (“ 超 光速 ”质点 的 世 
界线 可 以 仍 是 类 时 曲线 )， 然 而 ， 如 果 只 知道 “相对 论 不 许 超 光速 ”而 不 知道 按 什 
么 定义 的 速率 才 不 许 超 光 速 ,就 会 误 以 为 连 这 种 “ 超 光 速 ” 也 与 相对 论 相悖 (10.2.1 
小 节 将 给 出 一 个 既 “ 超 光速 ”又 不 违背 相对 论 的 重要 例子 )， 反 之 ， 如 果 竟然 发 现 
世界 线 为 类 空 曲线 的 质点 , 就 会 构成 对 相对 论 的 重大 挑战 ( 曾 有 报道 称 天 文 观测 已 
在 这 一 方面 发 现 某 些 迹 象 ， 尚 待 探讨 .). 


6.1.3 ”惯性 观 者 和 惯性 系 


狭义 相对 论 的 基本 假设 是 光速 不 变 原理 和 狭义 相对 性 原理 ， 后 者 又 包含 两 个 
层次 的 内 容 : @D 在 所 有 观 者 (质点 ) 中 存在 一 类 特殊 观 者 ， 称 为 惯性 观 者 (inertial 
observer)， 他 们 与 其 他 观 者 ( 非 惯性 观 者 ) 有 绝对 的 区 别 , 就 是 说 , 在 所 有 观 者 组 成 
的 集合 中 可 以 选 出 一 个 特殊 的 子 集 ， 其 中 每 个 元 素 都 是 惯性 观 者 ; @ 各 惯性 观 者 
平权 ， 不 存在 特殊 的 惯性 观 者 ， 就 是 说 ， 在 由 惯性 观 者 组 成 的 子 集中 不 能 选 出 一 
个 (或 几 个 ) 与 众 不 同 的 元 素 ， 例 如 不 能 说 哪个 惯性 观 者 处 于 绝对 静止 状态 ， 现 在 
讨论 惯性 观 者 在 数学 上 的 对 应 对 象 ， 根 据 3 维 语言 的 狭义 相对 论 ， 惯 性 观 者 相对 
于 所 在 惯性 坐标 系 {t，x，》y，z} 的 速率 u =0， 因 而 其 世界 线 重合 于 该 系 的 一 条 ! 
坐标 线 ， 设 8 是 该 系 的 普通 导数 算 符 ， 则 &(3/8D2=0， 故 

(0/01)° 0,(0/01) =0. (6-1-4) 
注意 到 惯性 坐标 系 就 是 洛 伦 效 坐 标 系 ， 可 知 & 是 与 闵 氏 度 规 1, 相 适 配 的 导数 算 
符 (满足 ao7ve = 0), 所 以 式 (6-1-4) 是 闵 氏 时 空 的 测 地 线 方程 , 可 见 任 一 惯性 观 者 的 
世界 线 都 是 类 时 测 地 线 . 反之 也 可 证 明 ， 给 定 任 一 类 时 测 地 线 G， 总 可 找到 一 个 
洛 伦 兹 坐标 系 使 G 是 该 系 的 一 条 t 坐标 线 ， 因 而 代表 一 个 惯性 观 者 ， 于 是 物理 上 
的 惯性 观 者 对 应 于 数学 上 的 类 时 测 地 线 ， 或 说 惯性 观 者 的 世界 线 就 是 类 时 测 地 
线 ， 从 数学 角度 看 ， 类 时 测 地 线 是 最 特殊 而 又 最 简单 的 一 类 类 时 线 ; 从 物理 角度 
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看 ,惯性 观 者 是 最 特殊 而 又 最 简单 的 一 类 观 者 ， 把 惯性 观 者 与 类 时 测 地 线 相对 应 
是 很 自然 的 . 

既然 洛 伦 兹 坐标 系 的 每 一 上 坐标 线 都 对 应 于 一 个 惯性 观 者 ,该 系 的 全 体 ! 坐标 
线 组 成 的 参考 系 便 称 为 惯性 参考 系 ， 而 该 坐标 系 则 称 为 该 惯性 参考 系 内 的 一 个 惯 
性 坐标 系 ， 在 不 必 认真 区 分 参考 系 和 坐标 系 时 ， 惯 性 参考 系 和 惯性 坐标 系 又 统称 
惯性 系 ， 惯 性 系 的 定义 域 是 全 时 空 (整个 R)， 因 此 亦 称 整 体 惯性 系 ， 属 于 同一 惯 
性 参考 系 的 所 有 惯性 观 者 的 世界 线 是 平行 测 地 线 ; 反之 ， 若 二 惯性 观 者 分 属 不 同 
惯性 参考 系 (例如 前 面谈 到 的 火车 系 和 地 面 系 )， 则 他 们 的 世界 线 为 不 平行 测 地 
线 ， 一 个 质点 叫做 “自由 的 ”或 “做 惯性 运动 的 ”， 若 其 世界 线 为 测 地 线 . 

根据 定理 4-3-6，4 维 闵 氏 时 空 R^,muw) 中 洛 伦 效 系 之 间 的 坐标 变换 对 应 于 
( 悦 7s) 中 的 等 度 规 映射 . 任 一 等 度 规 映射 可 由 若干 基本 的 等 度 规 映射 复合 而 成 , 后 
者 又 分 为 “连续 ”和 “分 立 ” 两 大 类 ，“ 分 立 ” 是 指 反 射 和 反 演 ，“ 连 续 ” 则 又 有 
三 种 类 型 [ 见 84.3 例 1(4)]: (a) 平移 ， 由 4 个 独立 Killing 矢量 场 (8/91)* ，(3/3x)” ， 
(6/9y)”， (8/8z)” 表征 ; (0) 空 间 转 动 ， 由 3 个 独立 Killing 矢量 场 
—y (0/0x)" + x (0/0y)” ，-z (0/0y)" + y (0/0z)"” ，-x (0/0z)* +z(3/9x)" 表征 ; (c) 伪 
转动 , 由 3 个 独立 Killing 矢量 场 !(3/3x)* +x (8/61)* ，+ (3/0y)* +y (3/901) ， 
1(8/8z) +z(8/80” 表征 ， 今 各 举 一 例 说 明 物理 意义 ，(a) 以 时 间 平移 为 例 ， 由 
Killing 场 (3/61)” 对 应 的 单 参 等 度 规 群 诱导 而 得 的 坐标 变换 为 =t+a ，x’=x， 
y=》，z=z (常数 a 充当 单 参 群 的 参数 )， 物 理 上 对 应 于 把 惯性 系 多 内 所 有 观 
者 的 标准 钟 的 初始 设 定 值 增加 数值 a, 例如 夏 时 制 与 普通 制 的 关系 就 是 如 此 , 其 
中 a=1( 小 时 )，(b) 以 x~y 面 内 的 转动 为 例 . 由 Killing 场 ~-y (3/9x)* +x (8/9y)* 对 


应 的 单 参 等 度 规 群 诱导 而 得 的 坐标 变换 为 
= XxX'= XCOsa — ysina, 多 =xsin w + ycosa, z =z， 
(c 为 常数 ， 充 当 参数 . ) 


物理 上 对 应 于 惯性 参考 系 内 部 的 一 个 空间 坐标 转动 ，(c) 以 +~x 面 内 的 伪 转 动 为 
例 .由 Killing 场 !(3/3x)” +x (6/91)* 对 应 的 单 参 等 度 规 群 诱导 而 得 的 坐标 变换 为 
( 见 定理 4-3-5) 
t=7(t -vx), X=7Y(x- vt), y=y, z'=z， (6-1-5) 
其 中 为 常数 (充当 参数 )，y = (~v?)""?. 这 在 物理 上 对 应 于 两 个 惯性 系 多 和 .多 
之 间 的 坐标 变换 ( 洛 伦 兹 变换 )， 该 两 系 空间 坐标 轴 对 应 同 向 , 9' 系 相对 于 .多 系 以 
速率 |v| 沿 x 轴 正 (或 负 ) 向 匀速 平 动 ， 两 系 空间 坐标 原点 在 :=+ =0 时 重合 . 
平移 和 空间 转动 对 应 的 都 是 同一 惯性 参考 系 内 的 坐标 变换 ， 例 如 ， 时 间 平 移 
变换 只 是 同一 惯性 参考 系 内 所 有 观 者 把 自己 的 标准 钟 的 零点 重新 设 定 一 下 ， 观 者 
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及 参考 系 没有 改变 ， 又 如 ， 从 {t，x，?， 了 如 出 发 作 一 空间 旋转 后 所 得 新 坐标 系 
{t=t, xy，z 仍 是 该 参考 系 内 的 一 个 惯性 坐标 系 . 可 见 同一 惯性 参考 系 内 存在 
许多 不 同 惯 性 坐标 系 ， 然 而 由 一 个 伪 转动 相 联系 的 两 个 惯性 坐标 系 却 必然 分 属 两 
个 不 同 惯性 参考 系 ， 因 为 它们 的 坐标 线 不 同 . 


6.1.4 ”固有 时 与 坐标 时 


观 者 (质点 ) 的 固有 时 就 是 他 的 标准 钟 的 读数 .但 若 问 什 么 叫 标准 钟 ， 则 还 须 
追加 如 下 定义 : 

定义 1 一 个 钟 称 为 标准 钟 或 理想 钟 (ideal clock), 若 它 在 自己 世界 线 上 任 二 点 
Pi，P2 的 读数 不 ，z 之 差 等 于 该 线 在 p1，p2 之 间 的 线 长 ， 即 


-ni 所 [er (6-1-6) 


注 1 若 光 速 c 不 取 为 1， 则 上 式 右边 应 乘 以 lc. 

注 2 应 注意 分 清 与 钟 有 关 的 两 个 概念 一 走时 率 (rate) 和 初始 设 定 (setting). 标 
准 钟 只 对 走时 率 提 出 要 求 (世界 线 上 任意 两 点 的 读数 差 等 于 线 长 )， 而 参考 系 内 的 
钟 同 步 问题 则 只 涉及 初始 (零点 ) 设 定 ， 我 国 曾 一 度 推行 夏 时 制 ， 规 定 从 某 月 某 日 
开始 “把 钟 拨 快 一 小 时 ”. 这 “ 快 ” 字 有 可 能 使 人 误 以 为 要 把 走时 率 提高 ， 其 实 
只 是 改变 初始 设 定 . 

注 3 根据 定义 1, 观 者 的 固有 时 间 等 于 它 的 世界 线 长 . 至 于 线 上 哪 一 点 选 作 
z 的 零点 ， 则 只 涉及 初始 设 定 ， 在 只 有 一 个 (或 某 些 ) 观 者 的 情况 下 是 任意 的 ， 但 若 
考虑 一 个 参考 系 ， 则 其 中 各 观 者 固有 时 的 零点 选择 就 要 满足 一 定 要 求 ， 例 如 ， 设 
多 为 惯性 参考 系 , G 是 其 中 的 一 个 观 者 , 任 选 ppe G 作 为 G 的 固有 时 的 零点 之 后 ， 
以 马 代表 过 po 并 与 所 有 观 者 世界 线 正 交 的 超 曲 面 ， 则 .多 系 内 任 一 观 者 G' 必 须 选 
马 与 自己 世界 线 的 交点 作为 固有 时 的 零点 .这 种 要 求 叫做 惯性 系 内 的 钟 同步 
(clock synchronization)， 乍 看 起 来 可 用 下 法 实现 同步 : 观 者 G 在 把 自己 的 钟 调 到 
指 零 (事件 po) 的 同时 告知 G'“ 你 现在 就 把 钟 调 到 指 零 ”. 但 是 ， 

由 于 信号 传播 需要 时 间 ， 若 以 4 代表 G' 接 到 通知 的 事件 , 则 4 6 9 
必定 不 在 超 曲面 怠 上 ， 如果 G' 执 行 指令 ， 即 在 事件 4 把 自己 
的 钟 调 零 ， 必 然 达 不 到 钟 同步 的 要 求 . 可 见 钟 同 步 在 相对 论 中 
是 个 非 平凡 过 程 . 下 面 介绍 一 种 同步 方法 . 观 者 G 事先 告知 G': 
“你 在 身上 装 一 面 反射 镜 ， 当 镜子 接收 到 我 发 的 光 时 把 你 的 钟 
调 零 . ”然后 G 在 某 时 刻 向 G' 发 光 (事件 pi)， 它 到 达 G' 时 被 反 
射 事 件 p)， 以 ps 代表 G 收 到 反射 光 的 事件 ( 见 图 6-3)， 设 po 
是 G 世界 线 上 pi ps 段 的 中 点 (以 线 长 衡量 )， 则 G 只 须 在 该 点 图 6-3 钟 同步 方法 


po p' 


p: 
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把 自己 的 钟 调 零 便 可 使 G' 钟 与 自己 的 钟 同步 .请 注意 这 一 做 法 用 到 光速 与 方向 无 
关 ( 光 子 走 类 光 测 地 线 ) 的 性 质 . 

注 4 标准 钟 也 是 一 种 模型 .什么 样 的 实际 钟 可 看 成 标准 钟 ? 实验 表明 ， 原 
子 钟 在 多 数 情况 下 可 相当 精确 地 看 作 标准 钟 ， 生 活 中 的 钟 通常 也 可 近似 看 作 标准 
钟 ， 然 而 , 任何 实际 钟 都 会 在 某 些 特殊 情况 下 与 标准 钟 有 明显 偏离 [参见 Misner et 
al.(1973)P.393, 395; Rindler(1982)P.31.]. 例如 , 密切 依赖 于 地 球 重力 加 速度 的 摆 钟 
一 旦 被 带 到 远离 地 球 的 飞船 中 便 将 一 无 是 处 ， 不 过 这 只 涉及 实验 中 如 何 选 钟 而 不 
妨碍 理论 上 的 讨论 ， 在 理论 上 需要 的 只 是 标准 钟 的 概念 . 

注 5 今后 谈 到 世界 线 时 默认 以 固有 时 为 参数 ， 而 固有 时 间 等 于 线 长 ， 因 此 
其 切 矢 (3/8z)? 的 长 度 为 1( 见 82.5 定义 7 前 一 段 ) 于 是 应 把 观 者 理解 为 一 条 有 单位 
切 矢 的 类 时 曲线 . 

注 6 光子 没有 固有 时 概念 (类 光 曲 线 线 长 恒 为 堆 )， 因 此 不 能 充当 观 者 . 

设 必 是 坐标 系 的 类 时 坐标 [ 即 m5 (8/0x*)*(8/8x?》<0] ,x!， 必 ,大 是 类 空 坐标 
[ 即 7os(a/ax)"(3/8x) >0，i=1,， 2，3], 则 坐标 域 中 任 一 点 p 的 * 值 称 为 事件 p 
在 该 系 的 坐标 时 (coordinate time)， 惯 性 系 的 坐标 时 叫 惯性 坐标 时 ， 其 定义 域 为 全 
了 要 特别 注意 坐标 时 与 固有 时 的 以 下 两 点 区 别 : @ 固 有 时 只 对 世界 线 上 的 点 而 
言 ， 脱 离世 界线 就 没有 固有 时 概念 ， 若 两 条 世界 线 Li 和 书 交 于 尸 点， 则 六 点 作 
为 Li 的 一 点 的 固有 时 可 以 不 同 于 它 作为 L 的 一 点 的 固有 时 ， 反 之 ， 坐 标 时 与 世 
界线 无 关 ， 只 要 p 是 坐标 域 中 的 一 点 ， 就 可 谈 及 它 在 该 系 的 坐标 时 ， 加 同一 时 空 
点 p 在 不 同 坐 标 系 中 可 有 不 同 坐 标 时 ， 而 固有 时 则 与 坐标 系 无 关 ， 下 面 的 命题 给 
出 类 时 曲线 上 的 固有 时 与 惯性 坐标 时 的 联系 . 

命题 6-1-1 设 L(D 是 某 质点 的 世界 线 , rt 为 固有 时 , 1 为 惯性 系 多 的 坐标 时 ， 
则 

dt/dr =7,. (6-1-7) 
其 中 x, = 4-x2) 2? ，u 是 质点 相对 于 ,多 的 速率 . 
证 明 仍 用 图 6.2. 由 dr =V-ds? 和 式 (6-1-3) 得 dr? =(1-w?)dr? , 故 有 式 (6-1-7) 


若 LD) 就 是 惯性 系 多 中 的 一 条 + 坐标 线 , 则 由 式 (6-1-2) 知 n=0, 故 由 式 (6-1-7) 
知 df =dr. 可 见 惯性 观 者 在 本 惯性 系 内 的 坐标 时 等 于 自己 的 固有 时 . 


6.1.5 时空 图 


研究 运动 常 要 画图 通常 的 图 是 空间 图 ， 例 如 平 抛物 体 的 空间 轨迹 是 抛物 
线 . 这 种 图 不 含 时 间 因素 ， 不 能 反映 物体 在 哪 一 时 刻 位 于 轨迹 的 哪 一 点 ， 时 空 图 
可 以 克服 这 一 缺点 ， 它 用 纸 面 上 的 点 代表 事件 ， 纸 面 上 的 线 代 表 粒 子 在 时 空中 的 
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运动 (过 程 )， 等 等 ， 如 果 只 涉及 1 维 运动 ， 可 以 只 画 2 维 时 空 图 ， 画 图 时 ， 先 任 
选 一 惯性 系 .多 作 基准 ， 并 用 竖 直 向 上 的 轴 为 其 + 轴 ( 代 表 时 间 的 流逝 )， 水 平 轴 为 
其 x 轴 ( 见 图 6-4). 各 种 沿 x 轴 运 动 的 粒子 的 世界 线 都 可 用 图 中 的 曲线 表示 . 例如 ， 
+ 轴 代 表 多 系 中 x=0 的 那个 惯性 观 者 Go 的 世界 线 ， 图 中 的 另 一 坚 直线 代表 多 系 
中 x=z 的 那个 惯性 观 者 G1 的 世界 线 ( 竖 直 表明 相对 于 多 系 静止 )， 而 图 中 的 点 画 
线 则 代表 光子 的 世界 线 ， 给 定 任 一 时 刻 f ， 线 上 便 
得 一 点 (f,?)， 其 空间 坐标 就 反映 光子 在 ?时刻 的 
位 置 . 图 6-4 中 的 斜 直线 代表 什么 ? 由 于 是 斜 直 
线 ， 其 x 坐标 随 ! 坐标 线性 变化 ， 由 式 (6-1-2) 知 它 
相对 于 .多 系 的 速率 为 小 于 1 的 常数 , 可 见 它 是 做 惯 
性 运动 的 质点 ， 其实， 从 它 是 类 时 直线 ( 测 地 线 ) 这 
一 事实 便 知 它 也 是 惯性 观 者 ， 从 它 过 原点 的 事实 可 
知 它 是 式 (6-1-5) 涉 及 的 惯性 系 多 ' 中 的 x*=0 的 那个 
惯性 观 者 , 亦 即 多 ' 系 的 + 轴 . 从 另 一 侧面 也 可 验证 : 
把 x*=0 代 入 洛 伦 兹 变 换 式 (6-1-5) 得 +:=x/v ,可 见 纪 图 6-4 以 惯性 系 罗 为 
轴 是 过 原点 、 斜 率 为 1/v 的 直线 . %' 系 的 x 轴 该 怎 基准 的 2 维 时 空 图 
么 画 ? x 轴 满足 1=0， 代 入 式 (6-1-5) 得 t=vx ,可 
见 * 轴 是 过 原点 、 斜 率 为 的 直线 ， 和 wr 轴 分 居 点 画 线 的 两 侧 且 与 该 线 夹 角 相等 
( 见 图 6-5)， 这 岂非 表明 x* 轴 与 + 轴 互 不 正 交 ， 从 而 导致 %' 与 .多 系 不 平权 ? 其 实 
这 是 “时 空 图 的 欺骗 ”， 是 人 们 习惯 于 用 欧 氏 度 规 想 问题 的 结果 ， 事 实 上 ， 注 意 
到 人 { 六 六 对 也 是 洛 伦 兹 系 ， 自 然 有 os(B/arf)*(8/8x) =0 ， 即 (3191) 与 
(6/0x' 用 闵 氏 度 规 衡量 是 正 交 的 . 多 ' 与 .2 系 的 平权 性 没有 被 破坏 ， 当 然 ， 画 图 
时 一 般 要 先 选 一 个 惯性 系 作 基 准 并 把 它们 的 + 轴 和 x 轴 分 别 画 成 竖 直 和 水 平 ， 但 
选 哪个 系 作 基准 则 完全 任意 例如， 假定 选 . 罗 ' 系 为 基准 ， 所 得 时 空 图 就 如 图 6-6， 
它 虽 与 图 6-5 貌似 不 同 ， 但 实质 一 样 . 

时 空 图 的 “欺骗 性 ”不 但 体现 在 正 交 性 上 ， 还 体现 在 曲线 长 度 的 判断 中 ， 设 
P= 必 习 为 任 一 时 空 点 ，op 是 联结 o 与 p 的 直线 段 ( 见 图 6-7)， 其 线 长 按 闵 氏 度 规 
为 名 = 省 呈 + 克 | ， 可 见 双 曲 线 - 己 + 妆 = K( 常 数 ) 上 各 点 与 。 所 联 直线 段 等 长， 


例如 op 与 og 等 长 , 尽管 直观 看 来 ( 即 按 欧 氏 度 规 ) 不 等 . 图 6-7 中 的 双 曲线 称 为 校 
准 曲线 . 
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图 6-5 x 与 * 轴 对 称 地 分 居 。 图 6-6 ”以 多 "为 基准 的 时 空 。 图 6-7 双 曲 线 的 点 与 o 所 
45。 直 线 两 侧 图 ， 与 图 6-5 等 价 联 直 线 长 度 为 常数 
如 果 物 理 现象 还 涉及 空间 的 第 2、3 维 ， 以 上 的 2 维 时 空 图 就 不 够 用 ， 但 是 ， 
即使 采用 立体 画 法 ， 纸 面 上 最 多 也 只 能 表现 3 维 ， 既 然 必须 用 一 维 代表 时 间 ， 就 
只 剩 两 维 代表 空间 ， 因 此 3 维 空间 势必 有 一 维 反映 不 出 
来 (在 图 上 被 “压缩 掉 ”)， 幸 好 许多 问题 中 有 一 维 (甚至 
两 维 ) 不 重要 , 或 者 问题 有 一 定 的 对 称 性 , 压缩 掉 一 维 后 
仍 不 丢失 实质 内 容 ， 以 人 造 卫 星 绕 地 球 转动 为 例 ( 见 图 
6-8)， 地 球 表面 本 是 个 2 维 球面 ， 但 画图 时 有 一 维 被 压 
缩 掉 ， 所 以 每 个 时 刻 的 地 球 表面 由 一 个 圆周 ( 图 中 的 〇 
世界 线 代表， 近似 认为 地 球 做 惯性 运动 并 以 它 为 画图 基准 ， 地 
面 上 每 点 的 世界 线 便 都 是 竖 直 线 ， 它 们 构成 一 个 圆柱 
面 ， 叫 做 地 球 表面 的 世界 面 .图 中 的 螺旋 线 则 代表 卫星 
的 世界 线 ， 其 倾斜 程度 反映 卫星 转动 的 快慢 . 
设 多 是 闪 氏 时 空 的 惯性 参考 系 ， 则 与 中 所 有 观 者 
世界 线 正 交 的 3 维 平面 ( 超 平面 ) 马 上 各 点 有 相同 + 坐标 ， 
C 所 以 称 为 多 系 的 一 个 同时 面 ( 见 图 6-9)， 代 表 .多 系 在 1 时 
图 6-8 ”地 球 世 界面 (压缩 掉 ” 刻 的 “全 空间 ”. 设 C 是 马上 的 曲线 ， 则 其 上 任 一 元 段 
一 维 ) 和 卫星 世界 线 的 df 为 零 ， 故 闵 氏 线 元 
ds? =—dt? + dx? +dy? + dz? 
诱导 出 的 线 元 为 df? =dx*+dy*+dz* ， 即 欧 氏 线 
元 ,可见 惯 性 系 多 在 任 一 时 刻 的 空间 是 3 维 欧 氏 空 
间 , 这 正 是 狭义 相对 论 3 维 表述 所 默认 的 . 如 果 讨论 
另 一 惯性 系 .9'， 由 于 它 的 观 者 世界 线 与 多 系 的 观 者 写 
世界 线 互 不 平行 ,: 罗 ' 系 的 同时 面 与 罗 系 的 同时 面 自 
然 不 同 ， 这 可 以 看 作 同时 性 的 相对 性 的 缘由 . da 


地 球 
世界 面 


加 系 观 者 世界 线 
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6.1.6 ”狭义 相对 论 与 非 相 对 论 时 空 结构 的 对 比 


在 非 相对 论 物理 学 中 时 间 和 空间 是 第 一 手 概念 ， 人 人 都 知道 什么 是 时 间 和 空 
间 ， 从 历史 的 角度 看 ， 人 们 先 有 时 间 和 空间 概念 ， 直 至 相对 论 创立 后 才 逐 渐 建立 
时 空 概念 ， 许 多 人 觉得 时 空 不 难 理解 ， 因 为 它 “ 无 非 是 时 间 加 空间 ”. 然而 ， 在 
相对 论 中 时 空 是 第 一 手 概念 ， 时 间 和 空间 则 反而 是 派生 的 相对 概念 ， “派生 ”是 
指 只 有 借助 于 参考 系 把 时 空 作 “3 + 1” 分 解 才 得 到 时 间 和 空间 概念 ，“ 相 对 ”是 
指 同一 时 空 存在 着 许多 不 同 的 3 + 1 分 解 方案 (图 6-5 就 代表 用 参考 系 .多 和 .多 ' 对 闵 
氏 时 空 所 做 的 两 种 分 解 ) 从 4 维 几 何 的 观点 看 来 ， 相对论 与 非 相 对 论 物 理学 在 时 
间 、 空 间 概念 上 的 差别 源 于 两 者 时 空 结构 的 不 同 ， 非 相对 论 物理 学 默认 时 空 流 形 
为 R*, 并 具有 某 些 内 训 的 附加 结构 . 其 一 就 是 存在 一 个 称 为 绝对 时 间 (absolute time) 
的 光滑 函数 1: R* 一 RR， 使 R* 被 分 成 无 限 多 层 ， 每 层 是 一 个 等 ! 面 互 (R* 中 的 一 张 
超 曲面 ， 见 图 6-10.)， 称 为 绝对 同时 面 (absolute simultaneity surface)， 它 有 3 维 欧 
氏 度 规 ， 代 表 :时 刻 的 “整个 3 维 空间 ”( 详 见 选读 6-1-1)， 同 一 五 上 的 所 有 点 代 
表 同时 发 生 于 不 同 地 点 的 事件 , 不 同 马 上 的 点 代表 不 同时 的 事件 . 所 谓 绝对 同时 ， 
是 指 不 论 哪 个 参考 系 看 来 都 同时 ， 这 与 相对 论 显然 不 同 ， 在 狭义 相对 论 中 ， 某 参 
考 系 认为 同时 的 两 事件 ， 另 一 参考 系 就 可 能 认为 不 同时 ， 狭 义 相对 论 只 有 相对 同 
时 面 ， 如 果 把 同时 面 比喻 为 扑克 牌 , 就 可 以 说 非 相 对 论 只 有 一 副 扑 克 牌 (与 参考 系 
无 关 ， 所 以 说 是 绝对 的 ) 而 狭义 相对 论 有 无 数 副 扑克 有 牌 (取决 于 参考 系 ， 所 以 说 是 
相对 的 )， 这 是 两 种 理论 的 时 空 结构 的 重要 区 别 . 
下 面 再 从 事件 因果 联系 的 角度 讨论 两 种 时 空 结构 的 区 别 . 给 定 事件 pe 了 4 后 ， 
总 可 把 民 -{p} 写 成 3 个 互相 无 交 的 子 集 M1, M2, M3 之 并 , 即 R'-{p}= 
MiUMUM， 其 中 
Mi = {qe 民 -{p}| 存在 先 经 历 事件 4 后 经 历 事件 p 的 观 者 } 
M2 ={q e 民 -{p}| 存在 先 经 历 事件 p 后 经 历 事件 9 的 观 者 } 
M3 ={qe R-{p)! 不 存在 既 经 历 事件 9 又 经 历 事件 p 的 观 者 }. 
非 相对 论 物 理学 默认 子 集 M 就 是 过 p 点 的 绝对 同时 面 瑟 (去 掉 点 p), 而 Ms 和 Mi 
则 分 别 是 五 两 侧 的 “上 半 个 R*” 和 “下 半 个 R”( 见 图 6-11)， 其 物理 意义 是 : 若 
4g eM, ， 则 说 事件 9 发 生 于 p 的 未 来 ; 车 ge Mi ， 则 说 g 发 生 于 p 的 过 去 ， 然 而 
在 狭义 相对 论 中 ， 由 于 观 者 世界 线 为 类 时 线 ，M, 和 Mi 分 别 是 p 点 的 未 来 光 锥 面 
(类 光 超 曲面 ) 和 过 去 光 锥 面 所 围 的 子 集 (但 不 含 光 锥 面 上 的 点 )，M; 则 比 图 6-11 的 
3 维 子 流 形 吕 “大 ”得 多 ， 它 包括 Mi 和 M2 之 外 的 所 有 点 ( 含 光 锥 面 上 的 点 )， 见 
图 6-12. 
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M,=5, -~{p} M2 


YX 
图 6-10 非 相 对 论 物理 学 的 图 6-11 非 相 对 论 物理 学 的 时 空 结构 ， 过 p 点 的 绝 
绝对 同时 面 对 同时 面 是 3 维 面 ,其 上 、 下 代表 p 的 未 来 和 过 去 


设 9eM,, 则 从 pp 到 9g 的 测 地 线 在 p 点 的 切 矢 7” 必 为 类 时 . 同 理 , 若 q’e Ml， 
则 从 p 到 q' 的 测 地 线 在 p 点 的 切 矢 7 也 类 时 . 但 7” 和 7" 在 物理 上 毕竟 很 不 相 
同 : 7 指向 未 来 而 7” 指向 过 去 ( 见 图 6-13)， 在 相对 论 中 就 把 T" 和 T"” 分 别称 为 
指向 未 来 (future directed) 类 时 矢量 和 指向 过 去 (past directed) 类 时 矢量 . p 点 的 类 时 
矢量 要 么 是 指向 未 来 的 ， 要 么 是 指向 过 去 的 ， 类似 地 可 定义 指向 未 来 和 指向 过 去 
的 ( 非 零 ) 类 光 矢量 . 


图 6-12 狭义 相对 论 的 时 空 结构 ， 没 有 绝对 ”图 6-13 类 时 矢量 7 指向 未 来 而 7” 指向 过 
同时 面 ，p 的 未 来 和 过 去 比 图 6-11 的 对 应 子 去 
集 小 得 多 , 与 p 无 因果 联系 的 子 集 M; 则 比 图 
6-11 的 Ms 大 得 多 
[选读 6-1-H] 

把 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 物理 学 与 非 相 对 论 物理 学 的 时 空 结构 做 一 对 比 是 
很 有 教 益 的 . 根据 广义 相对 论 ， 引 力 的 实质 是 4 维 时 空 的 畜 曲 ( 详 见 §$7.1)， 狭 义 相 
对 论 研究 引力 不 存在 (可 忽略 ) 时 的 物理 学 ， 因 此 背景 时 空 是 (了 4, sp) ， 广 义 相对 
论 研 究 有 引力 时 的 物理 学 ， 其 背景 时 空 是 任意 (连通 ) 4 维 流 形 M 配 以 弯曲 的 度 规 
场 gap， 即 (M, gop). 非 相对 论 物 理学 背景 时 空 可 通过 用 4 维 语言 对 牛顿 引力 论 重新 
表述 而 得 以 认识 ， 按 照 牛 顿 引力 论 ， 空 间 的 引力 场 由 引力 势 轨 描述 ， 它 同 质量 密 
度 扩 的 关系 满足 泊 松 方程 

Vg=4rp. (6-1-8) 
除 引 力 外 不 受 力 的 质点 叫 自由 质点 .单位 质量 的 自由 质点 遵从 如 下 的 运动 方程 ; 
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Ey (6-1-9) 


其 中 上 是 牛顿 绝对 时 间 ，, 大 是 质点 的 空间 伽利略 坐标 ( 即 数学 上 的 管 卡 儿 坐标 )， 给 
定 初始 条 件 后 ， 式 (6-1-9) 的 解 x(D) 可 看 作 空间 中 以 1 为 参数 的 曲线 的 参数 表达 式 ， 
该 曲线 代表 该 质点 的 空间 运动 轨迹 . 例如 , 地 面 附 近 斜 抛 质点 的 轨迹 为 抛物 线 . 嘉 
当 (Cartan) 等 人 把 以 上 事实 用 几何 语言 重新 表述 ,要 点 如 下 [参见 Misner et al.(1973) 
第 12 章 ]. 
牛顿 引力 论 的 背景 时 空 叫 牛 顿时 空 ， 由 流 形 取 "及 其 上 的 如 下 附加 内 豪 结构 组 
成 : (a) 存 在 一 个 称 为 绝对 时 间 的 、 满 足 适当 条 件 的 光滑 函数 1: 及 4 到 ; (b) 在 到 4 
上 存在 导数 算 符 V。， 它 在 某 特定 坐标 系 [x*} (其 中 x =t) 的 克 氏 符 满足 
太 oo = 08f /0x’, i=1，2, 3(f 为 R+ 上 某 函 数 )， 其 他 三 ,=0. 
(6-1-10) 
由 这 两 点 出 发 可 做 下 面 的 讨论 : 
(1) 绝 对 时 间 的 存在 使 时 空 流 形 R* 具 有 一 种 绝对 的 “分 层 (stratification) 结 构 ”: 
Vp eR*， 存 在 一 个 等 1 面 五 (R* 中 的 超 曲 面 ) 使 pe 瑟 ( 见 图 6-10)， 代 表 + 时 刻 的 
“整个 3 维 空间 ”， 称 为 一 个 绝对 同时 面 ， 事 件 p，g 称 为 同时 的 ， 若 1(p) = 1(9). 
(2) 设 Y(4) 是 牛顿 时 空中 的 任 一 测 地 线 (4 为 仿 射 参数 )， 则 其 在 满足 式 (6-1-10) 
的 坐标 系 的 参数 表达 式 x*(4) 服 从 方程 组 
dx 本 dx dx 
dd dad 
令 U=0， 由 太 o=0 (v,0o =0,1,2,3) 便 得 0=d?xo/d4? =d?1/d4? ， 因 而 
1=aa+DB， asD 为 常数 . (6-1-12) 
上 式 表明 绝对 时 间 上 可 充当 任 一 a 0 的 测 地 线 的 仿 射 参数 ， 再 令 式 (6-1-11) 的 
A=i， 由 式 (6-1-12) 及 00 =6f /6x 、7 =0 (i, jk=1, 2, 3) 得 


=0， HA=0,1,2,3 (6-1-11) 


+ 一 = 人 0 ta (6-1-9") 


与 式 (6-1-9) 对 比 可 知 ， 只 要 把 三 解释 为 引力 势力 ， 把 五 解释 为 伽利略 坐标 ， 则 牛顿 
时 空中 以 绝对 时 间 ! 为 仿 射 参数 的 测 地 线 对 应 于 自由 质点 的 世界 线 

(3) 用 式 (6-1-10) 代 入 (3-4-20) 和 (3-4-21) 不 难 求 得 VV 的 黎 曼 张 量 和 里 奇 张 量 的 
坐标 分 量 如 下 (了 已 疏 为 ): 


og 
1 = -Roof = 一 一 一 
Roio i100 Dr 


， 其 他 Rs” =0， (6-1-13) 
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& 8 68f _vy2 
= 一 =Vp=4ny4， 其 他 R,, =0. (6-1-14) 
Ro Zor or 全 


式 (6-1-13) 表 明 牛顿 时 空 并 不 平 直 (对 比 : 根据 爱 因 斯 坦 理论 ， 有 引力 的 时 空 也 不 
平 直 .)， 然 而 ，V。 在 每 一 绝对 同时 面 吕 上 诱导 出 的 导数 算 符 名 却 是 平 直 的 [ 式 
(6-1-10) 表 明 [j=0，i, j,k=1,，2, 3 ， 其 相应 的 3 维 黎 曼 张 量 为 零 ] 这 也 可 从 
另 一 角度 印证 : 当 式 (6-1-12) 的 cx 为 零 时 ， 测 地 线 y(0) 策 在 = 采 的 绝对 同时 面 5 
上 ， 由 Tj =0 、 式 (6-1-11) 及 1= 厅 得 dzxy1da2 =0， 从 而 

X(N)=ai4+P'， af 为 常数 . (6-1-15) 
这 是 线性 方程 组 ， 只 要 把 x 解释 为 Zp 的 笠 卡 儿 坐 标 ， 则 式 (6-1-15) 表 明 2p 上 的 测 
地 线 为 直线 实际 上 ， 只 要 用 作 依 下 式 定义 上 的 欧 氏 度 规 

6 = 6) (de')a (dx)), , 
则 {x) 系 的 普通 导数 算 符 8 自然 满足 全 5。 =0， 其 在 {Xi} 系 的 克 氏 符 当然 为 堆 ， 即 
Te=0 jk=l,2,3. 

所 以 正 是 前 面 提 到 的 由 Vo 在 2 上 诱导 的 六 .可见 每 一 绝对 同时 面 号 是 一 个 
3 维 欧 氏 空间 ， 物 理 上 常用 的 伽利略 坐标 好 就 是 该 空间 的 备 卡 儿 坐 标 ，{b 吉 亦 称 
4 维 伽利略 坐标 系 . 

一 个 自然 的 问题 是 :可否 给 区 定义 一 个 与 V, 适 配 的 度 规 ? 答案 是 否定 的 : 
只 要 存在 引力 ,能 够 找到 的 “ 度 规 ” 必 定 退 化 [上 指标 “ 度 规 ”的 号 差 为 (0,+,+, +)]. 本 
选读 为 没有 度 规 却 有 导数 算 符 (因而 有 曲率 概念 ) 的 流 形 的 物理 应 用 提供 了 一 个 实 
例 . 

[选读 6-1-1 完 ] 


86.2 典型 效应 分 析 
6.2.1 “ 尺 缩 ”效应 


一 个 质点 在 3 维 语言 中 是 空间 的 一 点 , 在 4 维 语言 中 是 时 空 的 一 条 类 时 线 ( 世 
界线 )， 同 理 ， 一 把 尺子 在 3 维 语言 中 是 空间 的 一 段 直线 ,在 4 维 语言 中 是 一 个 由 
尺 上 各 点 世界 线 组 成 的 2 维 面 (世界 面 ， 见 图 6-14)， 于 是 ， 在 3 维 语言 中 非常 明 
确 的 尺 长 概念 在 4 维 语言 中 变 得 含糊 : 哪 条 线 的 线 长 才 是 尺 长 ? 对 熟悉 4 维 语言 
的 人 来 说 ， 尺 子 本 来 就 不 是 1 维 的 ， 它 是 个 2 维 对 象 ， 这 是 一 个 绝对 的 对 象 ， 与 
参考 系 、 坐 标 系 以 及 观 者 无 关 . 为 什么 尺子 在 普通 语言 (3 维 语言 ) 中 是 1 维 对象 ? 
因为 人 们 站 在 自己 所 在 参考 系 的 立场 上 看 问题 ， 这 种 看 法 一 开头 就 是 相对 的 ， 惯 
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性 系 多 的 每 一 同时 面 马 既然 代表 + 时 刻 的 全 空间 , 它 与 尺子 世界 面 的 交 线 自然 代 
表 “多 系 测 得 (认为 ) 的 .+ 时 刻 的 尺子 ”， 
例如 +=0 的 同时 面 与 尺子 世界 面 的 交 线 
段 oa 便 是 吧 系 在 += 0 时 测 得 的 尺子 . 设 
o，a 点 之 间 的 空间 坐标 差 为 Ax ，Ay ， 
必 , 则 多 系 测 得 的 尺 长 为 (Ax? + Ay? + 
Az?*)"?， 即 直线 段 oa 的 线 长 ，[ 既 可 说 F 村 1=0 时 测 得 的 尺 
是 欧 氏 线 长 ,这 时 是 把 oa 看 作 3 维 欧 氏 | 
空间 (同时 面 ) 上 的 直线 ; 也 可 说 是 闵 氏 线 
长 , 这 时 是 把 oa 看 作 4 维 闵 氏 时 空中 的 
直线 . 同时 面 上 ! 为 常数 保证 了 两 种 看 法 
的 一 致 性 ]， 然 而 同时 是 相对 的 , 多 ' 系 的 
同时 面 *=0 与 同一 尺子 世界 面 的 交 线 
(直线 段 ob) 代 表 “ 多 ' 系 测 得 的 、+'=0 时 ee 

刻 的 尺子 ”， 故 尺 长 应 为 直线 段 ob 的 线 。 “图 6.14 尺子 世界 面 是 绝对 的 ， 直 线段 
长 ， 既 然 oa 与 ob 是 时 空中 两 个 不 同 的 。 oa 和 ob 分 别 是 惯性 系 久 和 .多 ' 在 +=0 和 
直线 段 ， 它 们 不 等 长 就 毫 不 奇怪 ， 因 此 ， i a 

“ 尺 缩 ” 效 应 显然 不 是 什么 “弹性 ”之 

类 的 物理 机 制 在 起 作用 (根本 没有 任何 “收缩 ”发 生 )， 其 本 质 原因 无 非 是 : 虽然 
尺子 只 有 一 把 (尺子 世界 面 只 有 一 个 )， 但 不 同 惯性 系 有 不 同 的 同时 面 导 致 不 同 惯 
性 系 测 到 不 同 的 1 维 尺子 (1 维 尺 是 相对 的 ), 而 不 同 的 1 维 尺 有 不 同 尺 长 当然 不 足 
为 怪 . “ 尺 缩 ”效应 不 过 类 似 于 “盲人 摸 象 ”而 已 . 

因 罗 系 认为 尺子 静止 而 .2' 系 认为 尺子 运动 ， 直 线段 oa 和 ob 的 线 长 la 和 lop 
分 别 是 静 、 动 尺 长 ， 所 余 问 题 无 非 是 比较 le 和 jw, 直观 看 来 有 ju > ju， 似乎 动 尺 
较 长 ! 然而 这 也 是 时 空 图 的 “欺骗 ”. 过 a 作 校准 曲线 便 知 1 < ls， 可 见 动 尺 较 
短 ， 欲 求 两 者 之 间 的 定量 关系 ， 只 须 计算 两 段 线 长 ， 线 长 是 绝对 量 ， 计 算 结果 同 
所 选 坐标 系 无 关 ， 为 便于 比较 ， 我 们 用 同一 坐标 系 (与 多 相应 的 惯性 系 {1，x，y， 
zj) 计算 .注意 到 o 点 在 该 系 的 坐标 为 0，0，0，0)， 由 闵 氏 线 元 在 该 系 的 表达 式 
得 已 = -0= 总 ， 忆 = 好 .由 式 (6-1-5) 又 知 马 轴 的 方程 为 t=vx ， 故 
加 =U。， 由 图 6-14 可 以 看 出 各 =zo, 代入 上 式 便 得 bs =7Y 为 =Y = 这 
正 是 “ 尺 缩 ”效应 中 熟知 的 定量 关系 . 


6.2.2 “ 钟 慢 ” 效 应 
考虑 惯性 系 多 的 两 个 标准 钟 C1，C2 和 惯性 系 .多 "的 一 个 标准 钟 C， 三 钟 的 世 
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界线 示 于 图 6-15. 从 多 系 看 来 ， C1!，C2 钟 静止 而 C 钟 运动 . 开始 时 C 钟 与 Ci 钟 
重合 (事件 0)， 两 钟 调 成 指 零 ， 一 段 时 间 后 ，C' 钟 与 C2 钟 重合 (事件 b)， 由 “固有 
时 间 等 于 线 长 ” 可知 C' 钟 在 b 点 的 读数 等 于 os. C2 钟 与 C1 钟 同属 多 系 , x 轴 是 多 
系 的 同时 线 ， 既 然 C1 钟 在 o 时 读数 为 零 ，C? 钟 在 “ 时 读数 也 应 为 零 ， 故 Cs 钟 在 
5b 时 的 读数 等 于 1 = . 过 a 作 校 准 曲线 可 知 1,。< 1 = 心 ， 故 灾 系 认为 C 钟 ( 动 
钟 ) 较 慢 ， 但 .多 ' 系 认为 与 事件 o 同时 的 是 事件 4 ( 见 图 6-16) 而 非 c. 既然 Cs 钟 在 c 
指 零 , 在 d 就 必 有 读数 6>0. 待 C 钟 运动 到 与 C' 钟 重合 时 (事件 b), 虽然 C' 的 读 
数 lo 小 于 Cz 的 读数 lu (两 系 都 承认 这 一 事实 ), 但 不 说 明 C' 钟 较 慢 ， 因 在 C' 读 数 
为 零 的 同时 ( 按 多 "的 同时 线 判断 ) Cs 读数 已 是 5(Cs 做 了 “ 偷 跑 ”)， 故 应 先 从 C2 在 
b 的 读数 les 减 去 5 再 与 lo 比较， 即 多 ' 认 为 应 比较 如 与 lw. 由 过 5 的 校准 曲线 知 
1 > le =lzp， 故 .2' 系 认为 C2 钟 较 慢 , 仍 是 动 钟 较 慢 .图 6-17 是 以 上 讨论 的 3 维 


= ty' 的 同时 
的 网 时 面 包 的 同时 面 


> +=0 的 同时 面 
9 ce +=0 的 同时 面  x 
图 6-15 多 系 的 钟 根据 同时 面 1= 坟 图 6-16 多 ' 系 的 钟 根据 同时 面 
和 +=0 认 为 C' 钟 较 慢 Y= 山 和 7= 0 认为 Cz 钟 较 慢 


(a) 家系 看 法 @) 六 ' 系 看 法 
图 6-17 惯性 系 多 和 .多 ' 的 3 维 看 法 
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图 示 ， 其 中 (a) 和 (b) 分 别 为 多 和 .多 ' 系 的 3 维 看 法 .由 此 可 再 次 看 出 3 维 看 法 依赖 
于 参考 系 ， 只 有 时 空 图 以 及 用 4 维 语言 的 表述 才 与 参考 系 无 关 . 
仿照 动 、 静 尺 长 定量 关系 的 推导 方法 ， 注 意 到 =vt ， 不 难 由 图 6-15 求 得 
多 系 测 得 的 动 、 静 钟 所 走时 间 的 定量 关系 为 1 = 7 1 
以 上 讨论 清楚 地 表明 ， 同 “ 尺 缩 ” 效 应 中 没有 任何 东西 真正 收缩 一 样 ，“ 钟 
慢 ” 效 应 中 也 没有 任何 钟 的 走时 率真 正 变 小 (都 坚持 标准 钟 的 走时 率 ， 即 读数 差 等 
于 线 长 ，)， 应 该 强调 的 是 ， 不 同 惯性 系 的 标准 钟 读数 的 比较 (简称 “ 比 钟 ”) 方 式 
是 多 种 多 样 的 ， 不 同方 式 导致 不 同 结果 ， 因 此 在 讨论 比 钟 问题 时 必须 事先 明确 约 
定 比 钟 方式 的 每 一 细节 .上 述 “ 钟 慢 ” 效 应 的 比 钟 方式 虽 为 人 们 所 熟知 ， 却 只 是 
众多 比 钟 方式 的 一 种 ,其 特点 在 于 涉及 三 个 钟 Cl，C 和 C'， 其 中 两 个 是 同一 惯性 
系 内 事先 经 过 同步 的 钟 ， 如 果 没 有 Cz， 虽 然 同样 可 从 图 6-15 知道 1,。<1,。， 却 无 
从 得 出 “Ci 钟 觉得 C' 钟 慢 ” 的 结论 ， 关 键 在 于 “觉得 ”两 字 无 从 谈 起 .事件 b 不 
在 C1 钟 的 世界 线 上 ，Ci 钟 不 能 对 它 有 任何 直接 感觉 ，C 钟 对 b 进行 测量 的 唯一 
办 法 是 接收 从 6b 发 来 的 光 信号 (或 其 他 信号 )， 而 这 就 涉及 光 的 传播 时 间 所 带 来 的 
问题 (不 是 不 能 这 样 做 ,而 是 这 样 做 时 必须 考虑 这 一 问题 .)， 其 实 , 借用 Cs 钟 得 出 
“C' 钟 变 慢 ”的 结论 时 就 已 巧妙 地 发 挥 了 光 信号 的 “使 者 ”作用 ， 因 为 在 把 C 钟 
与 C1 钟 调整 同步 时 已 经 用 到 了 光 信 号 ( 见 6.1.4 小 节 )， 总 之 ， 如 果 不 用 Cs 钟 ，Ci 
和 和 C' 就 无 法 用 上 述 方式 比 钟 , 或 说 上 述 比 钟 方式 没有 物理 意义 . 在 只 有 两 钟 C 和 
C 时 倒是 存在 很 有 物理 意义 的 比 钟 方式 ， 例如， 图 6-18 表示 携带 C 钟 的 观 者 G 
采取 如 下 办 法 比 钟 : 他 在 时 刻 a 用 左右 两 眼 分 别 看 钟 C 和 C'， 所 谓 在 时 刻 a“ 用 
右 眼 看 C” 是 指 右 眼 在 时 刻 a 收 到 C 钟 在 某 时 刻 e 发 来 的 光 ( 光 子 从 。 经 指向 未 来 
类 光 测 地 线 到 a)， 设 两 钟 在 o 时 都 指 零 ， 则 C 钟 在 a 点 的 读数 等 于 1,。，C' 钟 在 e 
点 的 读数 等 于 1,。 ， 由 于 < 如 ， 观 者 G 将 同样 得 出 “ 动 钟 较 慢 ”的 结果 ， 区 别 在 
于 慢 的 程度 比 用 图 6-15 的 方式 更 甚 ， 为 定量 计算 慢 的 程度 ， 可 过 e 作 水 平 线 交 C 
钟 世界 线 于 f( 见 图 6-19). 令 r= ,rsle ,p=ly ,9=ip, 则 ly =9. 由 p=yr'( 普 
通 钟 慢 效 应 的 定量 关系 ) 以 及 两 钟 相对 速率 u 的 几何 表达 式 = gp (C 钟 认为 C' 钟 
在 时 间 p 内 的 运动 距离 为 9) 易 得 
r= r. (6-2-1) 
甚至 可 以 举 出 这 样 的 比 钟 方式 ( 见 图 6-20)， 它 导致 “ 动 钟 较 快 ”! 设 C 和 C' 钟 在 
0 点 都 指 零 ， 则 观 者 G 在 时 刻 a 用 两 眼 分 别 看 C 和 C' 钟 都 得 负 的 读数 ， 由 图 易 见 
loa <loe， 故 C' 钟 的 读数 比 C 钟 的 读数 负 得 更 甚 . 于 是 G 将 认为 “ 动 钟 较 快 ”. 这 
个 乍 听 似 乎 荒 廖 的 结论 其 实 无 可 非议 , 它 不 过 是 图 6-20 的 特定 比 钟 方式 的 结果 . 因 
此 , 讨论 比 钟 问题 时 必须 事先 说 明 比 钟 方式 的 每 一 细节 , 而 为 此 最 好 先 画 时 空 图 . 
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校准 曲 


C 钟 ( 观 者 G) 


图 6-18 G 在 a 时 左 眼看 自己 ”图 6-19 求 +' 与 + 关系 的 简 ” 图 6-20 G 在 a 时 左 眼看 自 
的 钟 C, 右 眼 看 动 钟 C, 发 现 捷 几 何方 法 己 的 钟 ， 右 眼看 C' 钟 ， 发 现 
动 钟 更 慢 动 钟 较 快 


以 上 各 例 只 涉及 ! 维 空间 ， 下 面 是 涉及 2 维 空间 的 一 例 [ 郭 硕 鸿 (1995)P.290 


例 1 光源 S 与 接收 器 G 静止 于 惯性 系 罗 中 , 两 者 静 
止 距离 为 AL. S-G 装置 浸 在 均匀 无 限 的 液体 介质 (静止 折射 
率 为 n) 中 . 设 液体 沿 垂直 于 S-G 连 线 的 方向 相对 于 多 以 常 
速率 4 流动 , 求 光 讯号 从 S 到 达 G 所 经 历 的 时 间 Ar (多 系 
测 得 ). 

解 ”把 与 液体 相对 静止 的 惯性 系 记 作 多 '， 以 多 ' 为 基 
准 画 3 维 时 空 图 ( 见 图 6-21)， 其 中 pl 和 ps 代表 光子 从 S 
， 发 出 和 到 达 G 的 事件 ， 直 线段 pi ps 便 代表 光子 的 运动 过 

程 ,多 和.%' 系 认为 此 过 程 所 经 历 的 时 间 At 和 Ar 分 别 等 于 
直线 段 p3p2 和 psp2 的 闵 氏 线 长 (世界 线 S 可 被 选 作家 系 的 
图 6-21 例 1 用 时 空 图 1 轴 )， 直 线段 pi 户 的 线 长 显然 就 是 AL 再 以 o 和 a 分 别 代 

表 直 线段 pips 和 p3ps 的 线 长 ， 则 易 见 

At=y"Ar ， 其 中 y=(L-x2) 2" (“ 钟 惕 ”效应 )， 

&=C/AI (多 ' 认 为 G 以 速率 wx 在 Ar 内 走 了 距离 a)， 

?=(AD)? + a? (3 维 欧 氏 空间 中 的 勾 股 定理 )， 

1/n=o/Ar' (静止 介质 中 光速 各 向 同性 ， 其 值 为 1/n). 


联 立 解 得 
At= | 二 AL. [ 解 毕 ] 
n 
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6.2.3 ”李子 效应 (李子 伴 廖 ) 


图 6-22(a) 是 挛 子 效应 的 时 空 图 ， 两 曲线 分 别 是 挛 生 子 甲 、 乙 的 世界 线 ， 甲 线 
为 竖 直 线 表 明 甲 守 在 家 中 (惯性 观 者 )， 乙 线 为 非 测 地 线 表 明 乙 外 出 做 太空 邀 游 并 
返回 .p,q 两 点 分 别 代表 分 手 和 重逢 事件 ， 已 知 分 手 时 两 人 年 龄 相等 ， 重 逢 时 年 
龄 是 否 还 等 ? 如 果 不 等 ， 吉 大 训 小 ? 这 无 非 是 
甲乙 两 人 介 于 P，94 之 间 的 固有 时 间 的 比较 问 4 
题 , 也 就 是 甲乙 两 线 介 于 p, 9 之 间 的 线 长 证 和 
纪 的 比较 问题 ， 因 为 闵 氏 时 空中 两 点 间 的 类 时 
测 地 线 是 该 两 点 间 类 时 线 的 最 长 者 ( 见 选读 | \z 
3-3-1 前 的 一 段 )， 所 以 古 > lz ， 可 见 重逢 时 乙 
比 甲 年 轻 . 图 6-22(b) 是 挛 子 效应 的 最 简单 的 例 
子 ( 乙 的 世界 线 是 两 条 类 时 测 地 线 组 成 的 折 
线 )， 借 助 “ 钟 慢 ” 效 应 的 定量 计算 易 见 
p= lz >l. 

以 上 就 是 挛 子 效应 的 实质 性 内 容 ， 问 题 本 
来 就 是 如 此 简单 . 然而， 人们 在 相对 论 发 展 的 
早期 对 有 关 问 题 尚 欠 深 刻 认识 , 挛 子 效应 在 一 段 时 间 内 曾 被 视 为 悖 论 (paradox), 对 
此 的 争论 竟然 迟 至 1957~1958 年 还 曾 再 掀 高 潮 ( 虽 然 若干 有 识 之 士 早已 有 清晰 理 
解 )， 而 且 文章 竟 发 表 在 ( Nature》、《 Discovery》 和 Science》 等 重要 刊物 上 . 争 
论 双 方 以 物理 学 家 McCrea 和 物理 学 家 兼 哲学 家 Dingle 为 代表 人 物 . Dingle 认为 ， 
根据 相对 论 ， 一 切 都 是 相对 的 ,因此 挛 子 重逢 时 应 有 相同 年 龄 ，McCrea 则 针 锋 相 
对 地 指出 ， 相 对 论 并 不 认为 一 切 都 是 相对 的 ， 挛 子 乙 有 加 速 而 甲 没 有 ， 正 是 这 一 
区 别 导 致 重逢 时 年 龄 不 同 ， 随 着 研究 的 深入 ， 特 别 是 几何 语言 的 引进 ， 国 际 相对 
论 界 对 挛 子 问题 的 实质 早已 取得 如 本 小 节 开始 时 所 述 的 共识 [例如 ， 可 参阅 Sachs 
and Wu(1977)P.42,43; Wald(1977)P.25,26; Misner et al.(1973)P.167.]， 应 该 特别 强 
调 的 是 ， 许 多 人 顾名思义 地 以 为 “在 相对 论 中 一 切 都 是 相对 的 ”， 这 是 一 种 极其 
有 害 的 误解. 

李子 效应 已 于 1971 年 被 实验 所 证 实 ， 当然 不 是 对 人 而 是 对 钢 原 子 钟 , 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 Hafele and Keating(1972)， 并 完成 本 章 习 题 10. 

下 面 再 回答 几 个 与 挛 子 伴 雇 有 关 的 常见 问题 . 

间 “ 钟 慢 ” 效 应 的 结论 是 对 双方 平等 的 : 甲 钟 认为 乙 钟 慢 ， 乙 钟 认为 甲 钟 
慢 ， 为 什么 挛 子 效应 的 结论 对 双方 不 平等 ( 谁 都 认为 乙 比 甲 年 轻 )? 

答 ”因为 两 种 效应 的 前 提 不 同 .在 “ 钟 慢 ” 效 应 中 ,两 个 观 者 都 做 惯性 运动 ， 


(a) 时 空 图 (b) 最 简单 的 一 例 
图 6-22 李子 效应 
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由 于 惯性 系 平权 , 结论 自然 对 双方 平等 .但 在 挛 子 效应 中 有 一 方 不 做 惯性 运动 ( 世 
界线 不 是 测 地 线 ), 否则 分 手 后 不 会 重逢 . 这 个 前 提 本 身 就 确立 了 双方 的 不 平等 地 
位 ， 因 而 结论 是 一 边 倒 的 . 

问 “” 挛 子 效应 的 结论 是 做 加 速 运动 的 兄弟 较 年 轻 ， 但 加 速度 是 相对 的 ， 甲 认 
为 己 有 加 速度 ， 乙 也 认为 甲 有 加 速度 .， 据 此 ， 岂 非 乙 会 觉得 甲 较 年 轻 ? 

答 加 速度 有 3 维 (3 加 速 ) 与 4 维 (4 加 速 ) 之 分 ( 详 见 $6.3). 前 者 是 相对 的 , 后 
者 却 是 绝对 的 (与 观 者 、 参 考 系 及 坐标 系 等 人 为 因素 的 选择 无 关 )， 而 惯性 运动 和 
非 惯性 运动 的 概念 都 是 绝对 的 : 质点 做 惯性 运动 当 且 仅 当 其 世界 线 为 测 地 线 (与 参 
考 系 无 关 ! )， 当 把 “加 速 运动 ”作为 “ 非 惯性 运动 ”的 同 义 语 时 ，“ 加 速 ”应 理 
解 为 4 加速 ， 故 若 要 用 “加 速 ” 一 词 表 述 挛 子 效应 ， 则 应 说 “有 4 加 速 的 兄弟 较 
年 轻 ”. 无 论 谁 看 都 不 会 说 甲 有 4 加 速 ， 因 此 不 再 出 现 问题 ， 物 理学 家 已 形成 习 
惯 : 在 3 维 语言 中 ， 凡 提 到 加 速度 而 又 不 说 明 所 相对 的 参考 系 时 ， 都 默认 相对 于 
惯性 系 ， 在 这 种 默契 下 ，“ 做 加 速 运动 的 兄弟 较 年 轻 ”及 “电荷 只 当做 加 速 运动 
时 才 有 辐射 ”就 都 是 正确 的 . 

间 常 听 说 李子 效应 属于 广义 相对 论 范畴 ,只 用 狭义 相对 论 讲 不 清楚 . 对 吗 ? 

答 不 对 ， 本 小 节 第 一 段 不 是 只 用 狭义 相对 论 就 讲 清楚 了 吗 ? 认为 李子 现象 
涉及 广义 相对 论 的 一 个 原因 是 : 他 们 为 计算 乙 所 经 历 的 时 间 而 选 了 与 乙 相 应 的 坐 
标 系 . 这 是 个 非 惯性 系 , 而 他 们 以 为 只 要 涉及 非 惯 性 系 就 属于 广义 相对 论 范畴 . 我 
们 对 此 的 回答 是 : 四 乙 所 经 历 的 时 间 就 是 其 世界 线 长 ， 线 长 是 与 坐标 系 无 关 的 几 
何 量 ， 根 本 没有 必要 自 找 麻烦 地 用 非 惯 性 系 计算 ，@) 退 一 万 步 说， 就 算 你 愿意 用 
非 惯 性 系 计算 ,这 也 与 广义 相对 论 无 关 ， 应 该 明确 广义 相对 论 与 狭义 相对 论 的 划 
界 标准 。 起初 人 们 爱 用 坐标 系 划 界 ， 只 要 涉及 非 惯 性 系 就 算 涉及 广义 相对 论 ， 后 
来 认识 到 用 绝对 的 (与 人 为 选择 无 关 的 ) 时 空 几何 划 界 会 自然 (而 且 优 雅 ) 得 多 . 现在 
国际 相对 论 界 的 统一 标准 是 : 凡 以 闵 氏 时 空 为 背景 的 物理 学 都 属于 狭义 相对 论 物 
理学 ， 而 广义 相对 论 则 必 涉 及 弯曲 时 空 ( 见 第 7 章 )， 讨 论 任 何 问题 时 ， 一 个 非常 
重要 而 又 常 遭 忽视 的 步骤 是 事先 明确 时 空 背 景 ， 即 约定 所 讨论 的 物理 现象 在 什么 
时 空中 发 生 ， 李 子 现象 的 前 提 约定 是 : 整个 现象 发 生 在 闵 氏 时 空中 ， 因 此 属于 狭 
义 相对 论 范畴 (除非 事先 约定 背景 时 空 不 是 闵 氏 时 空 ， 这 意味 着 引力 场 不 可 忽略 ， 
见 第 7 章 .)， 不 幸 的 是 有 人 甚至 走 得 更 远 ， 误 以 为 加 速 运动 会 造成 时 空 弯曲 (根据 
非 惯性 坐标 系 的 克 氏 符 厂 “, 不 全 为 零 就 错误 地 断言 时 空 弯曲 , 其 实 闵 氏 度 规 在 非 
局 性 系 的 7 和, 不 全 为 零 很 正常 )， 于 是 非 用 广义 相对 论 不 可 ， 另 一 个 类 似 的 热门 
话题 是 爱 因 斯 坦 转盘 问题 ， 也 常 被 误 以 为 涉及 广义 相对 论 ， 其 实 讨 论 的 前 提 约 定 
也 是 整个 现象 (转盘 及 其 上 观 者 的 运动 ) 发 生 在 闵 氏 时 空 ， 因 此 也 属于 狭义 相对 论 
范畴 .分 析 这 问题 的 最 清楚 的 语言 也 是 几何 语言 ， 只 是 它 比 李子 问题 复杂 ， 详 见 
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下 册 . 
6.2.4 车 库 伴 廖 


设 汽车 与 车 库 静 长 相等 . 汽车 匀速 进 库 时 , 司机 想 :“ 动 库 变 短 , 车 放 不 下 . ” 
司库 想 : “动车 收缩 ， 放 下 有 余 .” 司 机 的 想法 对 吗 ? 司库 的 想法 对 吗 ? 使 用 4 维 
几何 语言 便 可 获得 清晰 的 认识 .为 明确 并 简化 问题 ， 设 车 库 并 无 后 墙 (其 “后 墙 ” 
只 是 一 条 画 在 地 上 的 直线 )， 图 6-23 是 汽 
车 匀速 进 库 的 时 空 图 (画图 时 可 借用 校准 
曲线 以 保证 车 和 库 有 相等 静 长 )， 由 图 易 
见 ， 以 司库 所 在 惯性 系 的 同时 面 衡量 ， 车 
短 于 库 ， 放 下 有 余 ; 以 司机 所 在 惯性 系 的 
同时 面 衡量 ， 车 长 于 库 ， 不 能 放下 ， 两 人 
看 法 都 对 ， 关 键 是 同时 性 的 相对 性 导致 结 
论 的 相对 性 ， 不 许 提出 这 样 的 问题 : “到 
底 放下 还 是 放 不 下 ? ”结论 的 相对 性 使 这 
种 绝对 式 的 问题 没有 意义 ， 正 如 在 尺 缩 问 
题 中 不 许 问 “到 底 哪 一 把 尺子 较 长 ”一 
样 ， 车 库 有 坚硬 后 墙 的 情况 则 要 复杂 些 ， 图 6-23 车 库 伴 雇 时 空 图 
基本 原则 是 : 车 头 撞墙 (因而 停止 前 进 ) 的 (无 真 后 坊 的 情况 ) 
信息 传 到 车 尾 需 要 时 间 , 只 当 车 尾 “ 获 悉 ” 

后 车 尾 才 停止 前 进 , 因而 汽车 将 被 压缩 到 的 确 在 库 中 装 下 有 余 的 程度 ( 谁 看 都 装 得 
下 )， 有 兴趣 的 读者 不 妨 粗略 画 出 整个 过 程 的 时 空 图 ， 并 完成 习题 11. 


86.3 质点 运动 学 和 动力 学 


鉴于 狭义 相对 论 中 动量 、 能 量 和 质量 概念 的 重要 性 和 微妙 性 ， 有 必要 先 对 有 
关 问 题 做 一 复习 . 

相对 性 原理 要 求 物理 定律 在 所 有 惯性 系 中 有 相同 形式 .惯性 系 之 间 的 坐标 变 
换 在 牛顿 力学 中 是 伽利略 变换 ， 在 狭义 相对 论 中 是 洛 伦 兹 变换 ， 因 此 ， 相 对 性 原 
理 在 牛顿 力学 中 要 求 物理 定律 的 数学 表达 式 在 伽利略 变换 下 不 变 ( 称 为 伽利略 协 
变性 )， 在 狭义 相对 论 中 则 要 求 物理 定律 的 数学 表达 式 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 ( 称 为 
洛 伦 兹 协 变性 )， 这 是 一 个 很 强 的 “ 管 定律 的 定律 ”， 凡 不 具备 洛 伦 效 协 变性 的 定 
律 在 被 纳入 狭义 相对 论 之 前 都 必须 修改 .动量 守恒 律 就 是 突出 的 一 例 ， 在 牛顿 力 
学 中 ,质点 的 动量 万 定义 为 质量 m 与 速度 云 的 乘积 ， 即 万 := mii ， 所 受 的 力 则 定 
义 为 质点 的 动量 的 时 间 变 化 率 ， 即 := d5/dr ,两 者 结合 得 f=mdii/dt =ma . 可 
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见 ， 了 =ma 虽然 被 称 为 牛顿 第 二 定律 ， 其 实 只 是 力 的 定义 只 有 同 每 一 具体 物理 
场合 下 的 力 的 表达 式 相 结合 才 给 出 真正 的 物理 定律 (例如 ， 在 弹簧 的 情况 下 同 
=-Kt 结 合 得 dp/dt=-Kx , 这 才 是 本 质 上 的 胡 克 定律 ). 现在 从 相对 性 原理 的 
角度 考察 两 个 小 球 的 碰撞 . 以 互 及 拨 分 别 代表 球 1 的 动量 及 所 受 的 力 (来 自 球 2)， 
则 天 =d5/df ， 类 似 地 有 访 =d 志 /dt . 牛顿 第 三 定律 保证 所 =- 户 ， 于 是 
d( + 所 )/dt = 0 ， 即 碰撞 时 动量 守恒 .可 见 动量 守恒 是 力 的 定义 同 牛 顿 第 三 定律 
相 结合 的 产物 ， 如 果 从 另 一 惯性 系 观测 同一 碰撞 过 程 ， 则 根据 由 伽利略 变换 导出 
的 速度 变换 公式 不 难看 出 动量 仍然 守恒 ， 所 以 动量 守恒 有 伽利略 协 变性 ， 满 足 相 
对 性 原理 . 然而 , 在 狭义 相对 论 中 如 果 仍 然 采 用 动量 的 牛顿 定义 , 即 万 := mi (m= 
常数 ), 则 下 面 的 简单 例子 足以 说 明 动 量 守恒 不 具 
备 洛 伦 兹 协 变性 .考虑 两 个 全 同 小 球 的 完全 非 弹 
性 碰撞 ， 设 在 .' 系 中 两 球 碰 前 速度 等 值 反 向 ( 因 
而 总 动量 为 零 ), 则 由 对 称 性 可 知 碰 后 速度 皆 为 零 
( 见 图 6-24), 表 明 碰 挤 过 程 在 .9' 系 中 动量 守恒 . 再 
图 6.24 全 同 小 球 的 完全 。 “从 多 系 考察 这 一 过 程 . 设 球 2 相对 于 多 系 静止 ， 
非 弹性 碰撞 则 多 ' 系 相对 于 .多 系 的 速度 等 于 球 1 碰 前 相对 于 
多 ' 系 的 速度 5 ,由 相对 论 速度 变换 公式 ( 见 狭 义 相 

对 论 教材 ) 可 知 球 1 在 多 系 的 速率 为 (暂时 保留 光速 c， 即 不 取 c= 1) 

UvU+U 2v 
Irv Irv 
设 两 球 的 牛顿 质量 皆 为 m， 则 .多 系 测 得 的 两 球 总 动量 在 碰撞 前 后 各 为 
碰 前 总 动量 (大 少 =mu+0= 一 2 


+Uz2/c2 ” 


(6-3-1) 


碰 后 总 动量 (大 小 ) = 2mv (用 到 牛顿 质量 守恒 律 ). 
碰撞 前 后 总 动量 不 等 ， 可 见 动量 守恒 对 .多 系 不 成 立 ， 这 说 明 动量 守恒 不 具备 洛 伦 
效 协 变性 ， 因 而 不 是 定律 。 这 时 有 两 种 选择 ,或 者 放弃 动量 守恒 ,或 者 通过 修改 
质量 和 动量 定义 给 动量 守恒 以 洛 伦 兹 协 变性 ， 鉴 于 守恒 律 对 物理 学 的 重要 性 ， 当 
然 选 择 后 者 ， 为 了 找到 修改 思路 ， 先 做 如 下 考虑 : 设 质点 被 便 力 加 速 .按照 牛顿 
第 二 定律 ， 只 要 时 间 足 够 长 ， 其 速率 必 将 超过 光速 ， 与 狭义 相对 论 相悖 ， 为 摆脱 
矛盾 ， 不 妨 猜测 质点 的 质量 在 相对 论 中 随 速率 增 大 而 增 大 (因为 如 果 这 样 ， 质 点 在 
恒 力 下 的 加 速度 将 越 来 越 小 , 速率 就 有 望 永远 达 不 到 光速 ). 于 是 想到 这 样 的 修改 
方案 : 动量 仍 定义 为 质量 乘 速度 , 但 质量 不 再 是 常数 而 与 速率 wu 有 关 , 记 作 mu( 称 
为 运动 质量 )， 现 在 没 这 一 思路 重新 审查 图 6-24 中 .多 系 的 动量 守恒 问题 ， 既 然 磁 
前 球 2 静止 而 球 1 以 速率 * 运动 ,两 者 的 运动 质量 应 分 别 为 mo( 称 为 静 质量 ) 和 mu， 
故 
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碰 前 总 动量 (大 小 )= muu+0= -2P0 ， 
l+v’/c 
碰 后 总 动量 (大 小 )= M,v. (6-3-3) 
其 中 M, 代表 碰 后 两 球 复合 体 的 质量 . 默认 碰撞 前 后 总 质量 不 变 ， 即 
m+mo = M, (这 是 很 自然 的 默认 ， 其 含义 将 在 稍 后 阐明 .)， 则 式 (6-3-3) 成 为 


(6-3-2) 


碰 后 总 动量 (大 小 )= (mu + mo)v. (6-3-4) 
对 比 式 (6-3-2) 和 (6-3-4) 可 知 ， 为 使 动量 守恒 对 .多 系 成 立 ， 必 须 且 只 须 
es 1+vz2/c2 (63.9) 
1-u2/c2 
而 由 式 (6-3-1) 出 发 的 简单 计算 表明 
a _1l-v/c? S 
-ue = (6-3-6) 
与 式 (6-3-5) 对 比 便 得 
me 
到 (6-3-7) 
几 we? 


可 见 只 有 承认 mv 随 速率 u 按 上 式 变化 才能 保证 图 6-24 的 碰撞 过 程 对 .多 系 有 动量 
守恒 ， 所 以 狭义 相对 论 中 质点 的 动量 应 定义 为 


万 := mii [其 中 ms 由 式 (6-3-7) 定 义 ]. (6-3-8) 
通常 记 思 = (1L-wz/c?)"” ， 故 动量 亦 可 表 为 
P=yumoii, 简 记 为 =ymoit =m,ii. (6-3-9) 


有 了 动量 定义 就 可 对 力 下 定义 .在 狭义 相对 论 中 仍 把 质点 所 受 的 力 了 定义 为 
质点 动量 的 时 间 变 化 率 : _ 
Ff :=dp/dt. (6-3-10) 
相对 性 原理 要 求 上 式 有 洛 伦 效 协 变性 , 这 就 决定 了 力 在 惯性 系 之 间 的 变换 关系 ( 详 
见 狭义 相对 论 教材 ). 
现在 介绍 质点 的 能 量 定义 ， 先 仿照 牛顿 力学 用 以 下 两 个 要 求 定义 质点 的 动能 
肥 : @ 质 点 静止 w = 0) 时 及 = 0，@@ 动 能 的 时 间 变 率 等 于 力 的 功率 了 .x ， 由 此 得 


Ba a md. 
dr dt dt drt dr drt dt 
(6-3-11) 
其 中 dmw/ dt 可 借 式 (6-3-1) 表 示 为 
d 
m _d Cmo 浊 和 (6.3-12) 
dt dilye-w) cc-u dt 


代入 式 (6-3-11) 得 
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dE 2 2 dm ,2 dm 2 dm 6.3-13 
Fy en da a ( ) 
注意 到 4=0 时 m= mo 及 B=0， 对 上 式 积分 便 得 到 速率 为 u 时 的 动能 
E(uW) =c? | Vadm=m,c? 一 mc2. (6-3-14) 
mo 


爱 因 斯 坦 大 胆 地 把 上 式 右边 的 mw? 解释 为 质点 在 速率 为 u 时 的 (总 ) 能 量 ( 记 作 E= 
mc?， 其 中 m 是 m, 的 简写 . )， 于 是 moc? 就 是 质点 静止 时 的 能 量 ( 记 作 Eo = moc?， 
称 为 质点 的 静 能 . ), 而 动能 则 是 总 能 与 静 能 之 差 . 已 = mc? 表明 能 量 与 质量 m( 指 
运动 质量 m,) 成 正比 ( 称 为 质 能 相当 性 )， 在 几何 单位 制 中 c=1, 故 E=m， 即 能 量 
等 于 质量 , 而 Eo= mo 则 表明 物体 即使 在 静止 时 也 有 等 于 静 质 量 的 能 量 . 这 是 一 份 
不 可 思议 的 巨大 能 量 ， 一 个 mo = 1g 的 物体 ( 约 只 有 一 袋 方便 面 质量 的 1%) 的 静 能 
况 达 
moc? =103x(3x108)2 =9x103J, 
大 约 相当 于 一 个 广岛 原子 弹 所 释放 的 能 量 ! 
牛顿 力学 既 有 质量 守恒 律 ， 又 有 能 量 守恒 律 ， 狭 义 相对 论 的 情况 如 何 ?首先 ， 
按 E=mc” (注意 ,，m 是 m, 的 简写 ) 定 义 的 能 量 满足 能 量 守恒 律 ， 这 应 看 作 理论 假 
设 , 已 取得 迄今 所 有 实验 的 支持 ， 至 于 质量 是 否 守 恒 ， 则 要 看 你 谈 的 是 运动 质量 
m 还 是 静 质 量 mo. 因为 已 = mc*， 所 以 能 量 E 守恒 也 就 是 运动 质量 m 守恒 ， 两 者 
互 不 独立 ”至 于 静 质量 mo， 则 应 强调 它 不 服从 守恒 律 ， 例 如 ， 设 静止 原子 核 裂变 
为 两 块 (都 在 运动 )， 以 M,， mi 和 ms 分 别 代表 原子 核 以 及 两 个 分 块 的 运动 质量 , 则 
由 能 量 守恒 得 
Me? =mc? + mc?. (6-3-15) 
核 在 裂变 前 静止 ， 其 运动 质量 M 等 于 静 质 量 Mo， 以 mor，mos，ul 和 ws 分 别 代表 
两 个 分 块 的 静 质 量 和 速率 ， 令 为 =(-uz/co)2 ， 力 =(G-uz/c2)72 ， 则 
三 Jimo1， ma =y2moy ， 故 式 (6-3-15) 导 致 
Mo = yimo + yamoz > mol +mioz， (6-3-16) 
可 见 静 质量 并 不 守恒 ! 差额 Am = Mo - (moi + mo ) 称 为 质量 亏损 (mass defect)， 小 
结 : 在 狭义 相对 论 中 ， 关 于 动量 、 能 量 、 静 质量 和 运动 质量 总 共 只 有 两 个 独立 的 
守恒 律 ， 此 即 动量 守恒 和 能 量 守恒 前面 在 把 式 (6-3-3) 改 写 为 式 (6-3-4) 时 曾 默认 
mu +mo = Mu ， 现 在 看 到 此 式 代表 能 量 守恒 可见 在 证 明 动 量 万 = ymoii 的 洛 伦 兹 
协 变性 时 需要 默认 能 量 守恒 . 


外 但 切 莫 以 为 这 一 “质量 守恒 律 ”类 似 于 牛顿 力学 的 质量 守 便 律 . 前 者 是 关于 一 个 物理 量 (运动 质量 ) 的 守恒 
律 , 后 者 则 反映 牛顿 的 如 下 信念 : 物质 (matten 是 永恒 (不 灭 ) 的 ， 今 天 看 来 这 一 信念 并 不 正确 ,物质 (实物 ) 可 被 “ 毁 
灭 ”一 一 可 被 转化 为 辐射 ， 虽 然 能 量 不 变 ， 可 见 能 量 守恒 而 物质 (实物 ) 并 不 守重- 
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狭义 相对 论 的 原始 表述 存在 静 质量 mo、 静 能 E56、 运动 质量 m( 即 mw) 和 总 能 EE 
四 个 概念 ， 然而， 关系 式 已 = me? 和 Eo= moc? 表 明 这 4 个 概念 中 只 有 两 个 独立 ， 事 
实 上 ， 近 代 文 献 (科普 文献 除外 ) 中 通常 只 保留 质量 和 能 量 两 个 概念 ，“ 质 量 ”m 是 
指 静 质量 ( 因 只 保留 一 个 质量 , 故 无 须 再 冠 以 “ 静 ” 字 , 也 不 必 对 m 再 加 下 标 “0”. )， 
而 能 量 则 是 指 总 能 E， 与 m 的 关系 现在 是 E=ymce? [其 中 y=(1-w?/c?)""?]， 在 这 
种 处 理 中 只 有 能 量 守恒 律 而 没有 质量 守恒 律 (注意 质量 亏损 )， 本 书 从 现在 起 谈 到 
质量 而 无 特别 声明 时 一 律 指 静 质量 ， 并 以 mm 代表 (虽然 前 面 曾 用 m 代表 运动 质 
量 )， 因 为 我 们 用 几何 制 , 所 以 有 EE=ym. 经 历 了 狭义 相对 论 发 展 初 期 的 一 些 曲折 
后 ， 爱 因 斯 坦 在 1948 年 的 一 次 私人 通信 中 写 道 : “为 运动 物体 引入 质量 
M =m(1-v?/c?)-? 的 概念 并 无 益处 ，…… 除了 “更 质量 'm 外 最 好 不 引入 其 他 
质量 概念 .” 

以 上 是 复习 ， 从 现在 起 再 次 回 到 几何 单位 制 ， 其 中 c = 1. 在 介绍 质点 运动 学 
和 动力 学 的 4 维 表 述 之 前 , 有 必要 把 3 维 表述 中 的 主要 定义 和 规律 罗列 于 下 ( 式 中 
各 量 除 质量 m 与 观 者 无 关外 ， 都 是 相对 于 某 惯性 系 {:，x，y，z} 而 言 的 .): 
质点 的 3 速 (3 维 速度 的 简称 ) 五 := dz/dt， 其 中 位 和 撩 7 = 了 x+ jy+Rz. (6-3-17) 


质点 的 3 加 速 := dii/di. (6-3-18) 
质点 的 3 动量 万 := pmii, y=(1-u) 2， ws 1 (6-3-19) 
质点 的 能 量 E:= ym. (6-3-20) 
质点 所 受 的 3 力 ff:=dp/dt. (6-3-21) 
3 力 下 的 功率 与 受 力 质点 能 量 的 关系 ”f.x=dE/dt. (6-3-22) 
带电 质点 在 电磁 场 中 所 受 3 力 ( 洛 伦 兹 力 ) f=g(E+ixB)， (6-3-23) 


其 中 4 为 质点 电量 ， 五 为 质点 3 速 ，EE 和 所 分 别 为 电场 和 磁场 . 

注 1 QD 此 处 的 是 X=(1-w)""? 的 简写 , 而 洛 伦 兹 变换 式 (6-1-5) 中 的 y 则 
代表 (1-v*)""? ,其 中 是 两 个 惯性 系 之 间 的 相对 速率 , u 则 是 所 论 粒 子 相对 于 所 
选 惯性 系 的 速率 ，@ 相 对 论 中 经 常 涉及 坐标 系 的 变换 ， 因 此 经 常用 到 “不 变量 ” 
一 词 。 “不 变量 ”与 “守恒 量 ”是 不 同 概念 ， 守 恒 量 (conserved quantity) 是 在 物理 
过 程 中 保持 常 值 (不 随时 间 而 变 ) 的 量 ， 强 调 物理 过 程 ， 不 变量 (invariant) 是 指 不 随 
坐标 系 、 参 考 系 和 观 者 等 人 为 因素 而 变 的 量 ， 强 调 坐标 系 等 的 变换 ， 能 量 是 守恒 
量 而 非 不 变量 ，( 静 ) 质 量 是 不 变量 而 非 守 恒 量 ， 带 电 粒 子 的 电量 则 既是 不 变量 又 
是 守 便 量 . 

以 上 是 建筑 在 某 一 惯性 系 基础 上 的 3 维 表述 下面 介 绍 4 维 表述 ， 同 时 介绍 
4 维 语言 与 3 维 语言 的 联系 . 

定义 1 质点 的 4 维 速度 (4 速 ,4-velocity)U“ 是 质点 世界 线 (以 固有 时 + 为 参数 ) 
的 切 矢 ， 即 
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Ur" := (0/0r)" . (6-3-24) 

命题 6-3-1 令 U,=75U*, 则 UU,=-l. 

证 明 固有 时 是 类 时 曲线 的 线 长 参数 ， 而 以 线 长 为 参数 的 切 矢 有 单位 长 ( 见 
82.5). 

注 2 4 速 在 世界 线 外 无 定义 . 

为 观测 质点 的 运动 , 可 选择 任 一 参考 系 多 . 设 LI 是 质点 的 世界 线 , 则 对 L( 人 D 
上 任 一 点 p， 总 有 .多 中 的 一 个 观 者 G 的 世界 线 经 过 ( 见 图 6-25)，G 便 可 对 事件 p 
进行 测量 ， 以 怀 和 友 分 别 代表 G 和 ZL(D 在 p 的 4 速 . 从 物理 上 不 难 理解 ， 如 果 
忆 = 由 , 观 者 G 会 认为 质点 在 p 时刻 静 止 . 反之 ,，G 会 认为 质点 在 p 时 刻 有 某 
速度 (3 维 速度 )， 为 给 质点 在 时 刻 p 相对 于 观 者 G 的 3 速 下 定义 ， 先 做 如 下 铺垫 . 

设想 你 自己 就 是 观 者 G，、C 〇 D 你 能 直接 观测 发 生 在 你 身上 的 事件 ， 如 果 事 件 发 
生 在 你 身 外 ， 你 当然 也 可 能 听见 或 看 见 (间接 观测 )， 但 这 涉及 从 该 事件 到 你 的 信 
号 传递 (如 用 声 或 光 )， 要 花费 一 定时 间 ， 讨 论 起 来 较 复杂 (在 理论 方面 ， 狭 义 相 
对 论 中 高 速 物体 形象 问题 就 属 这 一 范畴 ; 在 实用 方面 ， 天 文 观测 都 属 间接 观测 .) 
理论 上 最 简单 、 明 确 、 基 本 的 观测 是 直接 观测 ， 即 对 发 生 在 观 者 身上 (世界 线 上 ) 
的 事件 的 观测 ， 亦 称 当 时 当地 观测 (local measurement)， 好 在 参考 系 由 无 处 不 在 的 
观 者 组 成 , 发生 在 别处 的 事件 由 别处 的 观 者 观测 便 是 . @ 你 在 观测 发 生 在 你 世界 线 
上 p 点 的 事件 时 ， 在 某 些 情况 下 重要 的 不 是 你 的 整 条 世界 线 而 只 是 你 在 p 点 的 4 
速 ， 这 时 没有 必要 强调 观 者 的 世界 线 如 何如 何 ， 只 须 给 定 该 世界 线 在 p 点 的 切 矢 
2 .于 是 可 提炼 一 个 更 为 抽象 的 概念 ， 称 为 月 时 观 者 [instantaneous observer， 见 
Sachs and Wu(1977).], 它 由 两 个 要 素 一 一 p 点 及 p 点 的 一 个 (指向 未 来 的 ) 类 时 单位 
矢 忆 构成 , 记 作 (p, Z). @ 你 ,作为 观 者 ,， 除 有 时 间 感 (用 你 的 标准 钟 ) 外 还 有 空间 
方向 感 . 假定 你 手 拿 一 支 短 箭 , 它 的 任 一 指向 就 代表 你 能 感到 的 一 个 空间 方向 . 你 
在 时 刻 p (你 的 世界 线 G 的 一 点 ) 能 感到 的 所 有 空间 矢量 的 集合 W 当然 是 3 维 的 ， 
而 p 作为 R* 的 一 点 ,其 切 空间 V, 是 4 维 的 ，W 与 V, 有 什么 关系 ? 先 考虑 最 简单 
的 情况 . 设 你 是 惯性 系 多 内 的 惯性 观 者 .多 的 同时 面 就 是 多 在 某 时 刻 的 3 维 空间 ， 
而 同时 面 与 该 系 的 所 有 惯性 观 者 世界 线 正 交 ， 所 以 你 在 交点 p 的 全 部 空间 矢量 都 
与 你 在 忆 点 的 4 速 怀 正 交 , 故 网 对 应 于 Vo 中 与 怀 正 交 的 3 维 子 空间 ， 即 

W, ={weV, 17uoweZ2 =0] . 

这 一 对 应 也 可 用 于 非 惯性 观 者 ,因为 我 们 关心 的 只 是 观 者 世界 线 上 一 点 p 的 情况 . 
图 6-26 用 一 个 小 平面 代表 W， 其 实 这 是 “无 限 小 ” 平面 .对 W, 最 准确 的 理解 还 
是 p 点 切 空间 的 子 空间 ,但 在 图 上 只 能 画 成 小 平面 设 wieV, ， 当 wreW, 时 ， 
就 说 w 对 观 者 G 而 言 是 空间 矢量 (spatial vector). ( 非 零 ) 空 间 矢量 一 定 是 类 空 矢量 ， 
反之 不 然 . 由 定义 知 类 空 矢量 是 绝对 的 (不 依赖 于 观 者 、 参 考 系 或 坐标 系 等 人 为 因 
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素 )， 空 间 矢量 则 是 相对 的 (取决 于 观 者 4 速 Z)、， 由 式 (4-4-2) 可 知 p 点 的 在 W。 
上 的 诱导 度 规 是 hh, = Ts + Zs2。 ， 再 由 式 (4-4-4) 后 的 小 段 可 知 hr = 56%% +Z“Z 是 
从 WW 到 W 的 投影 映射 即 h",v*eW, 是 veV, 在 W 上 的 投影 . 


Wp 
p 


图 6-25 观 者 G 与 质点 工交 于 图 6-26 W, 是 Vi 与 本 正 交 的 3 维 子 空间 , 任 一 
便 可 对 事件 p 作 测量 weW 可 看 作 G 在 p 时 刻 的 一 个 空间 矢量 


设 质点 世界 线 Cg9 与 某 观 者 世界 线 G 交 于 p， 我 们 来 讨论 工 在 p 时 刻 相对 于 
G 的 3 速 ， 先 讨论 LD 和 G 都 是 测 地 线 的 情况 . 令 履 和 环 分 别 为 LD 和 G 在 p 
点 的 4 速 ( 见 图 6-27)，{1, x 为 惯性 观 者 G 所 
在 惯性 系 的 坐标 ， 则 


“(2] 2)# EE 
7 =| 一 | =| 二 | 一 +| 一 | 一， 
Br Bf) dr \ar) dr 

(6-3-25) 
也 可 表 为 


vrdr={ 2 | dr+ 0 dx =Zedr+| 0 dx 
or Ox' oxi (0/0x) dx 


(6-3-26) ”图 6-27 观 者 G 测 得 质点 二 在 时 间 dr 
设 p=L(D. 令 g=L(n +dr)， 则 测 地 线段 pg ”内 有 空间 位 移 (B/3x ) "dx ， 故 3 速 应 
代表 质点 从 固有 时 刻 五 到 五 +dr 的 (“无 限 由 式 (6-3-27) 定 义 
小 ”) 过 程 . 对 观 者 G 而 言 ， 这 一 过 程 经 历 的 
时 间 为 式 (6-3-26) 的 dt， 空 间 位 移 则 为 (0/0x')*dx' ， 故 质点 工 相 对 于 G 的 3 速 ( 亦 
称 G 测 得 的 工 的 3 速 ) 应 定义 为 


-Se - 志 
a 0 | dx 8 | dx/dr 
=| 一 | 一 = | 一 6-3-2 
上 图 d 国 dr/dr 4 
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m6325 和 [总 ] 些 是 Ur 的 空间 投影 ， 即 h?,U* ， 再 令 y= dt1dr ， 则 式 
x 


(6-3-27) 可 改写 为 
wu := h%U?/y. (6-3-28) 
上 面 引 入 的 y ( 即 xy=dt/dr) 也 可 表 为 
y=-U°Z,. (6-3-29) 
因为 -UZs = -nwU 2? =-nwU*(0/00)" =-mo0U "(80/6)" =U" =dr/dr =y. 
注 3 @D 易 见 3 速 ”是 观 者 G 在 p 点 的 空间 矢量 (因而 也 可 记 作 #)， 这 是 
必 应 满足 的 起 码 要 求 : 3 速 既 然 是 3 维 语言 的 矢量 (简称 3 矢 )， 当 然 应 为 空间 矢 
量 ，@ 虽 然 讨 论 中 借用 过 坐标 系 ， 但 w 的 定义 式 (6-3-28) 同 坐标 系 无 关 ，@ 设 多 
是 惯性 观 者 G 所 在 惯性 参考 系 ， 则 式 (6-3-28) 的 ww 亦 称 质点 工 在 p 时 相对 于 多 系 
的 3 速 . 设 {1, x } 是 多 中 任 一 惯性 坐标 系 ， 则 由 式 (6-3-27) 知 3 速 在 该 系 的 分 量 为 
u'=dx /dt ， 注 意 到 式 (6-3-17) 定 义 的 云 的 分 量 亦 为 必 = dx /df ， 可 见 它 同 式 
(6-3-28) 定 义 的 wr 一 致 、@4 维 时 空中 任 一 点 p 的 3 矢 (例如 uw 也 是 多 的 元 素 ， 
因而 也 是 4 矢 ， 只 不 过 它 的 时 间 分 量 为 零 
由 于 式 (6-3-28) 只 涉及 p 点 的 切 空间 (只 涉及 p 点 的 “无 限 小 ” 邻 域 )， 当 L(D 
和 G 不 是 测 地 线 时 也 适用 ， 于 是 有 如 下 定义 : 
定义 2 设 Za 为 任意 质点 ，Pe 工 ， 则 质点 相对 于 任 一 骨 时 观 者 p，Z9) 的 3 
速 必 由 式 (6-3-28) 定 义 ， 其 中 心 = 1p +ZsZ。， Y=- UZ,. 
定义 3 ”质点 对 瞬时 观 者 的 3 速度 矢量 好 的 长 度 w= Yuus 叫 质点 对 该 瞬时 观 
者 的 3 速率 ， 其 中 心 := npu = hss 
注 4 设 PeZ，G 为 由 @, Z) 决 定 的 测 地 线 ， 则 质点 工 相 对 于 瞬时 观 者 (p, Z9) 
的 3 速率 与 也 相对 于 G 所 在 惯性 系 多 的 3 速率 [ 按 式 (6-1-2) 定 义 ] 一 致 .暂时 把 LD 
放宽 为 类 时 、 类 光 和 类 空 曲线 ， 对 类 时 和 类 空 情况 ，r 代 表 线 长 ， 对 类 光 情 况 ，t 
代表 任 一 参数 ， 令 U” = (6/6r)* ， 仍 用 式 (6-3-28) 定 义 w， 则 
ww? = hopu ue = has (ho US) ChoaU’)y? = haU US /y? 
=(MaU UU +22IUU Ny = nVU VU +7 ys 
上 式 表明 u<1e3 UU <0, wu=1NnUU =0, wu>1NnU U4 >0. 可 
见 ， 只 要 用 式 (6-3-28) 定 义 3 速 ， 则 相对 论 基本 信条 “质点 世界 线 为 类 时 线 ” 可 用 
3 维 语言 表述 为 “质点 的 3 速率 为 亚 光速 ”. 
如 果 瞬 时 观 者 p, Z”) 恰 好 与 被 观测 粒子 的 世界 线 世相 切 ， 则 (p, Z ) 称 为 该 粒子 
的 瞬时 静止 观 者 (在 他 看 来 粒子 工 在 p 时 刻 静 止 ), 这 时 由 p 和 二 决 定 的 测 地 线 G 
称 为 粒子 工 在 p 时 刻 的 瞬时 静止 惯性 观 者 , G 所 属 的 惯性 参考 系 (由 图 6-28 中 所 
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有 和 斜 直线 代表 ) 称 为 工 在 p 时 刻 的 瞬时 静止 惯性 参考 系 , 该 参考 系 内 的 任 一 惯性 坐 
标 系 称 为 工 在 p 时 刻 的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 . 瞬时 静止 惯 
性 系 是 很 有 用 的 概念 . 

命题 6-3-2 ”质点 的 4 速 可 借 瞬 时 观 者 p,Z) 做 3+1 分 
解 : 


L 


U® =y (Ze +u°), (6-3-30) . 

其 中 ww 为 质点 相对 于 月 时 观 者 的 3 速 ，y = -2°U,. 

证 明 ”由 式 (6-3-28) 得 

pu =h,U? =(6°%, +2Z°2Z,)U =U° 一 7)Zo， 
故 有 式 (6-3-30). 

注 5 由 式 (6-3-30) 可 知 yw 是 U* 的 空间 分 量 . 取 惯性 系 {1, x,y, zj) 使 
(8B/80” =Z* ， 由 式 (6-3-30) 可 知 2 是 U* 的 时 间 分 量 ， 故 式 (6-3-30) 又 可 表 为 
U” =y (1,u”)， 与 狭义 相对 论 书 上 的 U“ = yx(c, 如) 一致. 

注 6 UV" 是 绝对 的 (不 依赖 于 观 者 或 坐标 系 )， 但 U* 的 3+1 分 解 却 与 观 者 (或 
坐标 系 ) 有 关 ( 分 解 是 相对 的 )， 对 另 一 瞬时 观 者 (p, Z“) ， 同 一 U" 可 表 为 
U" =y'Z"+yu”， 即 U“ 的 时 间 分 量 XZ” 和 空间 分 量 y'u” 都 不 同 于 yZe 和 yu . 

定义 4 设 质点 的 ( 静 ) 质 量 为 m，4 速 为 U0"， 则 其 4 动量 (4-momentum)P" 定 
义 为 


6-28 质点 在 p 时 刻 
的 瞬时 静止 惯性 参考 系 


P':=mU". (6-3-31) 
命题 6-3-3 ”质点 的 4 动量 可 借 瞬 时 观 者 (p, Z9) 做 3+1 分 解 : 
Pa =EZ+po， (6-3-32) 


其 中 能 量 已 和 3 动量 忆 * 由 式 (6-3-20) 和 (6-3-19) 定 义 . 
证 明 由 定义 4 及 式 (6-3-19)、(6-3-20) 得 
P=mU" =m(yZ° + Wm")= EZ° +p". 
注 7 式 (6-3-32) 说 明 3 动量 p* 和 能 量 E 分 别 是 4 动量 P* 的 空间 分 量 和 时 间 
分 量 ， 后 者 亦 可 表 为 [用 Zs 缩 并 式 (6-3-32) 易 得 ] 
E=-P'2.. (6-3-33) 
质点 的 4 动量 P" 把 两 个 不 同 概念 一 一 质点 的 能 量 和 动量 一 有 机 地 统一 为 一 个 物 
理 量 ， 它 与 观 者 无 关 (P” 是 绝对 的 )， 但 如 何 分 解 为 时 间 分 量 和 空间 分 量 却 与 观 者 
有 关 (P" 的 分 解 是 相对 的 )， 如 果 没 有 观 者 在 实地 观测 ， 则 4 动量 仍 客观 存在 ， 但 
能 量 和 3 动量 就 没有 意义 ， 现 在 可 进一步 理解 近代 文献 只 保留 ( 静 ) 质 量 m 和 能 量 
两 个 概念 的 原因 一 一 它们 是 不 同类 型 的 量 ， 质 点 (如 电子 ) 的 质量 m (正如 它 的 电 
荷 9 ) 是 不 变量 ， 从 一 个 侧面 反映 质点 的 内 豪 性 质 .质点 的 能 量 E 则 还 依赖 于 观 者 
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(不 是 不 变量 )， 瞬 时 静止 观 者 测 得 的 能 量 就 是 静 能 ， 虽 与 质量 等 值 ， 但 不 是 同类 
型 量 [质量 为 不 变量 而 静 能 是 观 者 依赖 量 (能 量 ) 的 特殊 情形 ]. 
注 8 由 式 (6-3-32) 很 易 推出 质量 、 能 量 与 3 动量 的 关系 式 
PP =(EZ“+Pp2)(EZ。+P)=- 本 +P， 
其 中 p 代表 3 动量 的 大 小 另 一 方面 ，P*P, =mU*mU。 = -m2 ， 于 是 
E?=m’+ 局 9 (6-3-34) 
这 正 是 熟知 公式 已: = m?c* + pzc? 在 c= 工时 的 表现 . 
[选读 6-3-1] 
碰撞 过 程 的 能 量 和 3 动量 守恒 律 是 经 过 无 数 实验 验证 的 理论 假设 ， 可 用 4 维 
语言 简洁 地 表述 为 : 碰撞 前 后 总 4 动量 不 变 (4 动量 守恒 律 ) 这 里 的 “碰撞 ”是 广 
义 的 ， 包 括 所 有 发 生 在 同一 时 空 点 的 相互 作用 ， 珍 与 碰撞 的 粒子 既 可 以 是 质点 也 
可 以 是 光子 (光子 的 能 量 和 3 动量 的 定义 见 选读 6-6-3 前 ), 而 且 允 许 碰 接 前 后 的 粒 
子 数 不 同 ( 见 图 6-29)， 以 P"，P" 分 别 代表 碰撞 前 后 所 有 粒子 的 4 动量 矢量 和 (对 
图 6-29 就 是 P=R*+RB"，P"=PB"+Pr+R". )， 则 4 动量 守恒 律 就 可 表 为 
Pr =P*. 请 注意 这 种 矢量 等 式 本 身 就 有 洛 伦 
效 协 变性 ,不必 再 顾忌 能 量 和 3 动量 在 一 个 系 
守恒 而 在 另 一 系 不 守恒 的 问题 . 能 量 和 3 动量 
分 别 是 4 动量 的 “时 间 分 量 ” 和 “空间 分 量 ” 
的 事实 有 多 方面 的 重要 性 .作为 一 个 例子 , 我 
们 来 证 明 单 从 3 动量 守恒 律 就 能 推出 4 动量 守 
恒 律 , 从 而 推出 能 量 守恒 律 . 先 取 瞬 时 观 者 (p， 
2") 使 2 与 P" 平 行 , 则 PP 相对 于 之 无 空间 分 
量 ， 即 3 动量 p"=0. 由 3 动量 守恒 律 知 
"=0，, 即 "相对 于 Z" 也 无 空间 分 量 , 故 万 " 
图 6-29 两 个 粒子 碰撞 后 变 成 三 个 粒子 与 Pa 至 多 只 差 一 个 乘 子 ( 记 作 og ): 
素 =aP? ， 取 另 一 皮 时 观 者 (P,Z'a) (Za 不 
再 与 P" 平行 )， 以 1 代表 Z" 决定 的 投影 映射 ， 则 Pr 相对 于 Z” 的 3 动量 
"=h%Pr=oh%P =op”， 而 3 动量 在 任意 惯性 系 中 守恒 (这 是 关键 ) 保 证 
万 "= 六 ， 故 ga=1， 从 而 P =P*， 即 4 动量 守恒 . 


[选读 6-3-1 完 ] 
定义 5 ”质点 的 4 加 速 (4-acceleration) 定 义 为 
A :=U?0U’, (6-3-35) 
其 中 履 为 质点 的 4 速 ，0, 是 与 nw 适 配 的 导数 算 符 (9,7,。 = 0). 
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注 9 由 定义 可 知 4 加 速 是 绝对 的 ; @ 4A"=0 等 价 于 U*6,U” = 0( 世 界线 
为 测 地 线 )， 即 质点 做 惯性 运动 . 可 见 质点 做 惯性 运动 (自由 质点 ) 的 充 要 条 件 是 其 
4 加 速 为 零 . 

命题 6-3-4 质点 世界 线 上 各 点 的 4 加 速 4" 与 4 速 UV" 正 交 , 即 4*U。 = 
mpAU? =0. 

证 明 习题， 提示: 利用 U0,(U®U。)=2UsU?0,U°. 

与 3 速 忆 不 同 ， 只 用 一 个 观 者 G 不 足以 决定 质点 工 的 3 加 速 ， 因 为 要 决定 二 
在 p 点 (G 与 也 线 交 点 ) 的 3 加速 就 要 比较 工 在 p 点 以 及 L 线 上 与 p 紧邻 的 一 点 p' 
的 3 速 ， 而 后 者 一 般 并 非 G 与 的 交点 .这 一 困难 可 借 坐 标 系 克服 : 可 定义 工 在 
其 任 一 点 p 相对 于 任 一 坐标 系 的 3 加 速 (“坐标 3 加 速 ”)， 最 常用 的 当 推 L 相对 
于 惯性 坐标 系 的 3 加 速 . 

定义 6 设 质 点 世界 线 L(D 在 惯性 坐标 系 {1,x'} 的 参数 表达 式 为 1=1(D， 
x = xD， 则 它 相对 于 该 系 的 3 加 速 定义 为 


2 于 
ao:= | g (6-3-36) 


dr (ox 
其 中 x() 是 zx =x(9 同 (= (9 结合 而 得 的 函数 立 = x( 可 ( 即 三 以 + 为 参数 的 参数 式 ). 
注 10 易 见 本 定义 同 式 (6-3-16) 一 致 . 
下 面 讨论 质点 的 4 加 速 4 同 它 相 对 于 惯性 系 多 的 3 加 速 a“ 的 关系 . 
命题 6-3-5 质点 的 4 加 速 4 在 惯性 系 .多 的 分 量 为 
A=yd, A'=yal +y (a) ui, (6-3-37) 
其 中 和 a 分 别 为 质点 相对 于 多 系 的 3 速 和 3 加 速 ,y=(1-u?)Y?，u= (DY?. 
证 明 设 {(dxo} 为 史 系 的 对 偶 坐标 基 ， 则 由 4 的 定义 得 
A* =A"(dx’), =(dx*) UO,U® =U*0,[(dx’), U®] 
=U?O,U* =dU’/dr=y dUY/dt. 
(其 中 第 三 步 是 因为 满足 9。m。。 =0 的 3。 就 是 洛 伦 兹 系 的 普通 导数 算 符 ，) 由 式 
(6-3-30) 可 知 U =y，U' =y wi， 因而 
A =ydU° /d= ydy/ dt, 
A'=y dU'/dt=y d(yu')/dt=y?dui/dt + uiy dy/dt = yra'tu'y dy/dt. 
再 由 y=(1-w) ?得 dy/dt=y3udu1dt=y 六 -4 ， 代 人 上 两 式 便 得 式 (6-3-37). 
注 11 自由 质点 的 4"=0， 由 式 (6-3-37) 可 知 它 相对 于 任 一 惯性 系 的 3 加 速 
a"=0. 
命题 6-3-6 质点 的 4 加 速 等 于 它 相 对 于 瞬时 静止 惯性 坐标 系 的 3 加 速 . 
证 明 以太 =0 代 入 式 (6-3-37) 得 证 . 
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定义 7 质点 所 受 的 4 力 (4-force) 定 义 为 
F* :=U*0,P", (6-3-38) 
其 中 和 产 分 别 是 质点 的 4 速 和 4 动量 . 
式 (6-3-38) 也 叫 质点 的 相对 论 运动 方程 (的 4 维 形式 ), 其 实 它 只 是 4 力 的 定义 ， 
真正 的 物理 定律 还 须 把 式 (6-3-38) 与 4 力 在 每 一 具体 情况 的 表示 式 结合 而 得 . 
注 12 我 们 在 本 节 中 只 关心 质点 的 ( 静 ) 质 量 m 在 运动 中 保持 常数 (dm/dr= 0) 
的 情况 ， 这 时 把 P" =mU” 代 入 式 (6-3-38) 得 F* = mA”. 然而 ， 如 果 m 在 运动 时 变 
化 (dm/dr *0)， 这 一 结论 就 不 成 立 ， 见 选读 6-3-2. 
命题 6-3-7 质点 所 受 4 力 在 惯性 坐标 系 {x*} 的 空间 分 量 F'(i=1,2,3) 等 于 
它 所 受 3 力 对 应 分 量 广 的 z 倍 ,4 力 的 时 间 分 量 F" 等 于 3 力 的 功率 天 去 的 y 倍 . 即 
Fi=yf',, Fr=yfi, (6-3-39) 
其 中 y=(1- 忆 )""?，u 是 质点 对 该 系 的 3 速 均 的 大 小 . 
证 明 F*=F*(dx*), =(dx*),U*0,P® =U?0,[(dx’), PP"]=Ut0,P*. 
取 4 为 i， 注意 到 式 (6-3-32) 和 (6-3-19)， 得 
i dp” dp dr 1 
F' =Ut0,P' -下 =f . 
再 取 / 为 0， 注 意 到 式 (6-3-32) 和 (6-3-20)， 得 


F°=U*0,P =U,E = = yyfi. 
g Mar gar a i’ 


[选读 6-3-2] 
我 们 至 今 只 限于 讨论 ( 静 ) 质 量 为 常数 (dm/dt= 0) 的 情况 , 更 一 般 地 说 ,，m 在 运 
动 中 也 可 能 改变 ， 即 dm/dr 关 0. 例如， 考虑 静止 于 惯性 系 多 的 一 个 直流 电路 中 


的 电阻 元 件 .电流 的 焦耳 热 (也 是 能 量 的 一 种 形式 ) 使 电阻 的 静 能 mc? 不 断 增 大 , 故 
dm/dr>0. 在 dm/drz0 的 情况 下 ， 前 面 的 某 些 结论 需要 修改 ， 例 如 ， 


(1) 虽然 仍 可 把 大 .到 称 为 3 力 的 功率 (也 有 作者 认为 不 应 这 样 称呼) 但 它 不 再 
等 于 总 能 的 变化 率 ， 两 者 关系 现在 为 
fa=(dE/di) -yc? (dm/dt). (6-3-40) 
(2) 动能 应 直接 定义 为 总 能 ymc? 与 静 能 me? 之 差 ， 即 巨 .=(y -1) mcz， 它 不 
再 满足 下 =dE /di . 事实 上 ，dm/dr 关 0 时 了 -开始 不 等 于 dEldt 也 不 等 于 dEWdt. 
(3) 4 力 FF 仍 定义 为 Us0,P"， 但 Fo zmA”. 
(4) 命题 6-3-7 现在 应 陈述 为 
Fi=yf', F°=ydE/di (#7f :i). (6-3-41) 
[选读 6-3-2 完 ] 
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为 了 观测 ， 每 个 观 者 除 需要 标准 钟 外 ， 往 往 还 要 配备 -个 3 维 标 架 ， 直 观 地 
说 , 3 标 架 是 由 三 根 单位 长 的 短 直 杆 烛 成 的 、 两 两 互相 正 交 的 架子 ( 见 图 6-30), 每 
根 直 杆 代表 一 个 观测 方向 ， 它 们 在 每 一 时 刻 的 指向 由 该 观 者 选 定 . 3 标 架 在 数学 上 
被 抽象 为 观 者 世界 线 上 的 三 个 正 交 归 一 空间 矢量 场 {(a)*，i=12.3}，“ 空 间 ” 
是 指 它们 都 与 观 者 的 4 速 己 正 交 ， 于 是 ， 连 同 (eo)*= 忆 
在 内 ， 观 者 世界 线 上 就 有 四 个 正 交 归 一 矢量 场 ， 称 为 观 
者 的 4 维 标 架 (etrad) 场 ， 见 图 6-31， 今 后 谈 及 观 者 的 4 
标 架 场 时 如 无 声明 都 指 右手 标 架 场 ， 因 为 参考 系 由 充斥 
于 时 空 (或 其 中 一 个 开 于 集 ) 的 无 数 观 者 组 成 ,过 每 一 时 空 
点 有 且 仅 有 一 条 观 者 世界 线 ， 所 以 ,给 定 一 个 参考 系 后 ， 。 四 “0 型 首 的 3 标 架 

全 时 空 (或 其 开 子 集 ) 就 有 一 个 4 


标 架 场 、 任 何 时 空 点 的 任何 张 量 
， 都 可 用 该 点 的 4 标 架 作为 基底 表 出 .前 面谈 到 观 者 时 指 的 
i 是 一 条 类 时 线 ， 但 在 某 些 情况 下 这 还 不 够 ， 还 要 补充 关于 
4 标 架 的 要 求 ， 即 一 个 观 者 是 一 条 定义 了 4 标 架 场 的 类 时 
线 .对 惯性 观 者 的 准确 定义 则 是 : 惯性 观 者 是 做 惯性 运动 
的 无 自转 观 者 “做 惯性 运动 ” 即 世界 线 为 测 地 线 (前 面 对 
惯性 观 者 只 提 过 这 一 要 求 )， 而 “无 自转 ” 则 是 对 线 上 的 4 
标 架 场 的 要 求 ， 直 观 地 说 ， 设 甲乙 两 人 坐 在 地 面 的 两 把 
椅子 上 ， 申 坐 普通 椅子 ， 乙 从 转椅 (底座 固定 于 地 面 ) 且 不 
个 转动 ， 则 甲 可 视 为 惯性 观 者 而 乙 不 能 (他 有 自转 )， 请 注 
园 631 世 线 上 的 4 意 ,虽然 观 者 概念 本 身 已 要 求 把 此 二 人 看 成 没有 大 小 (于 是 
每 人 由 一 世界 线 代表 ， 而 且 都 是 测 地 线 . )， 但 转 与 不 转 涉 
及 的 仅 是 线 上 各 点 每 一 空间 基 矢 的 方向 沿线 是 否 改变 ， 故 
仍 有 明确 意义 (87.3 还 有 更 详细 的 讨论 ) ”例如 ， 设 .为 惯性 坐标 系 ， 把 其 中 每 一 
1 坐标 线 看 作 一 个 观 者 的 世界 线 ,并 选 惯性 坐标 基 撩 为 线 上 的 4 标 架 场 ， 则 直观 看 
来 (或 按 87.3 的 严格 定义 ) 他 就 是 无 自转 的 ， 平 常 谈 及 惯性 系 中 的 惯性 观 者 时 ， 一 
般 默 认 他 们 者 以 惯性 坐标 基 撩 为 4 标 架 ， 相 应 地 ， 决 定 一 个 瞬时 现 者 的 要 素 除 p 
和 刀 外 ， 有 时 还 要 畏 以 3 标 架 ,它们 与 组 成 点 的 正 交 归 一 4 标 架 {(6,)"]， 
在 此 情况 下 一 个 瞬时 观 者 应 表 为 (p，(euj) ， 其 中 (ai)* =Z。 .在 不 必 强 调 标 架 时 ， 

盟 时 观 者 仍 可 表 为 p, Z) 
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86.4 连续 介质 的 能 动 张 量 


在 讨论 连续 分 布 的 介质 (气体 、 液 体 、 固 体 、 等 离子 体 等 ) 时 ， 我 们 注意 的 不 
是 个 别 粒子 的 行为 而 是 宏观 的 统计 平均 效应 ， 关 心 的 不 是 个 别 粒子 的 质量 和 动量 
而 是 空间 每 点 的 能 量 密度 、 动 量 密度 、 能 流 密度 、 动 量 流 密度 等 ， 可 见 连续 介质 
在 许多 方面 类 似 于 电磁 场 ， 可 与 电磁 场 统称 为 物质 场 ， 设 宏观 小 体积 V 内 的 静 质 
量 为 m, 它 相 对 于 某 惯性 系 的 3 速 为 五， 则 其 3 动量 为 B=ymii=(E/c?)ii ,其 中 
7 的 意义 自明 ，E 是 它 的 能 量 ， 以 V 除 全 式 便 得 


3 动量 密度 = 上 能量 密 度 x = 点 能 流 密 度 . (6-4-1) 
CC 


(其 中 第 二 步 可 借 如 下 例子 帮助 理解 : 在 电磁 学 中 ， 设 p 为 电荷 密度 ， 为 载 流 子 
速度 ， 则 电流 密度 了 = pii .) 当 取 c = 1 时 3 动量 密度 便 等 于 能 流 密度 . 
电磁 场 的 能 量 密度 、 动 量 密度 、 能 流 密度 ( 坡 印 廷 矢量 )、 动 量 流 密度 的 表达 
式 可 在 电动 力学 教科 书 中 找到 ， 其 中 能 流 密度 等 于 动量 密度 的 c? 倍 ， 正 如 质点 
的 能 量 和 3 动量 统一 组 成 4 动量 矢量 严 那样 , 电磁 场 的 这 些 密度 量 统一 组 成 一 个 
(0, 2) 型 张 量 7w， 称 为 能 动 张 量 (energy-momentum tensor)， 是 4 维 闵 氏 时 空 的 张 
量 场 ， 各 种 3 维 密度 无 非 是 Ts 的 不 同 分 量 ， 事 实 上 ， 所 有 物质 场 都 有 自己 的 能 
动 张 量 Tuw， 它 们 有 以 下 重要 性 质 和 物理 意义 ， 
二 
2. 任何 封闭 (与 外 界 无 相互 作用 ) 物 质 场 有 Be7:s = 0. 下 面 将 看 到 这 正 是 能 量 、 
3 动量 和 角 动 量 守恒 律 的 体现 ( 角 动量 守恒 律 还 要 求 Ts = To)， 
3. 对 任意 瞬时 观 者 (p,(e,)")，(eo)* = Z* 有 
(a) ws TuwZ"Z* = 7oo 是 该 观 者 测 得 的 能 量 密度 ; 
(b) mw = 一 ToZ"(e)”= 一 Ti 是 该 观 者 测 得 的 3 动 
量 密度 (能 流 密度 ) 的 i 分 量 ; 
(c) Tw(e)* (ej)* =TT 是 该 观 者 测 得 的 3 应 力 张 量 
(stress tensor) 的 立 分 量 ， 例如 ， 取 一 个 与 (e1) 垂直 的 
中 空间 单位 面 元 (图 6-32 为 空间 图 )， 则 Tiz 等 于 面 元 下 
呈现 掀 成 于 天 和 信物 质 。 侧 物质 对 上 侧 物 质 的 作用 力 的 第 2 分 量 ( 见 弹性 力学 
P(e1), 是 沿 (1) 方向 的 3 教材) 
动量 流 密度 ( 见 选读 ). 可 见 能 动 张 量 Ts 是 绝对 的 , 而 能 量 密度 、3 动量 
密度 …… 则 是 相对 的 . 
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[选读 6-4-1] 
因 {(eD)”} 正 交 归 一 ， 不 难 证 明 T? =. 设 {(e*)。} 为 {(e,)} 的 对 偶 基底 ， 我 们 


来 讨论 室 间 张 量 了 P=7TI(e;)* (ej 六 [或 富 ， = (ei),(e’) ] 的 物理 意义 . 以 AS 代表 与 
(ej)* (i 为 1，2，3 中 之 任 一 ) 秋 直 的 空间 单位 面 元 ， 由 正文 可 知 


TI =T =AS 一 侧 物 质 对 他 侧 物 质 的 力 的 j 分 量 ， (6-4-2) 
因此 了 % 应 解释 为 3 应 力 张 量 ， 另 一 方面 ， 

TY = 了 2(e'),(e'), =[f*(e'),J(e!), = 了 %(e'), 的 j 分 量 . (6-4-3) 
式 (6-4-2) 和 (6-4-3) 结 合 给 出 


Tb(e1), 的 j 分 量 =AS 一 侧 物 质 对 他 侧 物质 的 力 的 j 分量， 
故 
Tew(e)s = AS 一 便 物质 对 他 侧 物质 的 作用 力 . 
而 作用 力 无 非 是 被 作用 者 的 3 动量 的 变化 率 ， 相 互 作 用 无 非 是 相互 交换 3 动量 ， 
所 以 
人 we )s = 单位 时 间 内 沿 (ej) 方 向 穿 过 与 (ej* 重 直 的 单位 面积 的 3 动量 
= 沿 (cj 方向 的 3 动量 流 密度 . 
上 式 中 的 (e) ”可 以 是 任意 空间 方向 的 单位 矢量 ,所 以 上 式 表明 沿 任 一 空间 方向 的 3 
动量 流 密度 都 可 由 下 "与 该 方向 的 单位 矢量 缩 并 而 得 ,于 是 可 把 个 中 =TW(ei)e(e)) 
解释 为 ( 称 为 )3 动量 流 密度 张 量 . [选读 6-4-1 完 ] 
定义 1 W? := -TZ 叫 瞬时 观 者 (p, Z) 测 得 的 4 动量 密度 . 
命题 6-4-1 瞬时 观 者 (p, (eu)*) ，(eo)* =Z" 测 得 的 4 动量 密度 W" 可 做 如 下 
分 解 : 
=HZe+w， (6-4-4) 
其 中 4 和 w=w'(e;)" 分 别 是 该 观 者 测 得 的 能 量 密度 和 3 动量 密度 ， 后 者 是 该 观 者 
的 空间 矢量 . 
证 明 W" 在 标 架 {(e,)"} 上 的 分 量 为 
W" =W"(e’), =-7°,2*(-2,)=T,2*2° =, 
W’' =W’(e'), =-T°,2°(e'), =-T,2°(e') =wi; 
故 W®=jpdeo)” + wi(e)” = J2° + we. [| 
注 1 式 (6-4-4) 与 (6-3-32) 很 像 : 后 者 左边 为 4 动量 P*， 前 者 左边 为 4 动量 窗 
度 W ， 两 式 都 是 把 4 矢量 做 3 + 1 分 解 . 但 应 注意 一 个 区 别 : 4 动量 亚 与 观 者 无 
关 ， 而 4 动量 密度 WW 却 依赖 于 观 者 (由 定义 1 知 W“ 是 观 者 依赖 的 4 矢 ). 
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命题 6-4-2 9T,, =0 二 能 量 守恒 . 
证 明 设 1, x, y, z 为 惯性 系 多 的 坐标 , 令 Z”=(6/87)", 则 对 W? = -ToZ2 
求 导 得 
dW” =0,(- T°,2*)=~ 2*0°T,, -T°,0,2°, 
上 式 右边 第 一 项 为 零 ( 因 3"7,, =0)， 第 二 项 也 为 零 [ 因 0。2* =0。(0/91); =0], 故 
WS0, (6-4-5) 
因而 
0=0,W* =00W" +OW' =004+0Wwi =(OU/O) + 六 - 矶 。 (6-4-6) 
因为 4 和 w 分 别 为 多 系 测 得 的 能 量 密度 和 能 流 密 度 , 上 式 很 像 电 动力 学 的 连续 性 
方程 (ap/3/) + 六 .j=0. 仿照 由 后 者 得 出 电荷 守恒 的 推理 便 知 式 (6-4-6) 导 致 能 量 守 
恒 . 口 
注 2 还 可 由 87 =0 推 出 3 维 动量 和 角 动 量 守 恒 ， 因 此 9°7, = 0 亦 称 守恒 
方程 . 
[选读 6-4-2] 
也 可 用 4 维 Gauss 定理 直接 由 式 (6-4-5) 导 出 能 量 守恒 ， 简 述 如 下 : 令 9 为 有 4 
中 由 若干 超 平面 (3 维 D) 国 成 的 4 维 “ 长 方 体 ”( 见 图 6-33， 图 中 压缩 一 维 )， 即 3 
维 长 方 盒子 (如 图 6-34) 的 世界 管 (的 一 段 )， 由 Gauss 定理 及 式 (6-4-5) 得 
0= [won =| Wmat | Wat | Won (6-4-7) 
ai， 四 为 人 2 的 “上 、 下 底 ”，4 代表 人 的 所 有 “侧面 ”， 注意 到 式 (5-5-7') 关 于 92 
的 法 拓 方 向 的 要 求 ， 可 知 ai， 四 及 4 1( 某 一 侧面 ) 的 法 矢 m? 方 向 如 图 6-33， 于 是 
J won, -| (Za + wr) no =| LZ°Z, =-| pn 
=- 忆 =-(3 维 金子 由 在 丘 时 的 能 量 )， 
其 中 第 一 步 用 到 式 (6-4-4)， 类 似 地 有 
小 Wrn。 = EE, =(@ 在 和 时 的 能 量 ). 
另 一 方面 ， 
wm =-/, Ta2* (0/0 =- Ww | weé, 
其 中 台 是 由 4 维 体 元 5s=di 和 dx 和 dy 和 人 dz 在 4 1 上 诱导 的 3 维 体 元 ， 即 
Eape = (0/Ox)’ (da A (dx)s (dy), A (dz), =—(d!), A(dy), 和 (dz).. 


故 fw = wearsdyadz=] wardydz= "| [0wdy adn ar 


(6-4-8) 
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第 二 个 等 号 后 去 摔 仙 号 是 因为 {f, y, zj 以 = 一 dt 和 dy 入 dz 衡量 是 左手 坐标 系 .， 注 
意 到 wi 是 沿 (0/9x)* 方 向 的 能 流 密度 ， 可 知 闪 |2(widy dz)dt 是 df 时 间 内 洛 外 便 
壁 51 流 出 的 能 量 , 故 式 (6-4-8) 右 边 是 在 二 一刀 时 间 中 由 侧 壁 Si( 见 图 6-34) 向 外 流出 
的 能 量 ，-/。W?n, 是 在 生 -h 中 通过 各 侧 壁 向 忆 流 进 的 能 量 ， 即 的 能 量 在 这 段 
时 间 内 的 增 量 ， 于 是 式 (6-4-7) 表 明 : 

金子 四 的 能 量 在 妃 一 所 中 的 增 量 = 通过 各 侧 壁 流 进 四 的 能 量 . 

可 见 能 量 守恒 . 

最 后 还 应 说 明 |。W?n。 = 推 证 过 程 中 的 一 个 微妙 之 处 . |。Won, 是 
J (Wons)8 的 简写 ,其 中 台 是 0 上 的 诱导 体 元 ， 似 应 按 式 (5-5-6) 表 为 ps = Bope 
但 式 (5-5-6) 的 ?是 外 向 单位 法 和 失 ， 与 现在 ( 见 图 6-33) 的 办 差 一 负 号 ， 因 此 后 用 现 
在 的 相应 表 为 

Ebe = 一 meuooe = 一 (8/808(df) 和 (dr)。 和 (dyjs 和 (dz)。 


=— (dr) A(dy), 和 (dz),.» 
5 7/ | z 
| | 
3 I7 
x 
图 6-33 人 2 是 图 6-34 的 3 维 金子 @ 的 世界 管 图 6-34 3 维 金 子 @( 空 间 图 ) 


(压缩 掉 一 维 ) 


说 明 四 上 的 坐标 系 {x jz 用 人 街 量 为 在 手 系 ， 因 而 
was | pe=] pad, A (do) 
= pardydz=-E. 


[其 中 第 三 步 是 因为 {x,y, zj 是 左手 系 ， 故 要 用 式 (5-2-6)] 虽 然 结 论 仍 是 
J Wn = ， 但 应 注意 中 间 两 次 出 现 负 号 ， 是 “ 仙 下 得 正 ” 保 证 了 结论 不 变 . 


[选读 6-4-2 完 ] 
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86.5 理想 流体 动力 学 


定义 1 理想 流体 (perfect fluid) 是 这 样 一 种 物质 场 ， 其 能 动 张 量 可 表 为 
To = UU, + p(nap + UU,)= (p+ PU,U, + prlap» (6-5-1) 
其 中 4,p 是 函数 (标量 场 )，U" 是 矢量 场 ， 满 足 w "UV。 = -1 ， 叫 理想 流体 的 4 
速 场 . 
流体 本 身 可 看 作 一 个 参考 系 . 设 瞬时 观 者 (p, (e,)") 的 4 速 (eo 满足 (eo)” = 
U1, ， 则 他 相对 于 流体 参考 系 静止 ， 故 称 瞬时 静止 观 者 (rest observer)， 但 其 他 参 
考 系 认为 他 随 流体 一 起 运动 ， 故 (p,U"1,) 也 称 瞬时 随 动 观 者 或 共 动 观 者 
(comoving observer)， 对 共 动 观 者 ， 
Tas(eo)’ (eo0) =TwU°U? =(p+ PUUsUU? + phoUU? =(u+p)-p=k. 
可 见 式 (6-5-1) 中 的 w 是 共 动 观 者 测 得 的 能 量 密度 ， 也 叫 固有 能 量 密度 .以 {(e)]} 代 
表 共 动 观 者 的 3 标 架 ， 由 式 (6-5-1) 得 
Tei) (ej) = prap ei) (ej) = Pi， 
可 见 共 动 观 者 测 得 的 3 维 应 力 张 量 的 矩阵 形式 为 
P 0 0 
0 P 0 
0 0 P 
即 只 有 压强 而 无 切 向 应 力 (这 正 是 普通 定义 的 理想 流体 的 一 个 重要 特征 )， 而 
且 由 T=72=73=p 和 共 动 观 者 3 标 架 的 任意 性 可 知 压 强 是 各 向 同性 的 . 
Tos(eo)* (ei =0 则 表明 共 动 观 者 测 得 的 能 流 密度 为 零 ， 因 而 没有 热传导 ， 这 些 都 
是 理想 流体 的 重要 特征 . 
对 4 速 场 ”的 物理 意义 有 必要 做 一 解释 理想 流体 是 连续 介质 , 而 连续 介质 
本 身 是 对 粒子 的 微观 离散 结构 做 统计 平均 处 理 后 所 得 的 模型 ， 通 常 把 微观 足够 大 
而 宏观 足够 小 的 流体 体 元 称 为 流体 质点 [ 见 周 光 炯 等 (1992) P.15~18]， 式 (6-5-D) 中 
的 履 就 是 所 有 流体 质点 的 4 速 构 成 的 矢量 场 . 共 动 观 者 就 是 与 某 一 流体 质点 相对 
静止 的 观 者 ， 共 动 参考 系 (静止 参考 系 ) 就 是 以 7 为 观 者 4 速 场 的 参考 系 ， 应 注意 
流体 质点 与 组 成 流体 的 微观 粒子 在 概念 上 的 差别 . 这 一 差别 对 理想 气体 (ideal gas， 
是 理想 流体 的 一 例 ) 表 现 得 尤为 突出 ， 由 于 频繁 碰撞 ,各 气体 分 子 的 世界 线 多 处 相 
交 , 而 且 分 子 的 4 速 在 碰撞 时 突变 ,所 以 各 分 子 的 世界 线 与 图 6-35 的 曲线 显著 不 
同 ,不 要 误 以 为 式 (6-5-D 中 的 到 是 某 一 分 子 的 4 速 . 实际 上 ， 把 理想 气体 看 作 理 
想 流体 时 已 对 分 子 的 微观 运动 做 了 统计 平均 处 理 ，U" 是 平均 后 的 4 速 场 ， 考 虑 一 
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个 在 惯性 系 {1, x,y, z} 中 静止 的 箱子 ， 其 中 有 处 于 热平衡 的 理想 气体 ， 由 于 不 存在 
特殊 方向 ,气体 分 子 的 平均 3 速 为 零 ， 因 此 U” = (0/91)” ,其 积分 曲线 就 是 1 坐标 
线 , 如 图 6-36 所 示 .可见 共 动 观 者 并 非 随 气 体 分子 而 动 的 观 者 ， 而 是 与 箱子 相对 
静止 的 惯性 观 者 . 


图 6-35 流体 质点 世界 线 切 矢 图 6-36 理想 气体 (作为 理想 流体 
构成 流体 4 速 场 的 4 速 场 


理想 气体 的 压强 p 与 质量 密度 /有 如 下 的 熟知 关系 : 
p= p13, (6-5-2) 
其 中 we 是 分 子 随机 运动 速率 平方 的 平均 ， 因 w<c?, 故 (p/c?)<<p，, 在 c=1 
的 单位 制 中 就 是 p << ju ， 即 压强 很 小 于 密度 . 这 一 结论 对 任何 非 相对 论 流体 都 成 
立 , 例如 在 飓风 中 P/w~ 10-2 , 在 地 心 处 p14 ~10-". 然 而 相对 论 流体 就 不 同 . 恒 
温 箱 内 达到 热平衡 的 电磁 辐射 ( 叫 黑 体 辐射 ) 可 看 作 极端 相对 论 理想 流体 的 例子 ， 
与 箱子 相对 静止 的 参考 系 就 是 流体 的 静止 系 ( 共 动 系 )， 箱 内 辐射 相对 于 此 系 是 各 
向 同性 的 ， 因 而 此 系 亦 称 黑体 辐射 的 各 向 同性 参考 系 ， 箱 内 电磁 辐射 与 理想 气体 
有 颇 多 类 似 之 处 ， 可 称 为 光子 气 (photon gas)， 其 压强 p 与 能 量 密度 4 的 关系 也 服 
从 式 (6-5-2)( 当 然 推导 方法 不 同 )， 而且 w? =1， 故 
p=1/3. (6-5-3) 
黑体 辐射 之 所 以 可 看 作 理 想 流体 , 关键 在 于 其 光子 相对 于 各 向 同性 参考 系 有 沿 各 个 
方向 、 充 分 杂乱 的 随机 运动 ( 详 见 附录 D)， 探 照 灯 中 射出 的 光束 却 不 能 看 作 理想 流 
体 ， 因 为 不 存在 一 个 参考 系 ， 在 它 看 来 这 光束 是 各 向 同性 的 . 
牛顿 力学 的 理想 流体 服从 两 个 重要 规律 ， 即 描述 质量 密度 4 时 间 变 率 的 连续 
性 方程 


+9 如 =0( 反 映 质量 守恒 ) (6-5-4) 


和 描述 3 速 云 的 时 间 变 率 的 欧 拉 方程 (推导 见 选 读 6-5-1) 
-p= + |. (6-5-5) 
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下 面 介绍 这 两 个 规律 在 相对 论 理想 流体 力学 的 推广 ， 设 理想 流体 同 外 界 无 相互 作 
用 ， 则 其 能 动 张 量 满足 8"Tw =0. 由 式 (6-5-1) 得 
0=0°T,, =UsU,o" (p+ p)+(u+p) (UOU, +UOU’)+OPp. (6-5-6) 
这 是 一 个 4 矢 方程 , 可 分 别 在 共 动 观 者 的 时 间 和 空间 方向 投影 . 用 矿 与 上 式 缩 并 
得 
0=UV*0°T,y, =— UO (H+p)+ (p+ p) (UU U, -OU°)+UO,p, 
注意 到 
U?U’0,U, = 了 au =0 ( 因 U*s =-1= 常 数 )， 
便 得 
UO pu+(u+p)0U°=0. (6-5-7) 
此 即 式 (6-5-6) 在 共 动 观 者 时 间 方 向 的 投影 。 为 求 空间 投影 ， 以 投影 映射 
ht = 64 +U,Us 与 式 (6-5-6) 缩 并 得 
(H+Pp)U"OU, +0.p+U UO,p=0. (6-5-8) 
式 (6-5-7)、(6-5-8) 就 是 理想 流体 的 相对 论 运动 方程 ， 压 强 为 零 的 理想 流体 叫 尘埃 
(dust). 对 尘埃 , 式 (6-5-8) 简 化 为 U0,U。 =0, 可 见 尘 埃 粒 子 的 世界 线 为 测 地 线 . 这 
是 自然 的 , 因为 p=0 表明 粒子 不 受 力 . 为 得 出 式 (6-5-7)、(6-5-8) 的 非 相对 论 近 似 ， 
选任 一 惯性 系 {x} 并 对 大 做 3+1 分解 [ 见 式 (6-3-21)]: 
U® =7[(0/07)° +u"]s(0/07)° +u’, (6-5-9) 
其 中 必 是 流体 在 该 系 中 的 3 速 , =- (8/8D?U。 在 非 相对 论 近似 下 为 1. 把 式 (6-5-9) 
代入 式 (6-5-7)， 注 意 到 p << J ， 得 (从 现在 起 略 去 近似 号 ) 


0= (0/01) 906M +u"0 p+ 1 0ou” = 0 u"). 


因 ww 是 所 论 惯 性 系 的 空间 矢量 ，9,。 (Ju)=6.(Jw')= 久 (ji) ， 故 上 式 即 连续 性 
方程 (6-5-4)， 用 (B/8x) 与 式 (6-5-8) 缩 并 ， 注 意 到 式 (6-5-9) 及 p << 1 ， 得 


aY a ay 
0= 了 + Ou Ci ,| | pp 
4 Oaui; +u om| [ 训 ] O.p+u; 国 +u |° 


= 人 3 +u’Ou; |+ op + UN 0 
or Ox’ 8 ox/ 


在 非 相对 论 情况 (u<<1) 下 还 有 wp /31<<3p/9x 和 uui9p/0xi <<9p/9x ， 故 
上 式 右边 最 后 两 项 与 9p/9x' 相 较 可 忽略 ， 写 成 3 矢 等 式 即 为 欧 拉 方 程 (6-5-5). 
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[选读 6-5-] 

学 过 牛顿 流体 力学 的 读者 都 知道 对 流体 的 描述 存在 拉 格 朗 日 和 欧 拉 两 种 方法 
[ 见 周 光 炯 等 (1992)]， 前 者 着 眼 于 流体 质点 (质点 的 空间 轨迹 称 为 迹 线 ); 后 者 着 眼 
于 空间 点 (每 一 空间 点 有 一 流速 矢量 元， 因而 在 3 维 空间 中 有 流速 矢量 场 H， 其 积 
分 曲线 称 为 流 线 .) 欧 拉 描述 的 一 大 优点 是 可 在 空间 上 定义 流速 场 . 用 4 维 语言 可 
对 这 两 种 描述 的 区 别 和 联系 获得 更 深刻 的 理 
解 ， 在 4 维 语言 中 ， 流 体质 点 的 世界 线 充满 空间 点 P 空间 点 Q 
时 空 的 一 个 开 集 O( Vp e OO 有 唯一 的 质点 世界 
线 过 p). 拉 格 朗 日 描述 既然 着 眼 于 质点 ， 在 4 
维 语言 中 就 是 着 眼 于 世界 线 ， 其 切 矢 LU 构成 
4 维 矢量 场 ， 就 是 说 , 拉 格 天 日 描述 可 自然 过 
渡 到 4 维 描述 ， 反 之 ， 欧 拉 描 述 则 是 天 生 的 
3+ 1 维 描述 ， 因 为 “空间 点 ”的 概念 只 在 3+1 
维 语言 中 有 意义 ， 一 个 空间 点 其 实 就 是 所 选 
惯性 系 .多 内 的 一 个 惯性 观 者 的 世界 线 ， 例 如 
图 6-37 的 已 VpeO， 令 办 几 为 0 用 在 过 已 
的 同时 面 瑟 上 的 投影 ， 便 得 到 O 上 的 空间 流 
速 场 WwW，W 对 时 空 点 的 依 冲 关系 可 用 .多 系 的 
惯性 坐标 4 式 表 为 u (t,x) ， 它 在 每 一 同时 面 号 上 的 值 就 是 时 刻 1 的 欧 拉 流 速 矢 
量 场 下 . 下 面 以 欧 拉 方 程 的 推导 为 例 加 深 理解 ， 把 流体 质点 想像 为 一 个 小 立方 体 ， 
体积 为 V. 不 难 证 明 质 点 所 受 力 了 满足 有 IV = -3p ,其 中 p 是 质点 所 在 处 的 压 
强 . 设 由 为 质点 质量 ， 则 


-Vp=f/V= 


图 6-37 欧 拉 空间 流速 场 lf 的 定义 


mdii/dt di 
Vv = 本 (6-5-10) 


其 中 元 是 质点 的 3 速 ， 有 两 个 原因 使 它 随 1 而 变 : OD 每 一 空间 点 的 3 速 元 可 随 + 
而 变 ( 图 6-37 中 p' 和 pp 点 的 以 可 不 同 );@ 流 体质 点 在 运动 中 可 从 一 个 空间 点 移 到 
另 一 空间 点 (图 6-37 的 质点 工 从 空间 点 也 移 到 QO)， 移 动 方式 由 其 轨迹 的 参数 表达 
式 戏 =(1) 刻画 .以 再 (1, 允 (1)) 代表 由 这 两 个 原因 导致 的 元 对 1 的 依赖 , 则 式 (6-5-10) 


可 表 为 

已 dn On Ou dxi(t) ON 忆 - 
-3p = = = :可 
p= so 如 | «| +(u a] 


此 即 欧 拉 方程 (6-5-5). [选读 6-5-1 完 ] 
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86.6 电动 力学 
6.6.1 电磁 场 和 4 电流 密度 


众所周知 ，Maxwell 的 电磁 理论 具有 “先天 的 ” 洛 伦 兹 协 变性 ， 因 此 ， 与 经 
典 力 学 和 量子 力学 不 同 ,“ 非 相对 论 电动 力学 ”并 不 存在 ， 本 节 的 任务 在 于 用 4 
维 语言 重新 表述 电动 力学 的 主要 内 容 . 
电动 力学 涉及 的 物质 场 有 二 : 四 电磁 场 ; @ 全 体 带电 质点 组 成 的 连续 流体 . 它 
们 既是 电磁 场 的 源 ， 又 受 电磁 场 的 作用 . 
在 4 维 语言 中 ， 电 磁场 由 闵 氏 时 空 的 2 形式 场 Fw( 叫 电磁 场 张 量 ) 描 述 ， 读 者 
熟悉 的 电场 巨 和 磁场 互 则 是 观 者 测量 Fo 得 到 的 两 个 空间 矢量 . 
定义 1 瞬时 观 者 (P, 2") 测 得 的 电场 已 和 磁场 矿 由 下 式 定义 
E,:= FZ”, Ba:=— FZ ， (E := EB :=n"B,.) (6-6-1) 
其 中 “Fs 是 Fos 的 对 偶 微分 形式 ( 见 $5.6)， 也 是 2 形式 场 . 
命题 6-6-1 EF 和 忆 是 瞬时 观 者 (p, (e,)*)，(eo)* = Z" 的 空间 矢量 ， 且 
B=Fo, E=Fo, E=Fo: B=Fs, B=F, B=F,. (6-6-2) 
证 明 因 已 = Fw > ZZ -= ZeZb “Ro ， 故 
已 Z" = FoZeZ* =0， BZ°=-F,2°2*=0, 
可 见 到 和 丸 是 瞬时 观 者 p, Z) 的 空间 矢量 ， 因 
E=E,(e)’ =F,,Z*(e)’ =F,,(eo)(e)’ =Fo， 
故 E=o， E=Fo，E=Fo. 又 因 
1 


a "» 1 1 y 
B= Ble)" = To = Tea PF (eo) (0) = 了 ou = 7 eonF!, 


所 以 Bl =D (ennF® + oor™)= FY =Fy， 同 理 有 B, = ，B, = 
由 命题 6-6-1 可 知 Fw 在 观 者 的 4 标 架 (e,,)* 的 分 量 排 成 的 矩阵 为 


0 -Eh -E, -E, 

BE 0 B -B 
F 号 1 二 2 并 训 
Fo) =| Sn (6-6-3) 


E B, -B 0 
命题 6-6-2 设 惯性 系 多 各 ' 由 洛 伦 效 变换 
t=y(+UxX), x=7y(x +Ut), y= z=2" (6-6-4) 
相 联系 ， 则 两 者 测 同一 电磁 场 Fos 所 得 值 (2,B) 和 (E', B') 有 如 下 关系 : 


第 6 章 狭义 相对 论 "173 


B=E, Es=7(E-vB), E;=7(E+vB,); 
Bi=B, B=7(B,+vE), B=7(B,-vE,). 
证 明 习题 . 
命题 6-6-3 设 p 点 的 两 个 瞬时 观 者 (p, (e,)”*) 和 (p,(e,,)) 的 正 交 归 一 4 标 架 
有 如 下 联系 : (e;)” =(e2)” ，(e3)”=(es3)”， 则 他 们 测 同 一 电磁 场所 得 值 (E，B) 和 
(BB) 也 有 式 (6-6-5) 的 关系 ， 其 中 y =-(eo)” (ey)。. 
证 明 本 命题 只 涉及 p 点 的 当地 测量 , 不 涉及 求 导 . 选 惯性 系 多 使 其 过 p 点 
的 观 者 世界 线 以 (eo 为 4 速 ， 再 选 惯性 系 多 "使 其 过 p 点 的 世界 线 以 (es)* 为 4 速 ， 
则 多 和 多 ' 系 的 关系 便 为 式 (6-6-4)、 故 有 式 (6-6-5). 
命题 6-6-3 表 明 式 (6-6-5) 对 任 一 时 空 点 p 的 任何 满足 (e3)* = (ez)” , (e)* =(e3)* 
的 两 个 瞬时 观 者 成 立 ， 从 而 澄清 了 “ 式 (6-6-5) 只 对 惯性 系 成 立 ” 的 误解 . 
[选读 6-6-1] 
命题 6-6-2 和 6-6-3 也 可 用 正 交 归 一 标 架 变 搁 ( 见 图 6-38) 来 证 明 . 按 式 (6-3-21) 
把 瞬时 观 者 (p,(e6)") 的 4 迷 U 三 (e))” 相 对 于 瞬时 观 者 (p,(eo)*) 做 3+1 分 解 , 得 
(eo) =y(eo) + yu. 
因 3 速 妈 与 (ej) 同 向 ， 且 (el) 归 一 ， 故 好 = web)"， 于 是 上 式 成 为 
(e0) = Xeo) + mu(e)’. (6-6-6) 
这 就 是 (e9)” 用 正 交 归 一 标 架 {(e,)"} 的 展开 式 、 再 设 (el)" 的 展开 式 为 
(el)”=a(eo)”*+Ble)” (a, 待定 )， 
由 Wap(e1) "(ep》=0 及 nop(e1)*(e1)》 =1 得 B=y，Qa=p4， 故 
(e) = pu(eo) +y(@)°. (6-6-7) 
式 (6-6-6) 和 (6-6-7) 配 以 (e)” =(e9)”, (ey)* =(e3)* 便 是 两 个 正 交 归 一 标 架 {(e,)"} 与 
{(ep)"} 之 间 的 变换 关系 .由 此 易 证 式 (6-6-5)、 以 轧 为 例 : 
B= Fo = Fales)’ (ed) = Fas(ey) [y(eo) + pu(e)’]=7(Foo + uFy)=7(E, —uB,). 
[选读 6-6-1 完 ] 
电磁 场 的 源 是 电荷 和 电流 .在 4 维 语言 中 ， 连 续 分 布 的 电荷 和 电流 可 看 作 
由 大 量 带电 质点 组 成 的 尘埃 [ 见 Synge(1956) 第 VL 章 810, 第 X 章 87. ]. 为 简化 问 
题 ， 只 讨论 所 有 带电 质点 同属 一 类 (例如 都 是 电子 ) 的 情况 ， 其 电荷 为 .了 ”以 U* 
代表 这 一 带电 尘埃 的 4 速 场 , 则 (p,U”) 便 是 p 点 的 瞬时 共 动 观 者 . 设 其 局 部 同时 面 
(与 UV" 正 交 ) 的 小 体积 mw 中 有 N 个 带电 质点 ， 则 为 = N/ Vo 就 是 共 动 观 者 测 得 的 


(6-6-5) 


@@ 这 一 简化 并 不 影响 实质 、 重 要 的 是 它们 组 成 一 个 粒子 流 ， 其 4 速 场 U* 在 每 一 时 空 点 的 信 就 是 世界 线 经 过 
该 点 的 尘埃 质点 的 4 速 ， 而 不 像 气体 分 子 那样 以 杂乱 无 章 的 方式 向 四 面 八方 运动 . 
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质点 数 密度 ( 称 为 固有 数 密度 )， 以 (p, Z) 代 表 p 点 的 任 一 瞬时 观 者 ， 只 要 不 是 共 
动 观 者 (只 要 2Z” *U")， 他 就 觉得 质点 在 运动 ， 即 觉得 有 电流 . 设 上 述 N 个 质点 
在 (p, ZZ) 的 局 部 同时 面 (与 本 正 交 ) 上 所 占 体积 为 V( 见 图 6-39)， 则 由 “ 尺 缩 ” 效 应 
知 W=W ， 其 中 y=-Z"V。， 所 以 观 者 (p,Z) 测 得 的 质点 数 密度 为 
7=NIV=YN/W=ymo， 因 而 Po=emo 及 p=en 分 别 是 共 动 观 者 (p, U") 和 任意 观 
者 (p,Z) 测 得 的 电荷 密度 ， 两 者 关系 为 P= Xpo. 设 忆 为 质点 相对 于 , Z) 的 3 速 ， 
则 产 := pu” 为 观 者 (p, Z) 测 得 的 3 电流 密度 ， 共 动 观 者 测 得 的 3 电流 密度 为 零 . 


Z=(eoj Ze=(eor = 


(ey 


(ey 
反 


图 6-38 ”两 个 正 交 归 一 标 架 的 关系 图 6-39 共 动 观 者 "和 非 共 动 观 者 乙 测 得 
体积 Vo 和 V 不 同 


定义 2 带电 粒子 流 的 4 电流 密度 (4-current density) 定 义 为 


Je := poU’. (6-6-8) 
命题 6-6-4 下 可 借 瞬 时 观 者 (p, Z) 做 如 下 3 + 1 分 解 : 

J=AODe+ 产 . (6-6-9) 
证 了 明 J =poU" = por(Z°+u")=p2Z° +pu’ =DZa+j. 口 


可 见 瞬 时 观 者 测 得 的 电荷 密度 和 3 电流 密度 产 分 别 是 4 电流 密度 下 的 时 间 

分 量 几 和 空间 投影 i 几 ， 上 式 也 可 表 为 
p=-2Z1", j=7'. 

电荷 与 质量 一 样 是 描写 带电 粒子 内 豪 性 质 的 物理 量 ， 不 参与 相互 作用 的 带电 
粒子 的 电荷 保持 不 变 ， 当 与 其 他 粒子 相互 作用 时 ， 作 用 前 后 的 总 电荷 必定 相等 ， 
这 是 迄今 的 所 有 实验 都 证 实 的 结果 ， 即 众所周知 的 电荷 守恒 律 . 在 3 维 语言 电动 
力学 中 这 一 定律 被 表述 为 连续 性 方程 : (3p/a0) +V. 了 = 0( 对 任 一 惯性 系 )， 不 难看 
出 其 相应 的 4 维 表述 为 3.J° = 0 . 


6.6.2 麦 氏 方程 


在 电动 力学 教科 书 中 ， 和 所 的 运动 方程 就 是 熟知 的 麦 氏 方程 ， 由 它们 可 推 
出 麦 氏 方程 的 4 维 形式 
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O° Fy, =-4r1s， (6-6-10) 
dF =0. (6-6-11) 
在 现在 的 框架 中 ,我 们 把 上 两 式 作为 理论 的 出 发 点 ， 即 假设 电磁 场 张 量 服从 方程 
(6-6-10) 和 (6-6-11)， 请 注意 式 (6-6-10) 已 把 电荷 守恒 律 包含 在 内 ， 因 为 由 它 可 得 
DJ, =—(4n) 100°F,, =—(4n)'0r0 Fo =0， 
因而 ap/8r+ 立 .于 =0 ， 此 即 电荷 守恒 . 
命题 6-6-5 ”对 任 一 惯性 系 {1, x, y,z}， 由 式 (6-6-10)、(6-6-11) 可 导出 3 维 麦 
氏 方 程 


(a) 总 . 巨 =4rp， (9xE=-8, 
or 
i Br rh 
(c) 5.B=0, (MVxB=4rj+ 3 (6-6-12) 


其 中 第 一 、 四 式 对 应 于 式 (6-6-10)， 第 二 、 三 式 对 应 于 式 (6-6-11). 

注 1 此 处 采用 几何 高 斯 制 ( 见 附录 A)，3 维 麦 氏 方程 在 系数 上 与 常见 形式 略 
有 区 别 . 

证 明 ”以 65。 代表 所 选 惯性 系 的 等 1 面 上 的 (诱导 ) 欧 氏 度 规 , 8. 和 9, 分别 代表 
与 6 和 7p 适 配 的 导数 算 符 , 令 Z” =(9/01)”, 注意 到 空间 矢量 所 满足 56=0, 便 
有 

V.E=H°E, =0E'/0x' =0°E, =0°(F,,2°)=2*(- 4nJ,)=4np. 

此 即 式 (6-6-12a)， 再 证 明 式 (6-6-12b)， 设 总 we 是 等 t 面 上 与 5, 适 配 的 体 元 ， 则 由 
式 (5-6-5c) 知 


(Zx 忆 -= 2 bE,, (6-6-13) 
其 中 的 名 ,可 表 为 [ 据 式 (3-1-9)] 
BE, =(dx)(dx), BE, =(dx')a(dx/),0E,, (6-6-14) 


而 Eo=0 导 致 
0,E, =(dx*)a(dx/),0,E) =(dx"),(dx/), 00E,) + (dx')a(dx’), OE,, 

将 上 式 投影 到 等 1 面 ,注意 到 (dx") 的 投影 为 零 ,(dx), 的 投影 等 于 自身 ,与 式 (6-6-14) 
比较 得 

DE, = hh,°0uE,. (6-6-15) 
代入 式 (6-6-13)， 注 意 到 ”是 空间 张 量 ， 其 投影 等 于 自身 ， 便 得 

(VxE), =é% hi hsE, = és 0E,, 

故 
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(8x 瑟 .= 28 瓦 =28 (FP.2°)=2°E® 0 F, =—2°E%0,F,, -ZE 0, Fs 
其 中 最 后 一 步 用 到 式 (6-6-11) 及 Fs 的 反 称 性 . 而 上 式 右边 第 二 项 又 等 于 
一 8 0,(F。2*) ， 即 等 于 (了 Vx), 故 


2 ($xE), =-2°8% 0,F,, = 一 Ze 0,F,,. (6-6-16) 
设 gavea 是 与 度 规 76s 适 配 的 体 元 ， 则 由 式 (5-5-6) 知 
CN PE (6-6-17) 


故 式 (6-6-16) 成 为 
2 (VxE), =-2°26y%0, Fa, =-2°0,(ex Fy2Z)=—20.(2 P21)=- 22°0,B,. 


于 是 


2 OY a 和 9B, 
x-[ 启 | (xB = 2°0.B8 = 
因而 有 > 
FxE=-0B/0. 
其 他 两 个 麦 氏 方 程 的 推导 留 作 习 题 . 口 
注 2 对 非 惯性 坐标 系 ， 由 式 (6-6-10)、(6-6-11) 推 出 的 方程 将 有 别 于 通常 的 3 
维 麦 氏 方程 . 
[选读 6-6-2] 


作为 等 1 面 上 与 诱导 度 规 h。 = 11s + ZZo 相 适 配 的 体 元 ， Es 只 能 被 确定 到 差 
一 个 负 号 的 程度 ( 见 选读 5-5-1 末 )， 即 -Zeeueos 同样 可 被 取 作 &。. 只 有 考虑 等 上面 
的 定向 之 后 才能 把 总 op 唯一 确定 为 Zeusp . 与 讨论 Gauss 定 理 时 的 情况 有 所 不 同 ， 
现在 不 存在 一 个 自然 的 带 边 流 形 NN 使 等 1 面 可 看 作 的 边界 ON ， 因 而 其 法 拓 和 
无 所 谓 外 向 或 内 向 ,等 价 地 ,现在 的 等 1 面 不 存在 什么 诱导 定向 . 我 们 把 Kw 写成 
Zecap 而 非 -ZoEscwp 是 出 于 如 下 考虑 :3 维 形式 的 豆 氏 方程 加 x 忆 =- 988/601 涉及 
旋 度 ， 其 成 立 条 件 是 所 选 笛 卡 儿 坐 标 系 {x, yz] 为 右手 系 (否则 有 号 xE=0B/01 )， 
即 空间 定向 要 与 dr 入 dy Adz 相 容 ， 注 意 到 50wp = (di)y 入 (dxr)。 和 (dy)s 和 (dz)。 以 及 
Z" = (8/80)” ， 便 知 体 元 ws =(dx)。 和 (dy) A(dz)。 ， 正 好 与 所 需 定向 相 容 . 

[选读 6-6-2 完 ] 


6.6.3 4 维 洛 伦 兹 力 


前 已 指出 ， 带 电 质 点 是 电磁 场 的 场 源 (以 体现 )， 它 对 电磁 场 Fw 的 影响 由 
式 (6-6-10) 反 映 ， 反之， 带电 质点 也 受到 电磁 场 的 作用 力 ， 即 洛 伦 效力 
f=q(E+ixB), (6-6-18) 
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其 中 4 及 元 分 别 代表 质点 的 电荷 及 3 速 ， 上 式 与 3 力 定义 f=dp/1di 结 合 便 给 出 
带电 质点 在 电磁 场 中 的 运动 方程 ( 设 无 其 他 力 ) 
下 -qlEtix). (6-6-19) 


应 该 指出 ， 上 式 自 身 具 有 洛 伦 兹 协 变性 (但 不 易 直接 看 出 )， 这 也 是 “ 麦 氏 电 磁 理 
论 天 生 就 有 洛 伦 兹 协 变性 ”这 一 结论 的 一 个 表现 . 就 是 说 ， 对 另 一 惯性 系 多 '， 
同一 质点 的 运动 方程 将 与 式 (6-6-19) 形 式 相同 , 只 是 与 参考 系 有 关 的 量 都 要 加 ', 即 


时 g(r+ixB). (6-6-19") 


应 注意 ，4 无 须 加 '， 因 为 质点 的 电荷 是 不 变量 . 
命题 6-6-6 设 质 点 的 电荷 为 9，4 速 为 *，4 动量 为 P， 则 电磁 场 Fas 对 它 
的 4 力 ( 叫 4 维 洛 伦 兹 力 ) 为 


F*=gF%U? (其 中 F%,=n*F,)， (6-6-20) 
因而 只 受 电 磁力 的 质点 的 4 维 运动 方程 为 
qF%U? =U?0, Pp". (6-6-21) 


证 明 设 p 为 带电 质点 世界 线 L 上 的 任 一 点 ，(p, Z) 是 任 一 瞬时 观 者 ， 其 正 
交 归 一 4 标 架 为 {(e,)*}， 其 中 (eo = Z， 只 须 证明 式 (6-6-20) 的 严 对 该 瞬时 观 者 
而 言 的 分 量 和 下 满足 


F'=yf', (6-6-22) 

Fr=yf i (6-6-23) 

其 中 y=-2°U。，f' 是 3 维 洛 伦 兹 力 f 的 第 i 分 量 ，#=w 是 质点 相对 于 (p, ZO) 
的 3 速 . 


由 式 (6-6-20) 得 

F° =yqgF’,(Z* +ut)= yg(E® +Faoub) ， (6-6-24) 

或 

F, =79 (Ea + Fopu’). 

故 

Fi=(e)F,=7Yq(E+Fu’), (6-6-25) 
如 能 证 明 

Fu’ =(ixB),, (6-6-26) 


则 由 式 (6-6-25) 及 (6-6-18) 立 即 可 得 =yf; ， 即 式 (6-6-22)， 下 面 证 明 式 (6-6-26)、 


(NxB), =é Pu,B, =é Pu,(- FsZ’)= Ae DS -Eee FyZa 
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1 a 
= Su Zr ese FyZ =3C3Du Zs6l ,60°62aFy =-3u°282 Foo) 


=—u Zs(Z, Fo + ZaPse + ZeFoe)= Fu’ — Zeu’E,, (6-6-27) 
其 中 倒数 第 二 步 用 到 Fes = - Fa, 最 后 一 步 用 到 Ze = 一 1, FasZ = Es 以 及 wr24=0. 
由 式 (6-6-27) 得 
(XxB),=(e) (xB), = Fu’, 
这 就 是 式 (6-6-26)， 式 (6-6-27) 右 边 第 二 项 的 存在 是 必要 的 ， 否 则 右边 的 时 间 分 量 
非 零 ， 与 左边 位 x 司 .的 空间 性 相悖 .下面 证 明 式 (6-6-23). 
Fo =(e),F° =yq(e),(E’ +F°,u’)=— yq (eo) Po 二 一 GPU 

=yq9Eu' =7yq[E + (dxB)]u' =7y fu =yf i 
此 即 式 (6-6-23)， 证 明 中 第 二 步 用 到 式 (6-6-24) ， 第 三 步 用 到 (e")。E” =0 及 
(er?)* =-(@0)”， 第 六 步 用 到 xB 与 的 正 交 性 ， 第 七 步 用 到 式 (6-6-18). 


6.6.4 ”电磁 场 的 能 动 张 量 


在 3 维 形式 的 电动 力学 中 ， 电 磁场 的 能 量 密度 、 能 流 密度 、 动 量 密度 、 动 量 
流 密度 ( 即 应 力 张 量 ) 已 有 明确 定义 [ 见 郭 硕 鸿 (1995) 第 5 章 87]， 这 些 3 维 量 可 由 一 
个 4 维 张 量 (电磁 场 的 能 动 张 量 Tu) 统 一 表 为 
T= pe a JR )， (6-6-28) 
其 中 Fac 是 电磁 场 张 量 .利用 第 5 章 习 题 9 的 结果 还 可 把 上 式 改写 成 更 为 对 称 的 
形式 : 
Ty = + °F h’), (6-6-28') 
其 中 。 是 的 对 个 形式 ， 宙 = 7 到。 不 难 验证 它 具有 86 4 所 述 能 动 张 量 的 
性 质 1 和 3， 特 别 是 ， 选 定 任 一 惯性 系 后 ， 由 式 (6-6-28) 易 得 (习题 ) 
= (E24B? 
To = 下 (本 + 有 9)， 
由 式 (6-6-28) 易 得 (习题 ) 
w= To -让 (ExB), i=1,2,3, 
这 正 是 该 系 惯性 观 者 测 电磁 场所 得 的 能 量 密度 和 能 流 密度 (也 等 于 动量 密度 )， 但 
对 864 中 关于 能 动 张 量 的 性 质 2( 即 37 =0) 要 做 一 说 明 ， 当 挛 =0 时 (无 源 电磁 
场 ), 由 麦 氏 方程 的 4 维 形式 可 证 9°"7,, = 0 ， 即 无 源 电 磁场 服从 能 量 守恒 、 动 量 守 
恒 和 角 动量 守恒 律 . 但 若 J* #0， 则 由 式 (6-6-28) 表 示 的 Ts 不 满足 DT =0 [本 章 
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习题 18(a)]， 这 是 自然 的 ， 因 为 电磁 场 与 带电 质点 之 间 有 相互 作用 ， 从 而 要 交换 
能 量 、 动 量 和 角 动 量 [本 章 习 题 18(b)]， 然 而 ， 电 磁场 与 带电 粒子 的 总 能 动 张 量 则 
仍 是 守恒 的 . 
6.6.5 ”电磁 4 势 及 其 运动 方程 ， 电 磁 波 

由 于 Fs 是 2 形式 ， 用 外 微分 概念 可 把 麦 氏 方程 (6-6-11) 改 写 为 dF =0, 即 FF 
是 闭 的 . 因 背 景 流 形 为 R', 由 $5.1 注 1 可 知 下 是 恰当 的 ， 即 在 R* 上 存在 1 形式 场 
hs 使 F=d4, 或 

Fos =0,h, -06A, 

定义 3 满足 F=d4 的 hs 叫 电磁 场 Fos 的 4 势 (4-potential). 

给 定 下 后 ,4 势 并 不 唯一 . 设 4 是 的 4 势 ,x 是 R* 上 任意 C? 函数, 则 A4=A4+dx 
也 是 已 的 4 势 , 因 ddxy =0. 这 就 是 熟知 的 规范 自由 性 ， 附 加 条 件 9°4, =0 叫 洛 伦 
兹 规范 条 件 ， 满 足 这 条 件 的 4。 一 定 存在 ， 因 为 设 3"4, *0 ， 总 可 选 函 数 x 使 
和 =A+dx 满足 9"4。 =0， 为 此 只 须要 求 + 满 足 9。x = -8“4。， 注 意 到 


2 2 
89.z=158.Y -一 生 + 一 生 + 一 乞 二 一生 


可 知 0%。x = -94 的 非 零 解 不 但 存在 ， 而 且 甚 多 . 
把 A 在任 一 惯性 系 {1, x'} 分 解 为 时 间 分 量 和 空间 分 量 : 
hs =— $d) +as, (6-6-29) 
则 不 难 证 明 p 和 as 分别 是 电磁 场 下 的 标 势 和 3 矢 势 (习题 19). 
用 4 势 可 重新 表述 麦 氏 方程 . 式 (6-6-11) 已 被 =d4 自动 满足 ， 式 (6-6-10) 则 
可 表 为 
-4r1o =0°(0,A, -0,A,)=0°0,A, — 0,0°A, . (6-6-30) 
其 中 第 二 步 用 到 0"0,4, =7”0.0,A。 =0.0,(n”A,)=0.0,A* =0,0.A° =0,0°4, .于 
是 洛 伦 兹 规范 下 的 4。 便 满足 如 下 的 简单 方程 
9%,h, =—4n),. (6-6-31) 
上 式 相当 于 3 维 语言 电动 力学 中 关于 标 势 $ 和 矢 势 a 的 达 朗 伯 方 程 (d'Alembert 
equation)， 对 无 源 电磁 场 则 成 为 波动 方程 
0°0,4, =0. (6-6-32) 
我 们 关心 方程 (6-6-32) 的 、 形 如 A = Cs cos9 的 波动 解 ， 其 中 9 是 实 标量 场 ， 
称 为 相位 (phase); C* 是 非 零 的 常 矢量 场 (“ 常 ” 字 是 指 3,C* = 0)， 称 为 偏振 矢量 
(polarization vector)， 代 入 式 (6-6-32) 得 
cosg (0°0)0,.0+sin00°0,.0=0, (6-6-33) 
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(0°0)0.0=0 (6-6-34) 

和 89.9=0 (6-6-35) 
的 4 = Ccos9 是 波动 方程 (6-6-32) 的 解 . 此 解 有 重要 理论 意义 , 下 面 详 加 讨论 . 令 
K"=0%9 ， 则 及 是 超 曲 面 ={peRR*10, = C} (C= 常数 ) 上 的 法 矢 场 (定理 
4-4-2)， 另 一 方面 ， 式 (6-6-34) 表 明 KKo = 0, 故 及 是 类 光 矢 量 场 ， 可 见 . 光 是 类 光 
超 曲面 .再 者 ， KK = 0 还 导致 

0=0,(K"K,)=2K"0,K, =2K"0,0.0=2K"0,0,0=2K°0,K,, (6-6-36) 
可 见 K 的 积分 曲线 是 身 在 .上 的 类 光 测 地 线 ， 由 式 (6-6-35) 还 知 9°K。 =0. 

设 {1x} 为 任 一 惯性 坐标 系 ， 则 Ks 可 用 其 对 偶 坐 标 基 矢 展开 : 
(dO), =0,0= K, = K, (dx’),. 

我 们 只 讨论 KK 为 常 矢量 场 (3,K* =0) 这 一 最 简单 (也 最 重要 ) 的 情况 . 这 时 K, 为 党 
数 ， 上 式 可 被 积分 而 得 


0=K,x* + 多 (常数 ). (6-6-37) 
借用 惯性 系 {4, x} 把 天 做 3+1 分解: 
K® =w(0/0n)" +k®, (6-6-38) 


其 中 心 和 w=K" 分 别 代表 友 的 空间 和 时 间 分 量 ， 再 令 
kanok, k=k(O/0x)®, 
则 式 (6-6-37) 在 取 名 =0 时 成 为 
0=— t+kx, (6-6-39) 


故 为 = Ccos0 现 在 可 表 为 

A, =C, cos(wt —kx). (6-6-40) 
这 同 单 色 平面 波 的 熟知 表达 式 一 致 ， 因 而 可 称 为 单 色 平面 电磁 波 (monochromatic 
plane wave)，w 和 总 则 可 分 别 解释 为 角 频 率 和 3 维 波 矢量 ， 于 是 K" 称 为 4 维 波 矢 
量 . 设 马 为 惯性 系 {x, xz] 在 % 时 刻 的 同时 面 ，Su = .多 站 马 ( 见 图 6-40), 则 5 上 6= 
常数 ， 故 9 是 同时 面 马上 相位 相同 的 点 的 集合 ， 即 3 维 语言 中 如 时 刻 的 一 个 波 
阵 面 . K, 为 常数 时 .是 3 维 平面 (类 光 超 平面 )，So 是 2 维 平面 ， 故 式 (6-6-40) 的 确 
代表 单 色 平面 波 . .> 可 解释 为 波 阵 面 So 的 世界 面 , 它 描 述 波 阵 面 随时 间 的 演化 ( 波 
的 传播 ) 设 瑟 是 (> 加 ) 时刻 的 同时 面 ， 则 8 = 宛 站 马 就 是 如 时 刻 的 波 阵 面 50 沿 
波 的 传播 方向 (3 维 空间 瑟 中 与 50 正 交 的 方向 ) 在 4 -如 时 间 后 到 达 的 新 平面 , 且 传 
播 速率 恰 为 光速 (这 是 .9 为 类 光 超 曲面 的 必然 结果 )、. 的 类 光 法 矢 Kr 的 积分 曲 
线 在 马上 的 投影 与 % 正 交 ， 故 可 解释 为 3 维 语言 中 的 光线 ， 于 是 嫩 的 积分 曲线 
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可 看 作 4 维 语言 的 光线 


图 6-40 单 色 平面 电磁 波 .3 维 波 阵 面 9 的 世界 面 是 类 光 超 曲面 .2 ， 
其 类 光 法 矢 K 的 积分 曲线 代表 光子 世界 线 
给 定单 色 平面 波 后 ， 其 4 波 矢 K 自然 给 定 (是 R* 中 的 一 个 常 的 类 光 矢量 场 )， 
但 由 式 (6-6-38) 可 知 其 角 频 率 w 和 3 波 矢 如 还 取决 于 所 选 惯 性 系 . 就 是 说 , K* 是 绝 
对 的 ， 而 w 及 马 则 是 相对 的 . 类 似 地 , 任 一 时 空 点 p 的 双 也 可 借 该 点 的 任 一 瞬时 
观 者 (p, Z) 分 解 为 
天” = QZ? +Ke ， (6-6-41) 
其 中 
w= -KeZ。 (6-6-42) 
和 必 可 分 别 解 释 为 该 观 者 测 得 的 角 频 率 和 3 波 矢 . 由 4 波 矢 Kr 的 类 光 性 K*K。=0 
易 知 和 把 有 如 下 关系 : 
oo =k°k, =k?. (6-6-43) 
用 光线 (无 论 3 维 还 是 4 维 ) 代 替 波动 概念 描述 单 色 平面 电磁 波 的 做 法 称 为 几 
何 光学 (geometric optics) 方 法 .然而 ， 单 色 平面 电磁 波 的 条 件 是 和 = Cy cos9 中 的 
Co 及 K" =0"9 在 全 时 空 为 常 矢量 场 ， 这 是 无 法 达到 的 要 求 ， 只 能 是 模型 语言 中 的 
概念 . 好 在 许多 有 实用 意义 的 电磁 波 都 可 在 一 定 的 时 空 范围 内 近似 看 作 这 样 的 波 ， 
因而 也 可 近似 地 用 几何 光学 方法 处 理 . 考虑 这 样 一 类 电磁 波 ， 其 4 势 可 表 为 
岛 =Cscos9， 其 中 Co 及 天 "=8%9 虽 不 满足 BuCs =0 及 0。K* =0， 但 其 随时 空 点 
的 变化 与 相位 cosg 的 变化 相 比 要 “ 慢 ” 得 多 ,不妨 说 如 是“ 慢 变 ” 振 幅 Cs 与 “ 快 
变 ” 相 因子 cos8 之 积 ， 以 世代 表 这 样 一 个 特征 长 度 ， 只 当时 空 尺度 达到 天 的 量 级 
时 Cs 或 KK 的 变化 方 可 被 觉察 ， 那么 ， 在 一 个 尺度 小 于 工 但 cos0 已 在 其 中 变 了 许 
多 周期 的 时 空 区 域 U 内 就 可 用 几何 光学 方法 对 这 类 电磁 波 做 近似 处 理 [用 3 维 语言 
说 ， 就 是 U 的 空间 尺度 很 大 于 波长 4= 2r/o (其 中 w=-Z“K,).]， 满足 这 一 条 件 
的 电磁 波 称 为 局 域 单 色 平面 波 ， 几 何 光 学 的 特点 是 用 光线 描述 电磁 波 的 传播 ， 这 
一 特点 突出 了 光 的 粒子 性 的 一 面 ， 使 得 用 光子 描述 光 的 传播 成 为 可 能 .这 一 描述 
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成 为 量子 电动 力学 的 理论 基础 ， 而 经 典 电动 力学 则 可 看 作 量 子 电 动力 学 在 普 朗 克 
常数 h 一 0 时 的 极限 情形 ， 按 照 这 一 描述 ， 局 域 单 色 平面 电磁 波 可 看 作 由 一 大 群 
光子 组 成 的 光子 流 ， 它 们 有 近似 相同 的 K 和 C”. 光子 被 想像 为 类 似 于 普通 粒子 的 
粒子 , 其 特别 之 处 在 于 质量 m= 0. 这 时 关于 质点 的 4 动量 的 定义 式 (6-3-32) 不 再 适 
用 ， 可 改 用 相应 电磁 波 的 4 波 矢 丸 按 下 式 定义 光子 的 4 动量 亚 : 


P" := AK” (其 中 sh/2n)， (6-6-44) 
并 规定 光子 世界 线 是 这 样 的 类 光 测 地 线 ， 其 仿 射 参数 8 满足 
Pp" =(0/0B)". (6-6-45) 


于 是 光子 世界 线 重合 于 相应 电磁 波 的 4 波 矢 到 的 积分 曲线 .在 3 + 1 分 解 方面 ， 
仿照 普通 粒子 ， 我 们 把 光子 4 动量 的 时 间 分 量 和 空间 分 量 分 别 定义 为 光子 的 能 量 
已 和 3 动量 六 ， 即 


P=EZ°+p". (6-6-46) 
注意 到 式 (6-6-44)， 上 式 与 式 (6-6-41) 对 比 便 得 
E=fw, p” =Ak", (6-6-47) 


即 光子 的 能 量 已 和 3 动量 巴 分 别 是 相应 电磁 波 的 角 频 率 w 和 3 波 矢 局 的 户 倍 . 由 
PP, =0 易 知 光子 的 能 量 E 和 3 动量 p" 的 长 度 p 有 如 下 简单 关系 : 

E?=p’pa=p’. (6-6-48) 
[选读 6-6-3] 

式 (6-6-40) 说 明 4 势 ho 以 单 色 平面 波 的 方式 传播 ， 由 此 不 难 证 明 其 相应 于 某 
惯性 系 哆 的 电场 请 和 磁场 忆 也 以 单 色 平面 波 的 方式 传播 , 并 导出 巨 波 和 万 波 的 一 
些 重要 性 质 ， 为 此 ， 把 入 =Cscos9 代 入 下， =0,As -0。A。， 注 意 到 KK。=0,0， 得 

Fas =(CaK, -Co Ka) sinO =2 C., Ks)sinO . (6-6-49) 
利用 ho 的 规范 自由 性 可 简化 从 Fas 求 E。 和 B, 的 计算 . 选 洛 伦 益 规 范 8A, =0， 与 
入 =Cbcos9 及 K"=60 结合 得 KC,sin9=0， 从 而 


KC, =0. (6-6-50) 
这 其 实 是 A 满足 洛 伦 兹 规范 的 等 价 表 述 ， 再 令 
Ca = Co+aKo(c= 常数)， (6-6-51) 


则 由 KiKa=0 及 式 (6-6-49) 易 见 Cs 对 应 的 电磁 场 Fi = FF， 可 见 式 (6-6-51) 只 是 规 
范 变换 [由 KrCa=0 可 知 式 (6-6-51) 保 证 天 *C' =0， 所 以 它 其 实 还 是 洛 伦 闪 规范 内 
的 规范 变换 .]， 利 用 人 的 时 间 分 量 本 的 非 零 性 选 w=- Co1Ko 便 有 CI=0， 可 见 
总 可 选择 适当 规范 使 偏振 矢量 C 成 为 空间 失 量 .今后 将 默认 C" 是 空间 拓 量 这 一 
事实 . 

以 Z" =(8/80? 代表 惯性 系 的 第 零 坐 标 基 和 失 ， 则 由 已 = Fs2* 和 B, =-'FZ? 
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可 从 式 (6-6-49) 求 得 
E,=2Z°(C,K, -CoKs)sing =—wC, sinO 
[其 中 第 二 步 用 到 C" 的 空间 性 (ZC =0) 及 w= 一 2Z?K] 和 
B = -ToZ" =- 了 ZeeobudFo =$8,s2C K'sinO = EC°k’ sinO, 
其 中 Bca 是 与 空间 的 欧 氏 度 规 适 配 的 体 元 .上 二 式 可 用 箭头 表 为 


巨 =-oCsing=wCsin(or 一 oz)， (6-6-52) 
B=Cxksing =KxCsin(o —kx'). (6-6-53) 
因而 互 -站 x 巨 (下 代表 天 方向 的 单位 拓 ) (6-6-54) 


这 正 是 单 色 平面 电磁 波 的 电 矢量 巨 、 磁 矢量 巨 和 传播 方向 天 的 常见 关系 式 . 

由 于 Co=0， 条 件 K"C。=0 现 在 可 改写 为 KeCs=0， 可 见 3 矢量 C 与 天 重 
直 ， 而 由 式 (6-6-52) 又 知 记 与 平行 ， 故 电场 忆 与 传播 方向 庆 委 直 ， 即 巨 波 是 横 
波 ， 由 式 (6-6-54) 则 可 看 出 瓦 既 与 类 又 与 巨 委 直 ， 故 语法 也 是 横 波 ， 结 论 ; 在 单 色 
平面 电磁 波 中 巨 波 和 甩 波 是 同 频 同 相 的 横 波 ， 且 矢量 瓦 ， 巨 与 上 有 式 (6-6-54) 的 简 
单 关系 . 

因为 C 和 天 是 常 矢量 场 ， 式 (6-6-52) 和 (6-6-53) 代 表 线 偏振 光 ， 若 要 讨论 其 他 
偏振 方式 ， 则 采用 复 场 的 方法 较为 简便 ， 先 把 名 = CucosB 改写 为 

鳃 =Re(Cue 2) (Re 代表 “ 取 其 实 部 ”)， (6-6-55) 

再 把 C 推广 至 常 复 矢量 场 ， 就 会 给 出 更 丰富 的 物理 内 容 ， 前 面 关 于 KC =0 的 
证 明 以 及 可 选 C 为 空间 失 量 场 的 论辩 在 Ce 为 复 时 依然 有 效 ， 因 而 其 后 的 讨论 和 
结论 (包括 无 ， 否 的 横 波 性 ) 仍 成 立 ，C? 为 复 失 量 的 关键 后 果 是 从 线 偏 振 光 推广 至 
椭 轩 偏振 光 ， 仅 以 电场 巨 为 例 讨论 ， 这 时 式 (6-6-52) 应 表 为 


巨 =Re[ioCeriorke)]， (6-6-52') 
但 现在 C 为 复 矢量 ， 令 
E=sioCeiktx ， (6-6-56) 
则 式 (6-6-52') 成 为 
巨 =Re (Eerio'). (6-6-57) 


对 多 系 的 任 一 惯性 观 者 Go， 瑟 是 固定 矢量 ， 巨 则 随时 间 + 按 式 (6-6-57) 变 化 ， 因 
而 和 拓 量 (箭头 ) 巨 的 端点 画 出 一 条 平面 闭合 曲线 ， 钙 证 它 为 椭圆， 将 复 矢量 场 E 表 
为 实 、 虚 部 之 和 : 
= 有 +iV (其 中 且 , VV 为 实 矢量 场 )， (6-6-58) 
令 B 为 任 一 实 标量 场 ， 定 义 实 失 量 场 
矶 = 六 cosB+7sinB 和 n=-JsinB+vcosp, {6-6-59) 
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则 


EB=Ji+iV=(m+in)es. (6-6-60) 
引入 厅 的 好 处 在 于 可 选择 厅 使 页， 匹 互相 正 交 ， 为 此 只 须 令 厅 满 足 
”tm26-=- 到 忌 ， (6-6-61) 
AL -Vv 


其 中 /= 及" 及 ，V? =V- 六 ,而 且 设 J >V? (不 失 一 般 性 ) 式 (6-6-60) 代 入 式 (6-6-57) 
给 出 

巨 = 历 cos (@t— P)+isin(ot— 让 ). (6-6-62) 
利用 所 ， 肌 的 正 交 性 可 按 下 列 两 要 求 选择 惯性 参考 系 .多 内 的 惯性 坐标 系 {1， zi] ; 
加 以 Go 为 空间 坐标 原点 ; Ox，y 轴 分 别 灌 抽 和 所 方向 ， 则 后 的 三 个 坐标 分 量 依 
次 为 


B=mcos(w1-p), E,=nsin(@t-p),  E,=0, (6-6-63) 
其 中 以 三 ( 夺 -万 )，n 二 (i)!?， 由 此 易 得 
BE 
赤 + 间 -1 (6-6-64) 
mi 


可 见 忆 的 端点 随时 间 在 x~y 面 内 画 出 一 个 椭圆 ， 因 此 代表 椭圆 偏振 光 ， 当 加 =n 
时 退化 为 圈 偏 振 光 ， 当 m 或 nn 为 零 时 退化 为 线 偏振 光 . 
[选读 6-6-3 完 ] 


6.6.6 光波 的 多 普 勒 效应 


与 声波 不 同 ， 光 波 的 多 普 靳 效应 必须 用 相对 论处 理 ， 在 上 述 知 识 的 基础 上 ， 
这 一 讨论 变 得 十 分 简单 . 

设 观 者 和 光源 有 任意 运动 状态 (其 世界 线 为 任意 类 时 线 ),4 速 各 为 和 Vi ( 见 
图 6-41). 光源 在 p 时 所 发 的 光 被 观 者 在 9 时 收 到 , 默认 此 光 是 局 域 单 色 平面 波 (用 
几何 光学 近似 )， 设 光子 的 4 波 矢 为 KR， 由 式 (6-6-46) 可 知 发 光 时 吧 测 得 的 角 频 率 
为 0=(-K?V,)1,， 接 收 光 时 U7” 测 得 的 角 频 率 为 w' = (KU,) 1. 今 欲求 0' 与 6 的 
关系 . 因 平 直 时 空 有 绝对 平移 概念 ,将 U® 4 和 Kl 平移 至 p 点 , 则 ww'=(-K?U,)1,. 
以 下 省 略 下 标 p， 但 记 住 计 算 在 p 点 进行 。 由 式 (6-6-45) 有 

K° =@V° +k®, 
令 
r=-VU,, 
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则 

Us = Wa + pha 
其 中 yw 为 履 在 (p,V") 的 “空间 小 平面 "上 
的 投影 ， 故 


Oo = 一 (OV +k")(yV, + yu)= 7 -ku,). 
设 空间 矢量 与 w 夹 角 为 9， 注 意 到 式 
(6-6-47)， 得 
@'= yo(l—ucos0), (6-6-65) 
这 就 是 多 普 勒 效应 的 定量 关系 . 若 9 = 0( 观 者 
与 光源 相 背 而 行 )， 由 式 (6-6-65) 得 
0 =701-W=[-W)A+O ov<o, 
(6-6-66a) 、 
即 红 移 ; 若 9="( 观 者 正 对 光源 相向 而 行 )， 图 641 光波 多 普 勒 效 应 讨论 用 图 
则 


w=y8(1+u) =[(+W) /1 -Wo> ow, (6-6-66b) 
即 蓝 移 ; 车 9=m2 (横向 运动 )， 则 
CO =7O， (6-6-66c) 
即 横向 多 普 勒 效应 . 
习 题 


“1 惯性 观 者 G 和 G' 相 对 速率 为 u = 0.6c， 相 届时 把 钟 读数 都 调 为 零 ， 用 时 空 图 讨论 ，(a) 
在 G 所 属 的 惯性 参考 系 看 来 (以 其 同时 观 判断 )， 当 G 钟 读数 为 5hs 时 ，G' 钟 的 读数 是 多 少 ?(b) 
当 G 钟 读数 为 5hs 时 ， 他 实际 看 见 G' 钟 的 读数 是 多 少 ? 
2. 远方 星体 以 0.8c 的 速率 (匀速 直线 地 ) 离 开 我 们 ， 我 们 测 得 它 辐射 来 的 闪光 按 5 昼夜 的 周 
期 变化 ， 用 时 空 图 求 星 上 观 者 测 得 的 闪光 周期 . 
“3. 把 图 6-20 的 oa 段 和 oe 段 线 长 分 别 记 作 + 和 ，(a) 用 两 钟 的 相对 速率 4 表 出 r/r ;(b) 
在 u=0.6c 和 wu=0.8c 两 种 情况 下 求 出 r/r 的 数值 . 
ee 4. 惯性 质点 4，B，C 排 成 一 直线 并 沿 此 线 相对 运动 ( 见 图 6-42)， 
全 “BB CC 相对 速率 ups=0.6c，uc=0.8c，A,B 所 在 惯性 系 各 为 . 史 和 .78. 设 
图 6-42 习题 4 用 图 ”多 8 系 认为 ( 测 得 )C 走 了 60m, 画 出 时 空 图 并 水 .2 认为 ( 测 得 ) 这 一 过 程 
的 时 间 . 
“5.4,8 是 同一 惯性 系 的 两 个 惯性 观 者 ， 他 们 互相 发 射 中 子 ， 每 一 中 子 以 相对 速率 0.6c 离开 
中 子 枪 ， 设 8 测 得 8 枪 的 中 子 发 射 率 为 10's"( 即 每 秒 发 10 个)， 求 4 所 发 中 子 (根据 中 子 自己 
的 标准 钟 ) 测 得 的 8 枪 的 中 子 发 射 率 (要 求 画 时 空 图 求解 ). 
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“6. 静止 b 子 的 平均 寿命 为 m = 2x10-s . 宇宙 线 产生 的 h 子 相对 于 地 球 以 0.995c 的 速率 匀 
速 直线 下 落 , 用 时 空 图 求 地 球 观 者 测 得 的 (a) h 子 的 平均 寿命 ; (b) k 子 在 其 平均 寿命 内 所 走 过 的 
距离 . 

7. 从 惯性 系 多 看 来 (认为 , 测 得 ), 位 于 某 地 A 的 两 标准 钟 甲乙 指 零 时 开始 以 速率 v=0.6c 
一 同 做 匀速 直线 运动 ,两 钟 指 1s 时 到 达 某 地 B. 甲 钟 在 到 达 B 时 立即 以 速率 "向 A 地 匀速 返回 ， 
乙 钟 在 B 地 停留 1s( 按 他 的 钟 ) 后 以 速率 v 向 A 地 匀速 返回 ， 另 有 两 钟 一 直 呆 在 A 地 ， 且 当 甲 、 
乙 离 A 地 时 也 指 零 ，(a) 画 出 甲 、 乙 、 丙 的 世界 线 ; (b) 求 乙 钟 返回 A 地 时 三 钟 的 读数 mm ，zz 和 
TH 

“8. ( 单 选 题 ) 双子 A, B 静止 于 某 惯性 系 .多 中 的 同一 空间 点 上 ，A 从 某 时 刻 (此 时 A, B 年 龄 
相等 ) 开 始 向 东 以 速率 u 相对 于 .多 系 做 惯性 运动 , 一段 时 间 后 B 以 速率 v>u 向 东 追 上 A, 则 相 
遇 时 A 的 年 龄 

(1) 比 B 大 ， (2) 比 B 小 ， (3) 与 B 等 . 

“9. 标准 钟 A, B 静止 于 某 惯性 系 中 的 同一 空间 点 上 . A 钟 从 某 时 刻 开始 以 速率 w= 0.6c 匀速 
直线 飞 出 ，2s (根据 A 钟 ) 后 以 = 0.6c 匀速 直线 返航 ， 已 知 分 手 时 两 钟 皆 指 零 ，(1) 求 重逢 时 两 
钟 的 读数 ; (2) 当 A 钟 指 3s 时 A 看 见 B 钟 指 多 少 ? 

“10. 地 球 自转 线 速率 在 赤道 之 值 约 为 每 小 时 1600km. 甲 、 乙 为 赤道 上 的 一 对 本 生 子 ， 甲 乘 
飞机 以 每 小 时 1600km 的 速率 向 西 绕 赤道 飞行 一 圈 后 回 家 与 乙 重 连 (忽略 地 球 和 太阳 引力 场 的 影 
响 ， 由 第 7 章 可 知 引力 的 存在 对 应 于 时 空 的 弯曲 . )，(a) 画 出 地 球 表面 的 世界 面 和 甲 、 乙 的 世界 
线 ( 甲 相 对 于 地 面 的 运动 抵消 了 地 球 自转 的 效应 , 所 以 甲 是 惯性 观 者 . ); (b) 甲 与 乙 中 谁 更 年 轻 ? 
(c) 两 者 年 龄 差 多 少 ? ( 答 : 约 为 107's. ) 注 : 本 实验 已 于 1971 年 完成 ， 当 然 不 是 对 人 而 是 对 钨 
原子 钟 ， 见 Hafele and Keating(1972). 

“11. 静 长 1= Sm 的 汽车 以 u=0.6c 的 速率 匀速 进 库 , 库 有 坚硬 
后 墙 ， 为 简化 问题 ， 假 定 车 头 撞墙 的 信息 以 光速 传播 ， 车 身 任 一 
点 接 到 信息 立即 停 下 ，(9) 设 司库 测 得 在 车 头 撞墙 的 同时 车 尾 的 钟 
Cw 指 零 ， 求 车 尾 “ 获悉 ” 车 头 撞墙 这 一 信息 时 Cw 的 读数 ; (b) 求 
车 完全 停 下 后 的 静 长 1 ; (c) 用 uw 表 出 新 旧 静 长 比 久 1 . 

12. 试 证 命题 6-3-4. 
图 643 习题 13 用 图 “13. 设 观 者 世界 线 为 1~x 面 内 的 双 曲 线 G ( 见 图 6-43)， 图 中 
不 值 为 已 知 ，4" 为 观 者 的 4 加 速 ， 求 4"4。( 结 论 是 4。 为 常数 ， 
因此 G 称 为 匀 加 速 运动 观 者 ， 请 注意 这 指 的 是 4 加速 .) 
“14. 试 证 命题 6-6-2. 
*15. 设 瞬时 观 者 测 Fas 所 得 电场 和 磁场 分 别 为 和 B”( 也 记 作 琴 和 所 )， 试 证 : 
(a) FoF® =2(B8* — E?), 
(b) Fs F”= 4 局 . 互 ， 提 示 : 可 用 惯性 坐标 基底 把 忆 站 写成 分 量 表达 式 . 
注 : 本 题 表 明 ， 虽 然 E 和 有 记 都 是 观 者 依赖 的 ，B? - E? 和 E-B 却 同 观 者 无 关 ， 事实 上 ， 由 
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Faw 能 构造 的 独立 的 不 变量 只 有 这 两 个 . 
“16. 试 证 命题 6-6-5 (只 须 证 后 两 个 麦 氏 方程 ). 
“17. 试 证 瞬时 观 者 测 得 的 电磁 场 能 量 密度 和 3 动量 密度 分 别 为 To =(E?+B?)/8x 和 
Wi=-To=(Ex 有 ,14n, i=1,2,3. 提示 : 用 Fos 的 对 称 表达 式 (6-6-28') 可 简化 Too 的 计算 . 
18. (a) 试 证 4 电流 密度 为 六 的 电磁 场 Fe 的 能 动 张 量 Fo 满足 97。 = -FJ* (由 此 可 知 当 
J =0 时 有 3"7。。 =0); *(b) 试 证 上 式 在 惯性 坐标 系 中 的 时 间 分 量 反映 能 量 守恒 , 即 郭 硕 鸿 (1995) 
40 页 式 (6.2); 空 间 分 量 反映 3 动量 守恒 , 即 郭 书 220 页 式 (7.6). 提示 :用 4 洛 伦 效力 表达 式 (6-6-20) 
把 到 7 改写 为 洛 伦 效力 密度 . 
19. 试 证 式 (6-6-29) 中 的 a 和 # 满足 了 = 六 xa 和 =- Vp 一 06/6+ ， 因 而 的 确 是 电动 力学 中 
的 3 矢 势 和 标 势 . 
20. 在 选读 6-6-1 中 , (a) 试 证 多 (dt), = 0, 其 中 ! 为 绝对 时 间 ，V。 为 牛顿 时 空 的 导数 算 符 [ 提 
示 : 从 式 (5-7-2) 出 发 ，]; (b) 设 wr 为 空间 矢量 ( 即 切 于 绝对 同时 面 的 矢量 )，v" 为 任 一 4 维 矢量 ， 
试 证 Vsw》 仍 为 空间 矢量 [提示 : 注意 wt 是 绝对 同时 面 的 法 余 矢 . ]. 
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相对 性 原理 要 求 物 理 规律 在 所 有 惯性 坐标 系 中 有 相同 数学 表达 式 ， 用 于 狭义 
相对 论 就 要 求 物理 规律 的 数学 表达 式 具有 洛 伦 将 协 变性 ， 这 是 一 个 管 定律 的 定 
律 . 因此 ， 在 建立 狭义 相对 论 物 理学 时 ， 应 该 重新 审查 已 有 的 物理 定律 ， 凡 符合 
这 个 要 求 的 就 仍 被 视 为 定律 ， 凡 不 符合 这 个 要 求 的 就 要 改造 ， 直 至 符合 要 求 才 作 
为 物理 定律 纳 人 狭义 相对 论 物理 学 框架 中 .首先 审查 麦 氏 电磁 理论 ， 麦 氏 方程 天 
生 就 有 洛 伦 效 协 变性 (改写 为 4 维 形式 可 更 清晰 地 看 出 , 见 $6.6), 因而 可 以 不 经 改 
造 地 纳入 狭义 相对 论 物 理学 中 ， 这 其 实 并 不 奇怪 ， 因 为 狭义 相对 论 出 现 的 重要 原 
因 之 一 就 是 麦 氏 理论 与 非 相 对 论 时 空 观 有 矛盾 .再 来 审查 牛顿 运动 定律 ， 以 动量 
守恒 律 为 例 , 正如 86.6 开头 时 指出 的 ,牛顿 的 动量 定义 = mi 使 动量 守恒 不 具备 
洛 伦 兹 协 变性 ， 因 而 必须 修改 ， 只 要 把 动量 定义 改 为 万 = mi&(l-x2)-72 ， 问 题 便 
迎刃而解 ， 因 此 动量 守恒 可 以 作为 定律 被 纳入 狭义 相对 论 物理 学 ， 第 三 ， 我 们 来 
审查 牛顿 的 万 有 引力 理论 . 牛顿 引力 论 的 基本 方程 是 反映 引力 势 $ 和 质量 密度 p” 
的 关系 的 泊 松 方程 V2p=4np ， 它 有 伽利略 协 变 性 而 没有 洛 伦 兹 协 变性 ， 因 而 应 
该 修改 ， 从 另 一 角度 来 看 , 方程 v2p=4np 有 如 下 形式 的 解 

GF,1)= J 2 av'， 

表明 场 点 7 处 + 时 刻 的 引力 势 $ 由 空间 各 点 在 1 时刻 的 质量 密度 p 决定 , 这 意味 着 
引力 场 以 无 限 速度 传 播 ， 显 然 与 狭义 相对 论 相悖 ， 可 见 牛顿 引力 论 必 须 修改 ， 牛 
顿 万 有 引力 定律 形式 上 与 静电 库仑 定律 很 相似 ， 既 然 麦 克 斯 韦 能 把 库仑 静电 学 推 
广 改造 为 如 此 漂亮 的 麦 氏 电磁 理论 ， 看 来 不 难 把 牛顿 引力 论 改造 为 狭义 相对 论 框 
架 内 的 引力 理论 ， 然 而 情况 却 远 非 如 此 简单 . 关键 在 于 ， 万 有 引力 定律 与 库仑 定 
律 昌 很 相似 ， 却 存在 “符号 差别 ”: 电荷 有 正 负 两 种 ， 同 性 相 斥 ， 异 性 相 吸 ; 质 
量 则 只 正 不 负 ， 虽 然 同性 ， 却 只 吸 不 斥 .， 仿 照 电磁 理论 ， 可 以 构造 一 个 在 狭义 相 
对 论 框架 内 的 引力 理论 ， 根 据 这 个 理论 ， 在 引力 场 有 变化 时 将 出 现 类 似 于 电磁 波 
的 引力 波 ， 而 且 也 以 光速 传播 .不 幸 的 是 ， 由 于 上 述 符号 差别 ， 由 引力 波 带 走 的 
能 量 竟 是 负 的 . 这 意味 着 系统 在 辐射 引力 波 时 自身 能 量 增加 ,从 而 辐射 强度 变 大 ， 


外 第 6 章 曾 分 别 以 p 和 /代表 电荷 密度 和 质量 密度 ， 从 本 章 起 电荷 密度 很 少 出 现 ， 我 们 按 多 数 文献 的 习惯 改 
用 Pp 代表 质量 密度 - 
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由 此 又 会 获得 更 多 能 量 . 如 此 循环 ， 必 然 导 致 物理 上 不 可 接受 的 后 果 .， 虽然 可 以 
通过 修改 理论 克服 这 一 困难 ， 但 又 出 现 新 的 困难 .事实 上 ， 狭 义 相对 论 框 架 内 的 
引力 理论 远 非 一 个 ， 但 每 个 理论 都 有 其 自身 问题 .虽然 无 法 绝对 否定 在 狭义 相对 
论 框架 内 建立 满意 的 引力 理论 的 可 能 性 , 爱 因 斯 坦 却 独 辟 蹊 径 , 于 1915 年 成 功 地 
创建 了 革命 化 的 、 独 立 于 狭义 相对 论 的 崭新 引力 理论 一 一 广义 相对 论 . 有 趣 的 是 ， 
后 人 在 克服 狭义 相对 论 框架 内 的 某 种 引力 理论 的 困难 的 努力 中 ， 几 经 修改 后 得 到 
的 竟然 也 是 与 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 完全 一 样 的 理论 ! 

有 两 个 重要 因素 促使 爱 因 斯 坦 创立 广义 相对 论 ， 它 们 是 引力 的 “ 普 适 性 
(universality)” 和 马赫 原理 .我 们 只 介绍 前 者 ， 牛 顿 引力 的 “ 普 适 性 ”包括 两 层 含 
义 : 中 任何 物体 在 引力 场 中 都 受 引力 ( 电 中 性 的 物体 在 静电 场 中 却 不 受 电力 ， 故 电 
力 无 普 适 性 .); @ 引 力 场 中 任何 两 个 物体 ,不论 其 质量 和 组 分 如 何 , 只 要 初始 状态 
(位 置 、 速 度 ) 相 同 ， 而 且 除 引力 外 不 受 力 ， 以 后 每 一 时 刻 的 位 置 和 速度 就 必然 一 
样 .这 一 结论 已 被 许多 越 来 越 精确 的 实验 所 证 实 ， 它 可 以 表述 为 : 任意 两 个 质点 
在 引力 场 中 的 同一 点 有 相同 的 引力 加 速度 .这 虽 是 司空 见 惯 的 结论 ， 但 为 什么 会 
这 样 ? 静电 场 中 的 两 个 点 电荷 就 不 这 样 ， 设 点 电荷 4 的 质量 为 m， 所 在 点 场 强 为 
无 ， 则 它 所 受 电场 力 为 让 = gE ， 它 获得 的 加 速度 为 

da= f/m=(qg/mE. (7-1-1) 
若 在 同一 点 放 人 质量 为 m' 的 另 一 点 电荷 q', 则 其 加 速度 为 =(g'/m)E，a' 与 a 
不 等 ， 除 非 两 者 的 荷 质 比 相 同 。 在 对 引力 做 类 似 讨论 时 ， 不妨 也 把 “ 荷 ” 与 “ 质 ” 
加 以 区 别 . 质点 的 “ 荷 ”是 其 物质 含量 的 量度 ， 决 定 它 在 引力 场 中 怎样 受 力 ， 可 
称 为 引力 质量 , 记 作 ma; 质点 的 “ 质 ” 则 是 其 惯性 的 量度 ， 决 定 它 在 力 的 作用 下 
出 现 怎样 的 加 速度 , 可 称 为 惯性 质量 , 记 作 m [ 即 式 (7-1-1) 中 的 m] , ”仿照 上 述 讨 
论 不 难 导出 质点 在 引力 场 中 的 引力 加 速度 为 a= (ma /四 )8 ,其 中 8 是 该 点 的 引力 
场 强 ， 如 果 不 同 质点 有 不 同 的 引力 荷 质 比 mo / mi， 它们 在 引力 场 中 同一 点 就 不 能 
有 相同 的 引力 加 速度 .然而 无 数 的 、 一 个 比 一 个 精确 的 实验 表明 比值 mo /mr 对 任 
何 质点 都 相同 ， 通 过 调整 引力 常量 G 还 可 使 比值 为 1 而 简写 为 me = mi. 通常 把 这 
一 事实 称 为 等 效 原理 ( 详 见 87.5)， 这 是 一 个 极其 非 同 寻常 的 实验 事实 , 应 该 引起 深 
思 ， 引 力 的 “ 荷 ” 与 “ 质 ” 本 是 两 个 完全 不 同 的 概念 ， 它 们 为 什么 相等 ? 牛顿 引 
力 论 不 能 回答 这 个 问题 . 在 牛顿 引力 论 中 , 这 是 作为 实验 事实 (牛顿 理论 体系 的 一 
个 公理 ) 被 承认 的 .难道 mo = mi 仅 是 一 种 巧合 吗 ?难道 就 没有 更 深刻 的 原因 藏 在 
这 个 事实 的 背后 吗 ? 难道 一 定 不 存在 一 个 更 优美 的 理论 ， 其 中 ma = mi 是 可 用 推 


@ 至 今 一 直 在 用 牛顿 引力 论 讨 论 问 题 . 在 牛顿 引力 论 中 ， 引力 质量 又 分 为 主动 (active) 和 被 动 (passive) 两 种 ， 
前 者 指 物体 作为 引力 场 源 时 的 质量 ,决定 它 产 生 引 力 场 的 强 弱 : 后 者 指 物体 作为 外 引力 场 中 的 试探 质点 的 引力 质 
基 ， 决 定 它 在 给 定 引力 场 中 所 受 引力 的 强 弱 . 正文 的 引力 质量 指 被 动 引力 质量 . 
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理 证 明 的 吗 ? 对 等 效 原理 的 思考 ， 加 上 马赫 原理 的 启发 ， 促 使 爱 因 斯 坦 创立 了 他 
的 广义 相对 论 . 

ma = mi 的 事实 等 价 于 初始 位 置 和 速度 相同 的 、 除 引力 外 不 受 力 的 任何 物体 在 
引力 场 中 都 “ 齐 步 走 ”. 这 种 毫 无 个 性 的 集体 行为 强烈 地 暗示 着 引力 是 整个 时 空 
背景 的 内 豪 性 质 ， 与 其 他 力 有 实质 性 的 差别 。 物 理学 是 研究 物理 客体 运动 (演化 ) 
规律 的 学 问 ， 物 理 客体 好 比 演员 ， 正 如 演员 的 表演 不 能 没有 舞台 一 样 ， 物 理 客体 
的 演化 也 总 是 在 某 种 舞台 (或 背景 ) 上 进行 的 ， 这 个 舞台 (背景 ) 就 是 时 空 在 广义 相 
对 论 创立 前 ， 人 们 默认 相对 论 的 背景 时 空 是 闵 氏 时 空 ， 闵 氏 时 空 是 如 此 简单 ， 以 
至 人 们 往往 不 注意 (忘记 ) 它 的 存在 .引力 场 中 的 “ 齐 步 走 ”现象 引起 了 爱 因 斯 坦 
对 时 空 背景 的 注意 . 假如 你 看 演出 时 发 现 某 个 演员 的 头顶 突然 下 降 了 20cm, 你 会 
认为 他 足下 了 . 然而 , 假如 台 上 所 有 演员 的 头顶 以 及 桌面 、 椅 面 都 同时 下 降 20cm， 
那么 最 大 的 可 能 是 舞台 台面 下 降 所 致 、 类 似 地 ， 在 引力 作用 下 的 “ 齐 步 走 ”现象 
分 明 强烈 地 暗示 着 引力 本 身 是 一 种 纯 时 空 效应 .不 妨 这 样 猜测 ; 引力 可 忽略 时 ， 
时 空 是 平 直 的 ;引力 不 可 忽略 时 (例如 在 必须 考虑 地 球 或 太阳 的 引力 场 时 )， 时 空 
变 得 弯曲 ， 弯 曲 情况 取决 于 产生 引力 场 的 物质 分 布 ， 根 据 这 一 猜测 ， 引 力 非常 不 
同 于 其 他 力 ， 它 特殊 到 这 样 一 个 程度 ， 以 至 在 4 维 语言 中 它 不 再 是 力 而 是 时 空 的 
弯曲 ! 于 是 ， 除 引力 外 不 受 力 的 质点 就 应 称 为 自由 质点 (已 经 自由 到 不 能 再 自由 的 
程度 ) 注意 到 闵 氏 时 空中 自由 质点 的 世界 线 必 为 测 地 线 的 结论 ， 自 然 进 一 步 假定 
弯曲 时 空中 自由 质点 的 世界 线 也 是 (该 时 空 的 ) 测 地 线 ”( 自 由 质点 是 最 简单 的 质 
点 ， 测 地 线 是 最 简单 的 世界 线 ， 自 由 质点 的 世界 线 是 测 地 线 的 这 一 假定 非常 符合 
美学 原则 ,)， 引 力 的 存在 不 表现 为 质点 受到 一 个 称 为 “引力 ”的 4 维 力 , 而 表现 为 
时 空 的 弯曲 ， 它 通过 改变 测 地 线 来 改变 自由 质点 的 运动 方式 ， 以 上 就 是 广义 相对 
论 最 基本 的 假定 ， 根 据 这 一 假定 ， 可 以 把 me = mm 作为 逻辑 结论 来 推出 ，( 现 在 到 
了 关键 的 、 也 可 以 说 是 水 到 渠 成 的 一 步 . ) 设 两 个 自由 质点 有 相同 的 初始 位 置 和 速 
度 , 即 它们 的 世界 线 相交 且 在 交点 处 切 矢 相 等 . 由 于 自由 质点 的 世界 线 为 测 地 线 ， 
而 测 地 线 由 初始 条 件 ( 测 地 线 的 出 发 点 及 在 该 点 的 切 矢 ) 唯 一 决定 (定理 3-3-4)， 这 
两 条 世界 线 必然 重合 ， 翻 译 为 物理 语言 ， 就 是 引力 场 中 两 个 初始 状态 相同 的 自由 
质点 在 以 后 各 时 刻 的 状态 必然 相同 ， 而 这 正 是 mo = mr 的 等 价 表 述 ， 可见， 一 旦 
认识 到 引力 的 实质 是 时 空 的 弯曲 , ma = 四 这 一 长 期 以 来 无 法 解释 的 实验 事实 就 是 
十 分 自然 的 结论 ， 广 义 相 对 论 就 这 样 以 其 特有 的 优雅 方式 首次 把 引力 解释 为 4 维 
时 空 的 几何 效应 (首次 统一 了 引力 与 几何 )， 这 一 成 功 的 关键 在 于 补 上 时 间 这 一 
维 ， 单 赁 3 维 空间 是 无 法 把 引力 解释 为 几何 效应 的 . 

注 1 选读 8-3-1 对 “引力 就 是 时 空 弯曲 ”的 提 法 还 将 给 出 一 个 更 为 具体 细致 


了 忽略 该 质点 的 质量 对 引力 场 的 影响 (类 似 于 电学 中 对 试探 电荷 的 处 理 )- 
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的 阁 述 . 
上 述 讨论 表明 ， 广 义 相对 论 是 独立 于 狭义 相对 论 框 架 的 物理 理论 ， 狭 义 相 对 
论 框架 中 容 不 下 广义 相对 论 ， 容 不 下 引力 . 
用 现代 语言 来 表述 , 广义 相对 论 最 基本 的 假设 可 以 归纳 为 以 下 三 点 (广义 相对 
论 的 基本 假设 在 不 同文 献 中 有 不 同 归 纳 方式 .此 处 只 是 出 于 教学 法 考虑 的 一 种 讲 
法 小 
(a) 3 维 空间 中 的 引力 本 质 上 是 4 维 时 空 的 弯曲 .就 是 说 ， 当 引力 存在 时 ,时 
空 背景 不 再 是 闵 氏 时 空 (R71,s) ， 而 是 某 种 弯曲 时 空 (M，gap)， 其 中 M 是 某 个 4 
维 流 形 ，8go 是 M 上 某 个 非 平 直 的 洛 伦 兹 度 规 场 ， 这 一 假设 大 胆 地 把 物理 上 的 引 
力 认定 为 纯粹 的 时 空 几何 效应 . 据 此 , 除 引 力 外 不 受 力 的 质点 自然 叫做 自由 质点 . 
(b) 自由 质点 的 世界 线 是 它 所 在 的 弯曲 时 空 (4,， gp) 的 测 地 线 ， 在 假设 (a) 的 基 
础 上 ， 假 设 @) 的 提出 是 相当 自然 的 ， 当 引力 不 存在 时 ， 时 空 背 景 是 闵 氏 时 空 
(区 ,6) ， 按 照 86.3， 质 点 的 运动 方程 为 
F*°=Ut0,P’, (7-1-2) 
其 中 9 是 与 闵 氏 度 规 jos 相 适 配 的 导数 算 符 ， 当 引力 存在 时 ， 一 个 自然 的 假设 是 
把 上 式 的 9, 改 为 与 弯曲 度 规 go 相 适 配 的 导数 算 符 V。， 并 认为 自由 质点 所 受 4 力 
为 零 ， 于 是 其 运动 方程 为 
0=U?V,(mU®)=mU?V,U’, (7-1-3) 
可 见 自由 质点 沿 测 地 线 运动 ， 这 一 命题 与 引力 不 存在 时 的 对 应 命题 很 类 似 ， 区 别 
只 在 于 : 引力 不 存在 时 ， 自 由 质点 的 世界 线 是 闵 氏 时 空 的 测 地 线 ; 引力 存在 时 ， 
自由 质点 的 世界 线 是 弯曲 时 空 的 测 地 线 ， 这 正 是 广义 相对 论 独 立 于 狭义 相对 论 的 
一 个 体现 .在 广义 相对 论 中 ， 引 力 不 表 现 为 一 种 4 维 力 出 现 于 运动 方程 (7-1-2) 的 
左边 ， 它 对 质点 运动 的 影响 体现 在 把 时 空 变 得 弯曲 并 要 求 自由 质点 沿 弯曲 了 的 时 
空 的 测 地 线 运动 。 或 者 说 ,引力 的 影响 在 于 把 方程 (7-1-2) 右 边 的 9, 换 成 V, . 
(c) 时 空 的 弯曲 情况 受 物质 分 布 的 影响 ， 其 间 的 关系 由 爱 因 斯 坦 方程 描述 [ 详 
见 人 .7， 该 节 还 说 明 在 承认 爱 因 斯 坦 方程 后 假设 (b) 不 再 是 独立 假设 .]. 
可 以 证 明 ， 当 引力 场 足 够 弱 、 质 点 速度 足够 低 时 ， 广 义 相 对 论 力 学 的 计算 结 
果 与 牛顿 力学 近似 一 致 ， 可 见 牛顿 力学 可 以 看 作 广义 相对 论 力学 的 弱 场 低速 近似 
( 见 7.8.2 小 节 )， 然 而 应 该 说 明 ， 尽 管 计算 结果 近似 一 致 ， 两 者 看 问题 的 观点 却 有 
明显 区 别 . 以 树 上 苹果 落地 为 例 .按照 牛顿 力学 ， 这 是 由 于 苹果 受 地 球 引力 而 获 
得 加 速度 ， 属 于 非 惯 性 运动 .但 是 按照 广义 相对 论 ， 苹 果 不 受 4 维 力 ， 所 以 是 自 
由 质点 ， 地 球 的 效应 在 于 使 时 空 变 得 弯曲 ， 苹 果 的 世界 线 是 这 个 弯曲 时 空中 的 一 
条 测 地 线 ， 其 4 加速 (定义 为 4" =U*VU", 其 中 U" 为 4 速 ，V, 为 与 弯曲 时 空 度 
规 适 配 的 导数 算 符 ) 为 零 . 就 是 说 , 同 是 苹果 落地 的 运动 , 牛顿 理论 认为 它 有 (3 维 ) 
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加 速度 (相对 于 惯性 系 )， 而 广义 相对 论 认为 它 没有 (4 维 ) 加 速度 ， 反 之 ， 设 苹果 静 
止 于 地 面 , 牛顿 理论 认为 苹果 所 受 地 球 引 力 被 地 面 支撑 力 所 抵 消 , 因此 保持 静止， 
其 (3 维 ) 加 速度 为 零 , 处 于 惯性 运动 状态 ; 而 广义 相对 论 认为 苹果 只 受 一 个 4 维 力 
(地 面 的 支撑 力 )， 因 此 其 世界 线 不 是 测 地 线 ， 其 (4 维 ) 加 速度 不 为 零 ， 读 者 是 否 已 
意识 到 ， 当 你 舒适 地 坐 着 阅读 本 书 时 ， 你 在 因 地 球 的 存在 而 弯曲 了 的 时 空中 的 4 
维 加 速度 并 不 为 零 ? 

把 引力 的 实质 归结 为 时 空 弯曲 的 认识 是 人 类 智慧 的 一 个 伟大 胜利 . 黎 曼 在 28 
岁 时 (1854 年 ) 就 提出 了 内 豪 曲 率 的 概念 和 计算 方法 ， 并 在 逝世 (年 仅 40 岁 ) 前 的 一 
段 时间 内 致力 于 寻求 把 电力 和 引力 统一 起 来 的 某 种 理论 ， 这 一 努力 未 获 成 功 的 最 
重要 原因 就 是 他 专注 于 空间 及 其 曲率 而 没有 注意 时 空 及 其 曲率 . 直至 1905 年 狭义 
相对 论 问 世 之 后 ， 时 间 和 空间 才 被 同等 看 待 (实际 上 ， 直 到 1908 年 Minkowski 才 
明确 提出 时 空 这 一 绝对 概念 ， 见 第 14 章 ，); 再 过 几 年 后 ，“ 引 力 的 实质 是 时 空 的 
曲率 ”这 一 划时代 认识 才 伴随 着 爱 因 斯 坦 对 广义 相对 论 的 构思 而 逐渐 建立 起 来 . 


87.2 弯曲 时 空中 的 物理 定律 


广义 相对 论 认为 一 切 物理 现象 不 过 是 物理 客体 在 某 种 弯曲 时 空 背景 (M,， gap) 
上 的 演化 ， 因 此 ， 用 广义 相对 论 的 观点 研究 物理 ， 首 先 就 要 找 出 各 种 物理 客体 在 
给 定 的 弯曲 时 空 背 景 上 的 演化 方程 ， 由 于 实际 生活 和 实验 室 中 的 引力 场 太 弱 ， 广 
义 相对 论 同 牛顿 引力 论 的 区 别 一 般 难以 察觉 ， 想 通过 观察 或 实验 来 归纳 出 弯曲 时 
空中 的 物理 定律 是 没有 希望 的 。 因 此 ， 只 能 根据 某 些 基本 原则 用 假设 的 方法 “ 猜 
出 ”这 些 定律 ,其 正确 性 则 有 待 于 由 它们 推出 的 各 种 结论 的 自治 性 及 其 与 实验 (如 
果 可 能 的 话 ) 结 果 的 一 致 性 来 验证 ， 当 然 ， 这 种 “猜测 ”是 有 相当 根据 的 ， 一 个 重 
要 根据 就 是 广义 协 变性 原理 (principle of general covariance)， 爱 因 斯 坦 在 创立 广义 
相对 论 时 曾 提出 如 下 广义 协 变性 原理 : 物理 定律 的 数学 表达 式 在 任意 坐标 变换 下 
形式 不 变 ， 然 而 ，E.Kretschmann 于 1917 年 发 表 文 章 ， 认 为 广义 协 变性 原理 的 这 
一 表述 对 物理 定律 并 无 约束 力 ， 就 连 牛顿 方程 也 可 通过 非 实质 性 的 改写 而 具有 广 
义 协 变性 [可 参阅 Ohanian(1976)]， 这 一 质疑 引起 有 关 学 者 (包括 爱 因 斯 坦 ) 的 热烈 
讨论 ， 从 而 出 现 关于 广义 协 变性 原理 的 各 种 表述 方式 ， 此 处 介绍 一 种 既 能 抓 住 实 
质 又 便于 应 用 的 如 下 表述 [ 见 Wald(1984)P.57, 68]: 

广义 协 变性 原理 ”只 有 时 空 度 规 及 其 派生 量 才 允 许 以 背景 几何 量 的 身份 出 现 
在 物理 定律 的 表达 式 中 . 

注 1 物理 客体 好 比 演员 , 时 空 几何 好 比 舞台 (背景 ), 给 定 了 某 一 时 空 (M, gs) 
就 给 定 了 舞台 .物理 定律 中 当然 要 出 现代 表 物 理 客体 的 物理 量 (动力 学 量 )， 如 质 
点 的 4 动量 户 和 电磁 场 张 量 Fo 等 ， 但 定律 中 也 应 允许 出 现 反 映 舞台 (背景 ) 的 时 
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空 几何 量 , 这 就 是 时 空 度 规 gos 及 其 派生 量 (例如 与 gw 适 配 的 导数 算 符 V 以 及 Ve 
的 Rue , Rap,R 等 ). 广义 协 变性 原理 的 实质 是 要 在 物理 定律 表达 式 中 排除 一 切 (与 
时 空 内 豪 几 何 无 关 的 ) 人 为 因素 ,例如 某 坐 标 系 的 普通 导数 算 符 0, 或 某 种 人 为 指定 
的 矢量 场 ” ,因为 它们 既 不 是 要 研究 的 物理 客体 ,又 不 是 时 空 背景 M, gap) 的 内 课 
因素 . 允许 某 个 3。 出 现在 物理 定律 中 意味 着 与 3。 相应 的 坐标 系 在 所 有 坐标 系 中 处 
于 与 众 不 同 的 特殊 地 位 ， 这 正 是 广义 协 变性 的 精神 所 不 允许 的 . 

注 2 广义 协 变性 原理 的 上 述 表述 特别 适合 于 用 抽象 指标 的 教材 ， 许 多 不 用 
抽象 指标 的 教材 有 如 下 结论 ， 只 要 物理 规律 能 表 为 张 量 等 式 ， 就 必定 具有 广义 协 
变性 ， 例如 ， 设 了 和 $ 都 是 (1, 1) 型 张 量 ， 则 等 式 T=5 必 广义 协 变 ， 因 为 它 在 任 
意 两 个 坐标 系 {x*} 和 {x*} 的 分 量 式 显然 为 7%, = S 和 T%, = 8% ， 即 分 量 式 在 
任意 坐标 变换 下 形式 不 变 ( 符 合 爱 因 斯 坦 关于 广义 协 变性 的 提 法 )， 反 之 ， 克 氏 符 
Twv 不 服从 张 量 变换 律 ， 含 克 氏 符 的 等 式 不 是 张 量 等 式 ， 所 以 不 具备 广义 协 变 
性 ， 然 而 ， 在 用 抽象 指标 的 教材 中 ， 连 克 氏 符 和 (以 及 坐标 系 的 3。 作用 于 矢量 
场 w 的 结果 3 ) 也 被 视 为 张 量 (坐标 系 依赖 的 张 量 )， 含 六 或 Bu 迪 的 等 式 仍 被 
视 为 张 量 等 式 ， 它 们 之 所 以 没有 广义 协 变性 是 因为 它们 不 满足 本 书 关 于 广义 协 变 
性 的 上 述 表述 ,因为 它们 包含 了 不 是 gw 的 派生 量 的 量 六 w 或 34v* ,从 而 把 5。 
或 9av* 所 涉及 的 那个 坐标 系 摆 在 了 与 众 不 同 的 地 位 ， 总 之 ， 两 类 教材 都 说 含 克 氏 
符 的 等 式 没有 广义 协 变 性 ， 但 理由 不 同 (因为 广义 协 变性 的 表述 不 同 ). 

在 以 上 讨论 的 基础 上 便 可 提出 弯曲 时 空 物理 定律 必须 服从 的 两 个 原则 ，(a) 广 
义 协 变性 原理 ; (b) 在 时 空 度 规 go 等 于 闵 氏 度 规 ws 时 ， 应 能 回 到 狭义 相对 论 的 相 
应 定律 ”这 两 个 必要 性 判 据 虽然 不 能 唯一 决定 弯曲 时 空 的 物理 定律 , 但 以 它们 为 
指导 ， 加 上 物理 和 美学 的 考虑 ， 在 很 多 情况 下 能 够 自然 地 得 出 物理 定律 ， 由 于 广 
义 相 对 论 和 狭义 相对 论 的 差别 无 非 是 背景 时 空 的 差别 [ 即 (M，gaw) 与 (Rn) 的 差 
别 ], 狭 义 相对 论 中 用 4 维 语言 描述 物理 客体 的 做 法 可 以 自然 推广 至 广义 相对 论 . 例 
如 ， 质 点 和 光子 的 世界 线 仍 分 别 是 类 时 和 类 光 曲线 (当然 ， 这 实际 上 已 把 “光速 不 
变 原理 ”和 “质点 必 亚 光速 ”的 实质 内 涵 推广 到 广义 相对 论 ); 质点 的 固有 时 间 仍 
等 于 它 的 世界 线 长 度 ， 质 点 的 4 速 矿 仍 定义 为 其 世界 线 的 单位 切 矢 ，4 动量 仍 定 
义 为 忆 := mU"(m 为 静 质 量 ); 质点 相对 于 瞬时 观 者 ,2Z9) 的 能 量 仍 定义 为 
EE := -P"?Z。， 电 磁场 仍 由 2 形式 场 Ps 描述 ， 等 等 ， 为 了 得 出 这 些 物理 量 服从 的 
定律 ， 在 多 数 情况 下 只 须 把 狭义 相对 论 相应 定律 表达 式 中 的 所 有 ns 和 8。 分 别 换 


外 各 种 教材 对 原则 (a) 的 提 法 一 样 (虽然 对 广义 协 变性 原理 的 表述 有 所 不 同 )， 对 原则 (b) 的 提 法 则 至 少 有 两 种 . 
另 一 种 提 法 是 : (b) 等 效 原理 . 就 导出 物理 定律 的 效果 而 言 ， 两 种 提 法 一 样 . 详 见 § 7.5. 
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为 8w 和 局. 不 妨 把 这 种 做 法 称 为 “最 小 替换 法 则 ”. 易 见 这 样 得 出 的 表达 式 必然 
服从 上 述 两 个 原则 ， 以 下 是 使 用 这 个 法 则 的 一 些 例子 : 弯曲 时 空中 质点 的 4 加速 
应 定义 为 
4:=UewI"， (7-2-1) 
质点 所 受 4 力 应 定义 为 
F° :=U?V, P’. (7-2-2) 
对 于 自由 质点 , F” = 0 (引力 不 是 4 维 力 !), 上 式 成 为 U*V,U* = 0 , 即 测 地 线 方程 ， 
与 广义 相对 论 基本 假设 (b) ( 见 87.1) 一 致 ， 对 于 电磁 场 中 的 质点 ， 其 运动 方程 则 为 
qF",U* =U?V, Po . (7-2-3) 
请 注意 ， 电 磁场 Fu 对 质点 的 影响 体现 在 方程 的 左边 (体现 为 4 力 gF",U*)， 而 引 
力 场 对 质点 的 影响 则 体现 在 方程 的 右边 (体现 在 用 V 而 非 9。 求 导 )， 电 磁场 Fw 的 


运动 方程 (弯曲 时 空 的 麦 氏 方程 ) 应 为 
VF =-4r7y， 07-2.4) 
Va =0. 07-2-5) 
电磁 场 的 能 动 张 量 应 表 为 
= 工 (FRRe -gwFuFad)， (07-2-0) 
4n 4 


此 式 在 弯曲 时 空中 仍 成 立 的 另 一 重要 依据 是 它 满足 ve7.。 = - 瓦 7* [参见 第 6 章 习 
题 18(a)]， 表 明 电磁 场 与 带电 粒子 场 的 总 能 量 、 动 量 和 角 动 量 守恒 ( 见 6.6.4 小 节 
末 )， 读 者 应 能 验证 这 一 等 式 . 

由 于 式 (7-2-5) 可 表 为 dF = 0, 至 少 可 局 域 地 引入 电磁 4 势 4 使 严 =d4 ， 故 式 
(7-2-4) 可 用 4 表 为 

-4r1p =V°(Va hy -Vo As)=V°V, As ~V°V, A,. (7-2-7) 
在 狭义 相对 论 中 ， 上 式 右边 第 二 项 为 -0°3,4。, 可 简单 地 改写 为 -9,0"A，, 再 由 洛 
伦 兹 规范 条 件 0°4, = 0 便 可 使 式 (7-2-7) 在 狭义 相对 论 中 表 为 
0°0。A = 一 4mJ。 [此 即 式 (6-6-31)]. 

然而 现在 V。 与 V。 有 非 对 易 性 ， 要 想 利用 洛 伦 效 条 件 4。 =0 就 要 先 用 式 (3-4-4) 
将 式 (7-2-7) 右 边 第 二 项 改写 为 -Y" 吕 4 = -wVeA -Rhy =- RAs ， 从 而 使 式 
(7-2-7) 成 为 


VV hs ~ RAs =—4nl,. (7-2-8) 
有 趣 的 是 ， 如 果 直 接 从 狭义 相对 论 方程 (6-6-31) 出 发 使 用 最 小 替换 法 则 ， 便 有 
V°V,Ahs =-4r1 ， (7-2-9) 


与 式 (7-2-8) 显 然 不 同 ， 这 个 例子 表明 最 小 替换 法 则 并 非 在 任何 情况 下 都 能 导致 唯 
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一 的 物理 定律 . 遇 到 类 似 情况 就 要 再 加 其 他 考虑 . 以 本 例 而 言 ,可 以 证 明 , 式 (7-2-8) 
能 够 导致 电荷 守恒 律 V,J" = 0( 习 题 1) 而 式 (7-2-9) 不 能 .从 这 一 物理 考虑 出 发 , 我 
们 选择 式 (7-2-8) 作 为 电磁 4 势 4 的 运动 方程 。 本 例 所 具有 的 含糊 性 来 自 导数 算 符 
的 非 对 易 性 ， 凡 含 2 阶 或 高 阶 导数 (两 个 或 多 个 V。 相继 作用 ) 的 公式 在 从 狭义 相对 
论 到 广义 相对 论 的 过 渡 中 都 会 遇 到 这 一 问题 ， 读 者 不 妨 与 以 下 事实 类 比 : 物理 公 
式 在 从 经 典 力 学 向 量子 力学 的 过 渡 中 ， 算 符 的 非 对 易 性 也 是 含糊 性 的 根源 . 
[选读 7-2-1] 

对 无 源 电磁 场 ， 式 (7-2-8) 成 为 

VV Ah -RAs =0. (7-2-8) 

受 6.6.5 小 节 末 (选读 6-6-3 前 ) 的 启发 ， 我 们 讨论 上 式 的、 可 表 为 “ 慢 变 ”振幅 Cp 
和 “ 快 变 ” 相 因子 cos9 之 积 的 电磁 波 解 = Co cosg ， 并 关心 使 用 几何 光学 近似 
的 可 能 性 .方程 (7-2-8) 与 阅 氏 时 空中 相应 方程 00。 A =0 的 区 别 在 于 含有 曲率 项 
Rs As ， 要 使 几何 光学 近似 成 立 还 需 此 项 可 被 忽略 ， 考 虑 如 下 三 个 长 度量 ; 

(D Co 或 K =V“8 刚 能 显 出 变化 的 特征 长 度 下 ; 

(2) 描述 时 空 曲率 的 “大 小 ”的 长 度量 

刺 =[Rswcs 在 某 典 型 局 部 惯性 系 ( 详 见 87.5) 的 典型 分 量 Rs 

(3) hs 相对 于 上 述 局 部 惯性 系 的 波长 4(4=2n/w, w=-Z?K,). 

如 果 三 者 满足 和 << 下 和 4 << 枣 ， 则 Cs 的 导数 项 VoV。C， 和 曲率 项 R,1A, 都 可 
忽略 ， 从 而 近似 有 


2, 


(V°0) V0=0, (7-2-10) 

于 是 KK” 二 V9 仍 为 类 光 超 曲 面 .={peR*10,， 三 C} (C= 常数) 的 类 光 法 和 拓 ，KK? 

的 积分 曲线 仍 为 类 光 测 地 线 (证 明 与 6.6.5 小 节 同 ， 注 意 V。 的 无 挠 性 保证 

Va Vp0=VoVa0.)， 光 信号 仍 沿 类 光 测 地 线 传播 ， 电 磁 波 (光子 ) 相 对 于 4 速 为 Z 

的 观 者 的 角 频 率 仍 为 

四 = 一 KZ“5 (7-2-11) 

等 等 ， 可 见 ， 当 4<< 工 和 X44<< 肌 成 立时 几何 光学 近似 适用 ， 本 书 多 处 (如 9.2.1 小 
节 和 10.2.2 小 节 ) 用 到 这 一 近似 . 

谊 曲 时 空中 几何 光学 近似 的 参考 文献 为 : Wald(1984)P.71; Misner et al.(1973) 


822.5，Straumann(1984)P.100~103. [选读 7-2-1 完 ] 
[选读 7-2-2] 
谊 曲 时 空 的 麦 氏 方程 (7-2-4) 和 (7-2-5) 还 可 用 外 微分 算 符 做 如 下 等 价 表 述 : 
dF =4ry, (7-2-4") 


dF =0， (7-2-5") 
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其 中 是 = Fs 的 对 偶 微分 形式 ( 见 85.6), 仍 是 2 形式 ， 了 是 1 形式 Jo 的 对 偶 3 
形式 、 式 (7-2-5') 与 (7-2-5) 的 等 价 性 由 外 微分 定义 一 望 而 知 ， 但 式 (7-2-4") 与 (7-2-4) 的 等 
价 性 的 证 明 则 略 需 技巧 . 由 定义 知 (dF)jop = dj (Eapcs P12)=3Viy(saveaF“)/2. 因 
为 右边 同 cs 总 缩 并 得 3Eeobeuup(VJFe)12=-3x46.5j7(VJFo)/2=-6VJF9 ， 
所 以 e949(d'F)jop =6VJF 记 .此 式 再 同 Escd 缩 并 得 (dF)scg = cascdVyF 记 .由 定义 
式 Jecu 三 J 人 Boga 不 难看 出 上 式 可 表 为 式 (7-2-4) 当 且 仅 当 式 (7-2-4) 成 立 ， 可 见 式 
(7-2-4") 等 价 于 (7-2-4). 

[选读 7-2-2 完 ] 


87.3 ” 费 米 移动 与 无 自转 观 者 


读 完 $7.1 后 ， 不 少 读者 想 进一步 了 解 等 效 原理 、 爱 因 斯 坦 电梯 、 局 部 惯性 系 

以 及 引力 同 惯性 力 的 关系 等 问题 ， 准 确 理 解 这 些 问题 需要 一 些 基本 概念 ， 本 节 介 
绍 其 中 之 一 ,， 即 无 自转 观 者 的 概念 ( 爱 因 斯 坦 电梯 内 的 观 者 不 但 是 自由 下 落 的 ,而 

且 应 是 无 自转 的 .). 

设想 你 坐 飞机 漫游 世界 .你 胸 前 绑 着 一 根 与 胸部 垂直 的 短 箭 ,箭头 指向 体外 ,你 

从 固有 时 刻 开始 闭 目 养神 ， 至 7 时 睁 眼 ， 短 箭 当 然 仍 与 胸部 垂直 ， 但 它 在 空间 的 
指向 却 可 能 与 7 时 不 同 ， 因 为 飞机 的 运动 非常 任意 ， 如 果 前 后 两 个 指向 不 同 ， 自 然 
说 短 箭 在 时 间 Ar = rz -五 内 “ 转 了 方向 ”， 或 说 它 在 Ar 内 发 生 了 转动 但 是 , 什 
G9 么 叫做 “指向 不 同 ”? 怎样 判断 指向 是 否 相 

Zz. 同 ? 这 其 实 是 在 问 : 什么 叫做 转动 ? 怎样 判 
。 断 是 否 发 生 了 转动 ? 在 牛顿 力学 中 这 个 问题 

Wp, - 有 明确 答案 : 回转 仪 飞轮 的 自转 轴 ( 简 称 “ 回 
转 仪 轴 ”) 代 表 不 变 的 方向 [ 见 Sachs and Wu 

Zz x (1977)P.50, 52]， 如 果 你 手 里 有 一 个 回转 仪 ， 
二 短 箭 在 7 时 与 回转 仪 轴 平 行 而 在 t 时 与 回转 
” 仪 轴 不 平行 , 便 可 肯定 短 箭 在 Az 内 发 生 了 转 
动 . 这 一 无 转动 判 据 可 推广 至 广义 相对 论 , 下 

四 代表 由 轩 人 加， 匀 守 人 淘 。 面包 泽 为 4 维 语言 ， 以 G(9 代 表 你 的 世界 线 ， 
有 空间 转动 则 短 箭 在 二 时 刻 表现 为 点 p= G(t) 的 一 个 
空间 矢量 w'(“ 空 间 ” 一 词 是 指 与 你 在 五 时 刻 

的 4 速 Z" ln 垂直 )， 为 方便 起 见 ， 设 其 长 度 为 1， 随 着 你 的 固有 时 z 的 流逝 ， 短 箭 就 
对 应 于 G(3 线 上 的 一 个 单位 长 的 空间 矢量 场 .类 似 地 ， 以 长 度 为 1 的 矢量 代表 回转 
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仪 轴 的 方向 ， 则 你 手中 的 回转 仪 轴 对 应 于 G(D 上 的 另 一 个 单位 长 的 空间 矢量 场 X. 
刚才 的 3 维 描述 表明 w? 与 到 在 点 证 = G() 重合 而 在 p, = G(zz) 不 重合 ( 见 图 7-0. 由 
于 认定 * 代表 无 转动 方向 ， 故 说 w 在 Ar = m -内 发 生 了 转动 .为 了 在 数学 上 描 
述 世 界线 G(9 上 的 转动 矢量 场 w， 应 先 描述 无 转动 矢量 场 如， 因为 它 是 衡量 w 转 
动情 况 的 标准 ， 作 为 世界 线 G(D 上 的 一 个 无 转动 空间 矢量 场 ， 友 在 数学 上 有 什么 特 
点 ? 一 个 自然 的 猜想 是 : XY 是 G(D 上 的 平移 矢量 场 ， 然 而 除 特殊 情况 外 这 个 猜想 不 
正确 ， 关 键 在 于 由 点 p= G(zi) 的 一 个 空间 矢量 X" 1 决定 的 平移 矢量 场 一 般 不 是 
G(D 上 的 空间 矢量 场 [证 明 : 设 XX¥ 沿 G(9 平 移 , 则 Z*Vs(X“Z)= X“ZeV5Z。 = XA,， 
其 中 Vv。 是 与 时 空 度 规 gs 适 配 的 导数 算 符 ，A" 是 G(9 的 4 加 速 ， 只 要 G(3 不 是 测 地 
线 , 而 且 六 同和 不 正 交 ， 则 上 式 右边 非 零 ， 故 XZs 沿 G(9 不 是 常数 ，XeZ, 不 可 能 
在 G(D 上 处 处 为 零 ]. 为 了 描述 无 转动 空间 矢量 场 关 沿 G(D) 的 移动 性 质 , 费 米 (Fermi， 
于 1922 年 ) 和 沃克 (Walker, 于 1923 年 ) 提 出 物理 上 很 重要 的 、 与 协 变 导 数 有 密切 联系 
而 又 不 同 的 沿 曲线 的 求 导 概念 ， 后 来 称 为 费 米 -沃克 导数 ， 定 义 如 下 ， 

定义 1 设 G(9 是 时 空 (M, gb) 中 的 类 时 线 "(z 为 固有 时 )， 秋 (ke) 代 表 沿 G(D 
的 光滑 (k, 0 型 张 量 场 的 集合 .映射 Dr/dr : 死 (有 一死 ( 有 D 称 为 GCCD 上 的 费 米 
-沃克 导数 算 符 ( 简 称 费 米 导数 算 符 )， 若 它 满足 如 下 条 件 


(a) 具有 线性 性 ; 
(b) 满足 莱 布 尼 欧 律 ; 
(©) 与 缩 并 可 交换 顺序 ; 
四 DY ye,0): 0-3.D 
FT dr 
Dev” _Dw” a a a 
人 @) = 人 4 2 2A) v, Vvre gl,0), (7-3-2) 


其 中 2” =(0/6r)" 代 表 G(D 的 4 速 ，4 =Z*V。Z" 代 表 G(9 的 4 加 速 ，Due/dr 是 
沿 曲线 G(D 的 协 变 导 数 Z"Vsz“ 的 另 一 记号 (其 中 ,满足 V。go。 =0). 


注 1 条 件 (e) 明 确 规定 了 矢量 场 的 费 米 导 数 表达 式 ， 与 其 他 条 件 结合 便 得 
DF/dr 对 任意 张 量 场 的 作用 结果 . 


命题 7-3-1 费 米 导数 有 以 下 性 质 : 

(D 车 G(9 是 测 地 线 ， 则 Du*/drz=Duve/dr; 

(2) DEZ°/dr=0; 

(3) 若 w 是 G(D 上 的 空间 矢量 场 (对 线 上 各 点 wZ。 =0)， 则 


外 我 们 只 讨论 G(9 为 非 自 相交 类 时 线 的 情况 ， 理 则 会 通 到 因果 疑难 ( 见 下 册 第 11 章 ) 事实 上 ， 本 书 中 代表 观 
者 的 类 时 线 通常 都 默认 为 非 自 相交 的 . 
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Dew’/dr =h°, (Dw /dr) ， (7-3-3) 
其 中 hs = 8op +2o26, h”。=g“hs 是 G(D 上 各 点 的 投影 映射 . 性 质 3 保证 空间 矢量 
场 的 费 米 导数 仍 为 空间 矢量 场 . 


(4) Dr8gw/dr=0， 等 价 地 有 
De (gwv "us)/dr = gopv Deu’ /dr + gasu Dev /dr Vv®,u el,0). 
(7-3-4) 

证 明 性质 (1) 由 式 (7-3-2) 显 见 ， 性质 (2) 由 式 (7-3-2) 和 4” 的 定义 易 证 (利用 
4A”Z。 =0)， 性 质 (3) 的 证 明 留 作 习 题 ,性质 (4) 的 证 明 如 下 : 

BapU "Deut /dt + gapu’ Dev" /dr =vs Depu’ /dr +usDev’ /dr 

=Ua(Dues/dr+242Z9 nu,)+u, (Dv /dr +2A'°2. v,) 

=VaDu’ /dr +u,Dv’/dr+ 4A Zu,) =D(vou’)dr=De(gopv "us )/dr, 
其 中 最 末 一 步 用 到 式 (7-3-1). 口 

定义 2 矢量 场 v* 称 为 沿 C(9 费 米 -沃克 移动 的 Fermi-Walker transported), 若 

Dev"/dr =0. 

费 米 -沃克 移动 简称 费 移 . 

注 2 费 米 导数 的 性 质 (0) 表 明 沿 测 地 线 的 费 移 就 是 平移 ; 性 质 (2) 表 明 G(D) 的 
4 速 乙 总 是 沿 G( 费 移 的 ; 由 性 质 (4) 可 知 Dev*/dr=0=Deu*/dr 一 d(8wopei) 
/dr =0 ， 这 可 简 述 为 “ 费 移 保 内 积 ”， 与 “平移 保 内 积 ” 类 似 . 

命题 7-3-2 peG 及 veV, 决 定 唯 一 的 沿 G(D 费 移 的 矢量 场 . 

证 明 略 [可 参阅 Sachs and Wu(1977)P.51 及 其 所 引文 献 ]. 

注 3 Q@ 由 忌 沿 G(D 费 移 及 费 移 保 内 积 可 知 由 空间 矢量 weyV, 决定 的 沿 G(D 
费 移 的 矢量 场 愉 处 处 与 乙 垂 直 ,， 因 而 是 空间 矢量 场 .@ 点 pe G 的 一 个 正 交 归 一 
4 标 架 (其 第 零 基 矢 等 于 Z?" 1 ) 的 每 一 基 矢 依 命题 7-3-2 决 定 一 个 沿 G(3 费 移 的 矢量 
场 ， 且 由 费 移 保 内 积 可 知 这 4 个 矢量 场 在 线 上 每 点 正 交 归 一 ， 可 见 点 的 一 个 正 
交 归 一 4 标 架 决定 了 G( 妇 上 唯一 的 正 交 归 一 费 移 4 标 架 场 ， 其 中 第 零 个 基 矢 场 就 
是 C(a 的 切 矢 场 己 . 

费 移 有 重要 物理 意义 : 世界 线 G(9 上 的 空间 矢量 场 w 无 空间 转动 的 充 要 条 件 
是 w 沿线 费 移 ， 即 Drw” /dr =0( 理 由 详 见 命题 7-3-6)， 因 此 ， 回 转 仪 轴 ( 看 作 单 
位 矢量 ) 是 沿 回转 仪 世界 线 费 移 的 空间 矢量 场 . 例如 , 设 {1, x,y, z} 是 闵 氏 时 空 的 一 
个 洛 伦 兹 系 ，G( 引 是 该 系 的 一 条 1 坐标 线 ， 则 该 系 的 坐标 基 矢 (8/80” ， (3/6x)"， 
(3/87)”，(3/8z) "都 沿 G(B 费 移 ， 可 见 后 三 个 是 G(D 上 的 无 转动 空间 矢量 场 ， 物 
理 上 代表 三 个 回转 仪 的 轴 ( 两 两 正 交 )， 反 之 ， 若 (长 度 不 变 的 ) 空 间 矢量 场 w 沿 世 
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界线 G(D) 做 非 费 移 ， 它 就 是 有 空间 转动 的 . 
为 了 讲述 命题 7-3-6, 先 介绍 空间 转动 的 定义 .在 牛顿 力学 中 ,刚体 的 任意 运 
动 可 分 解 为 平 动 和 转动 . 图 7-2 表示 刚体 从 位 形 Ci 变 为 位 形 C; 的 运动 , 它 可 通过 
两 步 完成 ; 先 平 动 至 位 形 Cs, 青 做 一 个 保持 
某 点 o( 称 为 “基点 ”) 不 动 的 转动 便 到 达 位 形 
CC. 为 描述 这 一 转动 , 可 任 取 刚体 的 另 一 点 ， 
其 位 置 在 转动 中 从 a 变 为 .正如 基点 的 运 
动 代表 刚体 的 平 动 那样 ，a 点 的 运动 (从 a 到 
a ) 代 表 了 刚体 的 转动 以 元 () 代表 点 相 
对 于 。 点 的 位 矢 ， 则 刚体 的 转动 体现 为 
dxD/d:z 0， 从 而 可 用 矢量 的 转动 描述 . 准 \ 
确 地 说 ,起 点 o 不 变 的 矢量 总 (7 称 为 转动 的 ， 图 .2 刚体 运动 可 分 义 中 动 和 转动 
车 存在 矢量 5(0) 使 


dD) /dt = BD x Wt) ， (7-3-5) 
其 中 6(7) 称 为 (1) 的 (瞬时 ) 转 动 角速度 ， 注 意 到 d(W: 动 /di= 2w.dw/dt = 
2w.( 避 x Ww) =0 ,可 知 转动 保 矢量 长 度 ， 从 矢量 转动 的 上 述 定义 出 发 ,利用 牛顿 力 
学 可 以 证 明 回转 仪 轴 (看 作 单位 长 的 矢量 ) 不 转动 ， 即 其 =0 ， 故 回转 仪 轴 代表 无 
转动 方向 . 
为 把 矢量 转动 的 上 述 牛 顿 定义 推广 到 狭义 相对 论 (并 进而 推广 到 广义 相对 
论 )， 先 把 式 (7-3-5) 改 写 为 笛 卡 儿 系 (物理 上 称 为 伽利略 系 ) 的 分 量 形式 
dwi(1Ydt = ei jw , (7-3-5") 
并 想像 基点 o。 处 (矢量 部 的 稍 尾 ) 有 一 观 者 G， 既 然 o。 点 相对 于 惯性 系 静 止 ， 推 广 
到 狭义 相对 论 时 G 的 世界 线 G( 如 就 应 是 测 地 线 ， 芒 则 应 是 线 上 的 空间 矢量 场 ww 
以 {tx} 代表 他 所 在 的 惯性 系 的 坐标 , 则 在 G(D 上 有 += r ， 于 是 就 有 转动 定义 的 
狭义 相对 论 推 广 : 闵 氏 时 空中 类 时 测 地 线 G(D 上 的 空间 矢量 场 w'(9 称 为 转动 的 ， 
若 G(D 上 存在 空间 矢量 场 w"(z) 使 
dwi(rydr =e' jwiw ， (7-3-6) 
其 路 ，w 分 别 是 党 和 在 {i, 式 } 系 的 i, j 分量 对 G(D 上 任 一 点 p， 用 岗 
的 诱导 度 规 hs 把 角速度 矢量 ” 降 指标 为 角速度 1 形式 由 ， 以 2 代表 几 在 有 
中 的 对 偶 微 分 形式 ， 即 2s = (ao)u = wecw( oop 是 与 hos 适 配 的 体 元 )， 则 2 称 
为 角速度 2 形式 ， 用 它 可 把 式 (7-3-6) 改 写 为 
dw'/dr =— {iw). (7-3-7) 
取 线 上 一 个 正 交 归 一 空间 3 标 架 场 {(e,)"} 使 (e3》 平 行 于 wr, 则 w=w?=0， 
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#0 ， 所 以 可 以 说 wr 绕 (ea)* 轴 转 动 . 另 一 方面 ， 由 9 =ofeus 可 知 
{@' =w? =0, wz0} 对 应 于 {人 2 = 人 21=0， 人 30} ， 故 也 可 说 w 在 1~2 面 内 转 
动 (一 般 地 说 , 在 二 面 内 转动 是 指 f2, 的 非 零 分 量 为 (3; 和 人 3;.). 两 种 说 法 对 3 维 空 
间 W 等 价 , 但 后 一 说 法 便于 推广 到 4 维 . 现在 没有 必要 再 限制 在 闵 氏 时 空 测 地 线 
上 空间 矢量 场 的 空间 转动 ， 下 面 给 出 任意 时 空 任意 类 时 线 上 任意 矢量 场 的 “时 空 
转动 ”的 定义 . 

定义 3 设 G(9 是 时 空 (M，g) 中 任 一 观 者 的 世界 线 (不 一 定 是 测 地 线 )， 风 是 
线 上 的 矢量 场 (不 一 定 是 空间 矢量 场 ) 若 G(9 上 存在 2 形式 场 2w 使 
Dv"/dr=- Q%v,, (7-3-8) 
就 说 经 受 以 人 2 为 角速度 的 时 空转 动 .或 者 说 ，v" 的 时 空转 动 角 速度 2 形式 是 
《2b， 若 Dv"1dr=0， 就 说 v" 无 时 空转 动 . 
命题 7-3-3 设 G(D 上 矢量 场 w*,w 经 受 相同 的 时 空转 动 (2p, 则 vw 在 G( 人 D 
上 为 常数 . 


证 明 
DJ > Dv Du 
元 wa) =u, i LA AN 


? 
其 中 最 后 一 步 用 到 人 2 的 反 称 性 . 

命题 7-3-3 表明 时 空转 动 保持 矢量 长 度 ( 取 v = w, 便 可 看 出 ), 可 见 只 有 长 度 沿 
G(D 不 变 的 矢量 场 v* 才 可 能 是 经 受 时 空转 动 的 矢量 场 . 反之 , 可 以 证 明 (习题 ) G( 力 
上 长 度 不 变 ( 且 非 零 ) 的 矢量 场 w* 必 经 受 时 空转 动 . 

注 4” 设 6 满足 式 (7-3-5)，3 维 矢 量 元 满足 元 x 交 =0( 即 存在 系数 1 使 
= Pw), 则 =@+ 抑 也 满足 式 (7-3-5). 这 无 非 反 映 如 下 事实 : 无 论 克 如 何 转动 ， 
总 可 认为 它 在 该 转动 之 上 三 加 一 个 绕 自身 的 任意 转动 = Bw ， 因 为 矢量 “ 绕 自身 
转动 ”就 是 不 转 ， 类 似 地 ， 设 2s 满足 式 (7-3-8)，2 形式 4 满足 ftv, =0， 则 
48% = Go + 4 也 满足 式 (7-3-8)， 这 个 4s 反映 了 人 2,s 的 “规范 自由 性 ”， 即 两 个 
{2w 如 果 只 差 一 个 满足 f*v， =0 的 4 ， 对 wv 而 言 就 没有 实质 区 别 ， 讨 论 时 可 在 
这 些 42s 中 选择 最 方便 的 一 个 ( 详 见 选 读 7-3-1)， 例 如 ， 根 据 定 义 3， 可 以 说 ze 无 
时 空转 动 的 充 要 条 件 是 其 02。=0, 虽然 也 存在 非 零 的 Qu 满足 Dve/dr= 0( 可 见 这 
“ 充 要 条 件 ” 可 差 到 一 个 规范 变换 .本 节 他 处 某 些 “ 充 要 条 件 ” 也 如 此 .) 

因 乙 沿 G(9 费 移 , 故 当 CG(9 不 是 测 地 线 时 DZ“/dr#0 , 即 乙 经 受 时 空转 动 . 下 
面 找 出 己 的 时 空转 动 角速度 . 

命题 7-3-4 G(D 的 4 速 忆 的 时 空转 动 角速度 2 形式 为 信 , = 4 入 Z ,其 中 如 
是 G(D 的 4 加 速 . 
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证 明 -2%Z, = 一 (AZ? 一 2°4?)Z = A =DZ* /dr ， 对 比 式 (7-3-8) 可 知 Z“ 
的 时 空转 动 角 速度 2 形式 为 2 

从 把, = hs 人 Zs 可 知名。 代表 的 时 空转 动 
发 生 在 忆 ~A" 面 内 ,， 它 在 以 忆 为 (eoj 的 正 交 归 
一 4 标 架 的 空间 分 量 纺 =0. 这 样 的 时 空转 动 称 
为 伪 转 动 [pseudo-rotation， 见 Misner et al.(1973) 
P.170.]. 反之 ,只 有 空间 分 量 ( 即 (8; =0， 
i=1 2, 3) 的 时 空转 动 (2, 称 为 ( 纯 ) 空 间 转 动 ， 
在 不 会 混淆 时 简称 转动 . 

由 纪 = 入 入 轧 可 知 4 加 速 4 =0[G(D 偏 
离 测 地 线 ] 是 ZZ 经 受 伪 转 动 的 根本 原因 ( 充 要 条 
件 )， 对 此 可 借 图 7-3 做 一 直观 解释 ， 根 据 定理 


3-2-4， 由 A* = ZeV5Z“ 知 图 7-3 人 转动 起 因 ，G(D 的 非 测 地 性 
iT 使 4 速 怀 在 从 到 4 的 过 渡 中 被 迫 在 
A l= lim 7 (2 1, -2°1,), ZA* 面 内 “转向 ” 


其 中 2*1, 是 Zl, 沿 G(9 平 移 至 p 点 的 结果 .由 图 7-3 可 直观 地 看 出 ，Q@ G(D) 对 
测 地 线 的 偏离 使 其 切 矢 忌 在 从 一 点 p 到 邻 点 的 过 渡 中 被 迫 “ 转 向 ”( 伪 转动 ); 
@ 这 一 伪 转动 的 确 发 生 在 2 ~ A" 面 内 

由 于 G(D 上 任 一 空间 矢量 场 w 与 Z 正 交 , ZZ 经 受 伪 转 动人 j, 迫 使 w 也 经 受 
这 样 一 个 伪 转 动 ， 下 面 证 明 ，w' 的 时 空转 动 扣除 这 一 必 不 可 免 的 伪 转 动 后 必然 是 
纯 空间 转动 

命题 7-3-5 设 公 ,是 G(D 的 4 速 乙 所 经 受 的 伪 转 动 ，Q2s 是 G(D 上 的 空间 矢 
量 场 w (#0) 所 经 受 的 时 空转 动 , 则 信 , = 3- 包 ， 是 纯 空 间 转 动 (可 以 差 到 一 个 规 
范 变换 ) 

证 明 见 选读 7-3-1. 

命题 7-3-6 ” 观 者 世界 线 G( 四 上 的 空间 矢量 场 w 无 空间 转动 的 充 要 条 件 是 它 
沿 CG(D 费 移 ， 即 Drw /dr=0. 

证 明 由 纺 =Qo 一 久 及 Dw1dr=-Ooew 可 得 


-~AOPw, =(Dw’ /dr) + (Pw, . (7-3-9) 
注意 到 人 w= A?2* - Z“4* ， 上 式 又 可 表 为 
Dew’ /dr= 一 人 oow . (7-3-10) 


因为 @, 代 表 wr 的 空间 转动 ， 所 以 G(D 上 的 空间 矢量 场 w 无 空间 转动 的 充 要 条 
件 就 是 Dew* /dr=0. 口 
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反之 , 设 wr 有 空间 转动 ， 以 @, 代 表 侣 ,的 对 侦 形 式 (在 pe G 的 3 维 空间 W。 
内 谈 对 偶 )， 即 


,= Ec» (7-3-11) 
便 可 把 式 (7-3-10) 改 写 为 
Dew’ /dr=—e’, We, (7-3-12) 
或 者 ， 令 supca 代表 与 gap 适 配 的 体 元 ， 利 用 epcy = ZEopca 还 可 改写 为 
BapDEWw /dr = EapedZ°W 0’, (7-3-12') 


由 式 (7-3-11) 定 义 的 w 称 为 空间 矢量 场 w 的 空间 转动 角速度 (简称 角速度 )， 就 是 
说 ， 非 费 移 的 空间 矢量 场 w 可 用 非 零 的 空间 转动 角速度 "描述. 

设 {(e)?) 是 G(D 上 的 一 个 正 交 归 一 的 空间 3 标 架 场 .由 于 任意 二 基 矢 正 交 ， 
它们 有 “刚性 联系 ”， 可 以 预期 这 3 个 基 矢 有 共同 的 时 空转 动 角速度 Qu， 从 而 有 
共同 的 空间 转动 角速度 名 ， 请 看 如 下 命题 : 

命题 7.3-7”G(D 上 任 一 正 交 归 一 的 空间 3 标 架 场 {(e)*] 中 的 3 个 基 矢 场 有 共 
同 的 空间 转动 角速度 各。( 不 再 有 规范 自由 性 ). 

证 明 见 选读 7-3-1. 

注 5 QD 这 个 共同 的 名 ,就 称 为 该 3 标 架 场 的 空间 转动 角速度 2 形式 , 其 相应 
的 wo ( 即 满足 入。 = wa 的 wr) 称 为 该 3 标 架 场 的 空间 转动 角速度 矢量 ，@ 可 能 
会 间 : 设 (a)” ，(ejj” 绕 (ea)” 以 角速度 wr [平行 于 (es)9] 转 动 ， 则 (ey)* 不 转 ， 故 角 束 
度 为 零 ， 怎 能 说 三 者 有 相同 角速度 ? 答案 是 : 利用 “规范 自由 性 ”( 见 注 4), 可 以 
说 (ea 的 角速度 也 是 o ( 绕 自己 转 就 是 不 转 )， 所 以 没有 矛盾 ， 由 此 也 可 看 出 命题 
7-3-7 的 证 明 是 要 利用 规范 自由 性 的 有 一 点 应 该 强调 : 当 发 现 空间 3 标 架 场 中 的 
一 个 基 矢 [如 (e3)] 不 沿线 转动 时 ,不 能 根据 命题 7-3-7 断言 其 他 两 个 基 矢 也 不 转动 ， 
因为 它们 可 以 绕 (e3)* 转 . 

注 6 ”以 上 讨论 表明 一 个 观 者 由 两 个 要 素 决定 : @D 世 界线 G(D; @ 线 上 的 一 
个 正 交 归 一 4 标 架 场 [满足 (eo)* = Z*]， 在 若干 情况 下 要 素 @ 不 起 作用 ， 谈 及 观 者 
时 只 须 明确 他 的 世界 线 G(D9， 因 此 有 些 文献 把 观 者 等 同 于 世界 线 [例如 Sachs and 
Wu(1977)P.41 说 (实质 内 容 而 非 原 话 ): 一 个 观 者 是 一 条 有 单位 切 矢 的 指向 未 来 的 
类 时 曲线 .]. 然而 在 许多 情况 下 两 个 要 素 同时 起 作用 , 在 这 些 情况 下 应 把 观 者 理解 
为 带 有 确定 正 交 归 一 4 标 架 场 [其 中 (eo 等 于 4 速 ] 的 一 条 世界 线 G(D， 该 世界 线 
描写 观 者 (作为 质点 ) 的 轨道 运动 ， 而 3 标 架 场 的 空间 转动 角速度 on 则 描写 观 者 自 
身 的 转动 (简称 观 者 的 自转 )， 正 如 86.3 之 未 所 讲 过 的 ， 闵 氏 时 空 的 惯性 观 者 是 指 
世界 线 为 测 地 线 (4 加 速 4* = 0 ) 的 无 自转 (3 标 架 转动 角速度 w" =0) 观 者 ， 这 是 一 
类 最 简单 的 观 者 . 类 似 地 ,弯曲 时 空 的 自由 下 沙 (4* = 0) 无 自转 (or = 0) 观 者 也 是 
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一 类 最 简单 的 观 者 ,他 们 对 理解 等 效 原 理 和 局 部 惯性 系 有 重要 作用 ( 详 见 87.5)， 认 
清 观 者 的 两 大 要 素 则 对 分 清 惯 性 力 和 科 氏 力 大 有 帮助 ( 详 见 $7.4). 
[选读 7-3- 了 ] 

为 了 证 明 命 题 7-3-5 和 7-3-7， 有 必要 对 42w 的 规范 自由 性 进一步 做 定量 讨 
论 . 设 G(D 上 的 空间 失 量 场 w 的 时 空转 动 角速度 为 (25， 即 

Dw’/dr=— Pw,, (7-3-13) 
选 C(D 上 的 正 交 归 一 4 标 架 场 使 (co)” =Z” ，(e1)* =Qaw? (其 中 为 归 一 化 系数 )， 
则 人 3 三 34。 + 4s 满足 式 (7-3-13) 的 充 要 条 件 是 他 (e!), =0， 由 此 得 
0= 他 (人 eD = 人 e)(e)*(eDs = Mes) = Me + Ri(es) + fil(es)’, 

故人 入 1 = 和 b= 和 41=0. 由 于 /人 (e'), =0 是 对 A 的 唯一 限制 ，As 的 其 他 3 个 分 量 
各 ，A3， 人 ;不 受 任何 约束 ， 所 以 弘 。 ， 人 8%s ， 人 33 可 任意 选择 ， 这 就 是 Ww 的 时 
空转 动 角速度 (246 的 规范 自由 性 . 

命题 7-3-5 证 明 选 正 交 归 一 4 标 架 场 使 (e0)? =Z? ， (ea) = aw (ac 为 归 一 化 
系数 )， 由 


D DZ Dw 志 
0= 二 (人 Wa) = wa oe +2 7 WZ, ZW, = (0 — 2 )Zw, 


=(2 — 1%)(e"),(e),a! =(0" — a! 
得 020 so, 利用 og 的 规范 自由 性 可 使 Qm = 人 2? 及 J2H= 人 ,注意 到 
4 =0， 便 知人 3 三 69 一 售 ， = 妇 (e'),(e1), 是 纯 空间 转动 . 
命题 7-3-7 证 明 以 ( 信 )。s 代 表 (ej)* 的 空间 转动 角 加 度 2 形式 ， 由 
0=D[(e) (e,)al/dr =Dl(e)’(e3), /dr =D[(e,)’(e),]/dr 


可 知 
WO DB), WDD OP) 


(7-3-14) 
利用 ( 纹 ) 的 自由 性 可 令 它 等 于 (全 )”， 从 而 使 上 式 (b) 发 展 为 (名)3=( 人 3 


=( 仿 )3. 类 似 有 (全 站 =( 信 ?=( 仿 癌 和 ( 仿 记 =( 仿 =( 护 癌 ， 故 ( 仿 )*= 
(他 )”=( 扣 ) 久 ,请 读者 证 明 信 ， 不 再 有 规范 自由 性 . 


[选读 7-3-1 完 ] 
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87.4 任意 观 者 的 固有 坐标 系 


观 者 的 4 标 架 只 在 观 者 世界 线 上 有 定义 ， 若 要 记录 发 生 在 世界 线 附近 的 事件 
(实验 结果 )， 就 要 设法 把 这 标 架 向 外 延伸 并 形成 一 个 坐标 系 ， 我 们 当然 希望 此 系 
的 坐标 基底 在 世界 线 上 与 该 观 者 的 4 标 架 重合 ， 本 节 介绍 一 个 满足 这 一 要 求 的 、 
十 分 方便 的 坐标 系 ， 叫 做 观 者 的 固有 (propenD) 坐 标 系 ， 它 由 该 观 者 的 两 个 要 素 一 
世界 线 G(9 及 线 上 的 正 交 归 一 4 标 架 场 决 定 ， 由 于 我 们 讨论 一 般 观 者 ， 所 以 G(D 
不 一 定 是 测 地 线 ， 它 可 以 有 任意 的 4 加 速生 (加 ^ 代表 观 者 的 4 加 速 ， 以 区 别 于 
被 观测 质点 的 4 加 速 4. ); 线 上 的 正 交 归 一 空间 3 标 架 场 {lej?j} 也 不 一 定 沿 G(D 
费 移 ， 它 可 以 有 任意 的 转动 角速度 o? . 当然 we 和 各 都 是 G(D 上 的 空间 矢量 场 ， 
即 o*Z。=0 和 AZ。=0. 设 ps) 是 从 G(D 上 任 一 点 p 发 出 、 在 p 点 与 G(D 正 交 的 

任 一 类 空 测 地 线 ， 其 中 s 是 等 于 线 长 的 那个 仿 射 参数 ， 即 

on 7 = (3/85)? 为 单位 切 和 撩 . 令 4 为 G(9 附 近 一 点 ， 则 总 有 唯 

一 的 上 述 类 空 测 地 线 ws) 经 过 4 [ 见 图 7-4. 若 9 离 G(a 很 
远 ， 则 可 能 有 不 止 一 条 上 述 测 地 线 经 过 ， 也 可 能 没有 这 样 
的 测 地 线 经 过 . 好 在 观 者 G 只 关心 与 自己 靠近 的 事件 . ]. 设 
经 过 4 的 那 条 类 空 测 地 线 J(s) 发 自 G 上 的 p 点 且 p= MAO) ， 
ye 我 们 要 用 这 条 测 地 线 给 9 点 定义 4 个 坐标 ( 称 为 固有 坐标 )!， 

G 的 图 有 坐标 。。*， 下 ， x. 设 Vp 为 p 点 的 切 空间 ，W, 为 Vp 中 与 2°1, 正 交 

的 3 维 子 空间 , 则 T°1,eW,. 把 7°1, 简 记 为 w, 其 在 (e,) 
的 分 量 记 作 w ， 则 4 点 的 4 个 固有 坐标 定义 为 
1(q) := rp， x(9) := sow 1=12,3， (7-4-1) 
其 中 7 是 p( 作 为 G 上 一 点 ) 的 固有 时 , ss 是 1(s) 在 gq 点 的 参数 值 , 亦 即 J(s) 的 pq 
段 的 线 长 .只 要 4 点 在 G() 附 近 ， 就 可 用 式 (7-4-) 定 义 坐 标 ， 于 是 得 到 观 者 G 的 
固有 坐标 系 {b x} ,其 坐标 域 是 G(3 (或 其 一 段 ) 的 一 个 开 邻 域 . 作为 最 简单 的 例子 ， 
我 们 指出 4 维 闵 氏 时 空中 任 一 洛 伦 兹 坐标 系 都 可 看 作 以 该 系 的 必 坐 标 线 为 世界 线 
的 惯性 观 者 的 固有 坐标 系 (请 注意 ， “惯性 ”一 词 已 要 求 其 3 标 架 沿线 费 移 ， 此 处 
即 平移 . ). 

命题 7-4-1 固有 坐标 系 在 任 一 点 Ps G(z) 的 坐标 基 矢 与 观 者 G(D) 的 正 交 归 
一 4 标 架 一 致 ， 因 而 度 规 go |, 在 固有 坐标 系 的 分 量 gwv 1,=7,. 

证 明 以 (e)" 代 表 p 点 的 正 交 归 一 4 标 架 的 第 1 基 矢 , 把 它 看 作 某 一 w", 由 
它 决定 的 类 空 测 地 线 4(s) 上 各 点 4 的 固有 坐标 满足 x* = 民 =0，+=r, ， 因 此 是 
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一 条 寻 坐标 线 ， 对 此 线 而 言 ， 如 (9) = %Wl 中 的 w' = 1， 故 线 上 各 点 有 x =s， 于 
是 坐标 基 矢 (6/9x')"1,=(9/0s)"1,=w =(e)” . 同 理 有 (3a/axr)"=(e)* ， 
(6/9x?)*1,=(e3)". 此 外 ， 不 难看 出 G(D 就 是 固有 坐标 + 的 坐标 线 ， 而 且 在 此 线 上 
1=T， 故 2”1,=(0/01)"1, .这 表明 p 点 的 固有 坐标 基 矢 {(0/0x*)"} 重合 于 p 点 的 
正 交 归 一 4 标 架 {Z” 1,，(e;)” 1,} ， 因 此 go 1, 在 固有 坐标 系 的 分 量 guv l= 7 


口 
8u lp=mw 是 固有 坐标 系 的 一 大 优点 .当然 ， 这 一 简单 结果 对 G(9 外 的 点 未 
必 成 立 . 
固有 坐标 系 有 很 多 用 处 ， 例 如 可 借 它 定义 质点 的 3 速 和 3 加 速 . 
定义 1 设 {1,x} 是 观 者 G 的 固有 坐标 系 ， 质 点 的 世界 线 (至 少 一 段 DD) 位 于 G 
的 固有 坐标 域内 , 则 工 在 点 Ps 工 相对 于 观 者 G 的 3 速 四 和 3 加速 a 依次 定义 为 
we:= [dx(D)/di] (3/8x)? ， (7-4-2) 
a® := [d2xi(1)/dt?] (0/0x')’ ， (7-4-3) 
其 中 x'(n) 是 工 在 固有 坐标 系 中 以 1 为 参数 的 参数 式 . 
注 1 车 p 是 L 与 G 线 的 交点 ， 则 仿照 式 (6-3-28), 工 在 p 点 的 3 速 又 可 定义 
为 
ua := h%U?/y, (7-4-4) 
其 中 达 为 工 的 4 速 ,y= -ZeU。 ,hs = gap +Z,Z， js = gh. 下面 证 明 式 (7-4-4) 
同 式 (7-4-2) 等 价 ， 设 是 质点 工 的 固有 时 ， 则 质点 在 p 点 的 4 速 U" = (3/8rz)" 可 
用 固有 坐标 基 展 开 为 
U® =(0/0r) dt/dr, +(3/3x0)*dxiydry ， 
上 式 中 的 (9/91)" 就 是 五 , 其 空间 投影 为 零 ; (8/3x)* 与 己 正 交 , 其 投影 等 于 自身 ， 
故 
he,U? =(0/0x') dxi/drt,. (7-4-5) 
借 固有 坐标 系 又 可 求 得 y =-Z“U, 的 另 一 表达 式 : 
7=- ga2°U" ,=— gw2*U" |,=— 7 (0/0) UY 下 
=— No(0/0) U1, =U" 1,=dt/dr, 1, , (7-4-6) 
其 中 第 三 步 用 到 命题 7-4-1. 由 式 (7-4-5)、(7-4-6) 得 hr,U*/1y = (8/9x')*dxi/dt ,可 见 
式 (7-4-4) 和 (7-4-2) 等 价 . 
上 面 定义 的 3 加 速 有 助 于 加 深 对 牛顿 力学 的 惯性 力 和 科 氏 力 (及 其 在 闵 氏 时 空 
和 弯曲 时 空 的 推广 ) 的 理解 .根据 牛顿 力学 , 非 惯 性 观 者 G 在 观测 质点 运动 时 ,和 牛 
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顿 第 二 律 并 不 成 立 ， 为 了 形式 地 保持 这 一 定律 ， 人 们 引入 假想 力 (fictitious force) 
的 概念 . 设 G 相对 于 某 惯性 系 的 3 加 速 为 印加 ^ 代 表 观 者 的 3 加 速 , 以 区 别 于 被 
观测 质点 的 3 加 速 互 . )， 在 他 观测 时 ， 若 认为 任 一 被 观测 质点 L 都 受到 一 个 假想 
的 惯性 力 -mi (其 中 m 为 该 质点 的 质量 ), 则 考虑 惯性 力 -ma 后 自由 质点 的 运动 方 
程 为 -mi = ma ， 因 而 二 相对 于 G 的 3 加 速 为 互 = - 计 . 这 可 称 为 工 相对 于 G 的 惯 
性 加 速度 , 乘 以 m 就 是 惯性 力 (约定 观 者 与 被 观测 质点 的 世界 线 有 交 , 观 者 在 交点 
处 观测 . )， 当 G 还 有 转动 时 ， 为 使 牛顿 第 二 定律 形式 成 立 所 必须 引进 的 假想 力 除 
惯性 力 外 还 有 科 氏 力 ， 但 “ 观 者 有 转动 ”一 词 有 时 会 引起 混淆， 有 必要 做 细致 一 
些 的 讨论 ， 考 虑 一 个 绕 自身 轴 转 动 的 刚性 大 圆 盘 ， 盘 边 放 有 转椅 ， 底 座 固定 在 盘 
上 (但 椅子 可 绕 固 定 在 底座 上 的 转轴 旋转 )， 转 椅 中 的 观 者 将 由 于 盘 的 转动 而 做 贺 
周 运 动 (世界 线 是 螺旋 线 )， 这 是 轨道 运动 的 特例 ， 此 外 ， 观 者 当然 还 可 以 利用 转 
椅 做 自身 的 转动 (与 世界 线形 状 无 关 , 由 观 者 固 联 的 正 交 归 一 标 架 沿 世 界线 的 移动 
情况 描述 ，)， 观 者 既然 已 被 视 为 质点 ， 而 质点 的 运动 不 能 像 刚 体 那样 分 为 转动 和 
平 动 ， “转盘 观 者 的 轨道 运动 是 圆周 运动 ”其 实 就 是 最 确切 的 提 法 ， 然 而 日 常生 
活 中 常 把 质点 的 圆周 运动 也 称 为 转动 ， 这 就 易 与 标 架 的 转动 混淆 ， 偏 偏 分 清 轨道 
运动 和 标 架 转动 又 是 分 清 惯性 力 和 科 氏 力 的 关键 ， 因 此 我 们 把 观 者 因 圆 盘 转 动 所 
造成 的 圆周 运动 (轨道 运动 的 特例 ) 同 观 者 利用 转椅 实现 的 标 架 转动 分 别称 为 公转 
和 自转 ， 这 同 把 地 球 绕 日 的 圆周 运动 (这 时 地 球 视 为 质点 ) 称 为 公转 而 把 地 球 (这 时 
视 为 刚体 ) 绕 地 轴 的 转动 称 为 自转 的 做 法 有 些 类 似 ， 当 然 ， 在 观 者 的 世界 线 不 是 螺 
旋 线 时 ， 公 转 一 词 就 远 不 如 轨道 运动 一 词 贴切 ， 下 面 将 看 到 ， 惯 性 力 和 科 氏 力 分 
别 起 源 于 观 者 的 轨道 运动 和 自转 ， 现 在 以 任意 时 空 为 背景 做 定量 讨论 ， 其 中 对 闵 
氏 时 空 所 得 结论 在 低速 近似 下 同 牛顿 力学 一 致 ， 为 简单 起 见 ， 只 讨论 任意 观 者 G 
对 自由 质点 工 的 观测 .虽然 工 为 自由 质点 ， 但 观 者 G 的 任意 性 (包括 世界 线 的 非 
测 地 性 和 正 交 归 一 空间 3 标 架 的 非 费 移 性 ) 使 他 测 得 二 有 惯性 加 速度 和 科 氏 加 速度 
[在 牛顿 力学 中 惯性 ( 科 氏 ) 力 等 于 惯性 ( 科 氏 ) 加 速度 乘 以 三 的 质量 ], 请 看 如 下 命题. 

命题 7-4-2 设 观 者 G 的 4 加 速 为 h* ， 自 转角 速度 ( 即 其 标 架 转动 的 角速度 ) 
为 ， 被 观测 的 自由 质点 Lj G 的 世界 线 交 于 p 点 , 工 在 p 点 相对 于 G 的 3 速 
为 w*， 则 工 在 p 点 相对 于 G 的 3 加 速 为 

a = (dixi/dr?) (ei)’ =—A® -2e°,. wu +2(Asus) u?, (7-4-7) 

其 中 (ey 是 观 者 在 p 点 的 正 交 归 一 空间 3 标 架 ，&we =Z ez， Zi 是 G 在 p 点 的 
4 速 ，euscs 是 与 时 空 度 规 gu 相 适 配 的 体 元 . 

证 明 见 选读 7-4-1. 

下 面 对 式 (7-4-7) 右 边 各 项 的 物理 意义 做 一 讨论 ， 若 G 为 自 ss 
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(对 闵 氏 时 空 就 是 惯性 观 者 )， 即 人 2 =0 ，ow?* =0 ， 则 由 式 (7-4-7) 可 知 工 对 G 的 3 
加 速 a = 0. 以 闵 氏 时 空 为 例 ， 这 无 非 表 明 两 个 惯性 运动 质点 之 间 只 有 相对 速度 而 
无 相对 加 速度 这 一 简单 事实 . 反之 , 若 G 不 是 自由 下 落 无 自转 观 者 ， 则 有 以 下 三 
种 可 能 : 
(a) G 的 世界 线 不 是 测 地 线 ( A* 0), 但 仍 是 无 自转 观 者 (os =0， 即 其 标 架 场 
沿 世界 线 费 移 .)， 式 (7-4-7) 此 时 成 为 
a® =—A® +2(Aus)u®. (7-4-8) 
以 4 和 uw 分 别 代表 空间 矢量 各 和 w 的 长 度 , 9 代 
表 两 者 的 夹 角 ， 则 上 式 右边 第 二 项 的 长 度 为 
24Au?cos9<2Au?，, 故 在 非 相对 论 近似 w<<1 下 第 
二 项 可 忽略 ， 对 闵 氏 时 空 ， 设 Gt 是 G 在 p 点 瞬时 
静止 的 惯性 观 者 ( 见 图 7-5)，6" 是 G 相对 于 Gr 的 3 
加 速 ， 则 由 命题 6-3-6 可 知 6 = 4 . 因为 -6e 在 牛 
顿 力 学 中 正 是 非 惯性 观 者 G 观测 质点 运动 时 所 应 
添补 的 惯性 加 速度 ， 所 以 式 (7-4-8) 右 边 第 一 项 -A” 图 75 G 相对 于 朋 时 静止 惯性 观 
可 解释 为 惯性 加 速度 , 第 二 项 则 为 对 惯性 加 速度 的 。 者 Gi 的 3 加 速 站 等 于 G 自己 
相对 论 修正 项 (在 牛顿 近似 u <<1 下 为 零 )， 对 弯曲 的 4 加 速 A? 
时 空 ,可 以 证 明 ,( 留 作 习题 ,要 用 到 引 理 7-4-3. ) 只 
要 把 Gl 理解 为 G 在 p 点 相对 静止 的 自由 下 落 观 者 ， 则 仍 有 6° = he(ie 是 G 相对 
于 G1 的 3 加 速 ), 故 式 (7-4-8) 右 边 第 一 、 二 项 仍 可 分 别 解 释 为 惯性 加 速度 及 对 它 的 
修正 项 ， 总之, 惯性 加 速度 是 由 观 者 G 的 4 加 速 4 (取决 于 其 轨道 运动 ) 导 致 的 . 
(b) G 的 世界 线 是 测 地 线 ( A =0), 但 G 有 自转 (os #*0)， 例 如 固 结 于 自由 下 
落 飞 船 地 板 上 的 转椅 中 转动 着 的 观 者 ， 这 时 式 (7-4-7) 成 为 
qa" =-28",. Pu = 2 元 x 历 . (7-4-9) 
自由 质点 世相 对 于 观 者 G 的 这 一 3 加 速 完 全 来 自 观 者 的 自转 (os *0)， 上 式 右 边 
与 牛顿 力学 的 科 氏 加 速度 表达 式 一 样 ， 故 在 弯曲 时 空中 也 称 为 科 氏 加 速度 ， 这 清 
楚 地 表明 惯性 加 速度 和 科 氏 加 速度 的 区 别 : 前 者 源 于 观 者 的 非 测 地 运动 ;后 者 来 
自 观 者 的 自转 ， 在 转盘 的 情况 下 ， 不 少 力学 教材 默认 转盘 观 者 由 于 公转 而 必 有 相 
应 的 自转 ， 并 把 科 氏 力 归 因 于 观 者 的 公转 ， 其 实 转盘 观 者 的 自转 和 公转 原则 上 是 
独立 的 . 设 观 者 手 执 回转 仪 坐 在 底座 固 结 于 盘 边 的 转椅 中 ， 就 可 适当 调节 (“转动 ”) 
转椅 使 自己 永远 面向 回转 仪 轴 所 指 方向 ， 于 是 在 随 盘 公转 的 同时 是 无 自转 的 ， 他 
观测 质点 时 将 只 有 惯性 加 速度 而 无 科 氏 加 速度 ! 
(@) G 的 世界 线 为 非 测 地 线 ( A* 0) 和 且 有 自转 (wr 0)， 他 观测 自由 质点 时 将 
既 有 惯性 加 速度 又 有 科 氏 加 速度 . 
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许多 作者 把 科 氏 力也 作为 惯性 力 的 一 种 ， 这 无 非 是 名 称 问 题 ， 并 无 不 可 . 不 
过 , 为 了 突出 观 者 轨道 运动 和 自转 运动 的 区 别 , 笔者 更 偏爱 另 一 些 作者 [如 Misner 
et al.(1973)] 所 用 的 名 称 ， 即 把 观 者 因 轨 道 运 动 和 自转 引起 的 假想 力 分 别 叫 做 惯性 
力 和 科 氏 力 . 
[选读 7-4-1] 

为 证 明 命题 7-4-2， 先 证 明 以 下 引 理 . 

引 理 7-4-3 ”时空 度 规 gob 在 G(D) 的 固有 坐标 系 的 克 氏 符 在 G( 丰 上 取 如 下 简单 
形式 : 

Tow=T%y=0, Tow=Foo=ro=A， 
Toj=Tio=-okteou， 0=0,1,2,3; i, j,k=1,2,3. 

其 中 A 和 wr 分 别 是 观 者 G 的 4 加 速 和 空间 转动 角 过 度 , sowy 是 与 8os 适 配 的 体 元 


在 国有 坐标 系 的 分 量 . 
证 明 因为 观 者 G 的 正 交 归 一 3 标 架 {(eij)"} 以 角 过 度 os 做 空间 转动 ， 由 87.3 


(7-4-10) 


知 
(@o)vVole) =D(es) /dr=-Q*Pe)s, p=0,1,2,3, (7-4-11) 
其 中 
os = A 人 Zo + Fob. (7-4-12) 
由 式 (5-7-2) 知 克 氏 符 满足 下 式 : 
(0/0x" ) Vi, (0/0x*)® = T°,, (0/Ox°) , (7-4-13) 


其 中 {(60/0x*)*} 是 克 氏 符 T”,, 所 在 坐标 系 的 坐标 基 . 现在 涉及 的 是 G( 杂 的 国有 坐 
标 系 ， 而 固有 坐标 基 在 G( 丰 上 与 正 交 归 一 标 架 一 致 ， 故 式 (7-4-13) 在 G(D 上 又 可 表 
为 
(eo Voles) =T° oer)”, (7-4-14) 
对 比 式 (7-4-11) 和 (7-4-14) 得 To(es)” = 一 2 (es)* = 929,(es)”， 因 此 
六 mo=-2 ov， o, 4=0, 1, 2, 3. 
把 式 (7-4-12) 改 写 为 分 量 形式 ， 则 上 式 成 为 
Tuo=- (AZ, -2°A, +2a0pe™,)=-(A2, -2°h, ~ eo,), 
其 中 最 末 一 步 用 到 乙 = 0 Zo =-1. 再 用 上 Z0=1 ，40=0= 名 ， 便 得 
ro = 一 (0Zo-Z04 ~ wa)=0, 
=- (A9Zi -Zh -wpe ) = 入， 


Tw=-(A'Zo -Zih -wai)=A, 
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Tjo=-(A'2) -Zh -oe ) =e = Oso, i j,k=1,2,3. 
最 后 证 明 Fi =0. 设 J(s) 是 由 peG 出 发 的 类 空 测 地 线 (s 为 线 长 ), 其 在 p 的 切 矢 
TT 与 本 正 交 ， 则 沿 J(s) 有 ， 

Ma =1=m = 常数， =sT， 三- 常数 ， i=1, 2, 3. 

于 是 d2xc/ds2 =0, o=0, 1, 2, 3. 故 由 测 地 线 方程 得 
_ dx o dede _po dx dx 

EE ~ ds ds sds ds ” 
即 0= TUTT1G=1 2，3)V 单 位 矢量 T*eW, ,从 而 0=J ywwi，V wreW,. 于 
是 在 Pp 点 有 T=0，i,j=1,2,3; o=0,1,2,3. 因 peG 为 任意 ,故此 式 对 
G(D 上 任 一 点 成 立 . 中 

命题 7-4-2 证 明 ”自由 质点 的 世界 线 为 测 地 线 ， 它 在 G( 了 的 国有 坐标 系 的 方 

程 为 


0 


0o=0,1,2,3. 


» 
ee COR 7-4-15 
drr dr dr L , 


其 中 测 地 线 仿 射 参数 z 是 质点 上 的 国有 时 ， 选 1= x 为 L 的 男 一 参数 [G( 人 ) 的 国有 
de der dt ,dr 


坐标 示 时 ]， i rer dd Ta” 
标 和 的 兴 标 时 ]， 并 把 gildru 记 作 y， 则 Er-7 和 ， 收 


a df 
en eb j- 必 | 410) 
令 上 式 中 的 HU=i (=1, 2, 3) ， 得 

dx idY i 
令 式 (7-4-15) 中 的 14=i， 把 式 (7-4-17) 代 入 得 


了 @ + ra 0 
故 
a =—7 dy dt- (To +2T om + T je) 
=-7 Widy/ dt—(A' —20te0wu’) =—y Widy/ dt— A —2e' wiut, (17418) 
其 中 第 二 步 用 到 引 理 7-4-3， 第 三 步 用 到 sowy = ey 为 求 得 -1dy1 di ， 令 式 (7-4.16) 
的 HU=0， 得 dz1drz2 =ydy/ dr. 再 令 式 (7-4-15) 的 =0， 得 
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5 dt dx d 
ES dy +27%, p= =y 和 之 
dr dr drr Yar Vdr dt dr 


其 中 第 二 、 三 步 都 用 到 引 理 7-4-3. 由 上 或 得 -让 时 =2 和 hw ， 代 入 式 (7.4-18) 并 


0= 


改写 为 抽象 指标 便 得 aa =-A 一 2 oouec + 2(Ayut)u’® . 


[选读 7-4-1 完 ] 
87.5 等 效 原理 与 局 部 惯性 系 


闵 氏 时 空 的 任 一 惯性 坐标 系 都 是 全 局 (整体 ) 定 义 的 (坐标 域 覆 盖 整个 流 形 ), 所 
以 也 叫 整 体 惯性 坐标 系 ， 设 {1, x,y, z} 是 整体 惯性 坐标 系 ，G(3 是 该 系 中 的 任 一 ! 
坐标 线 , 则 { (3/1)", (8/8x)", (6/6y)*, (8/0z)"} 便 是 G 上 的 一 个 无 自转 正 交 归 一 4 
标 架 场 ， 这 一 坐标 线 连同 这 个 4 标 架 场 便 构成 一 个 惯性 观 者， 而 {1, x, y, z} 正 是 他 
的 固有 坐标 系 ， 现 在 讨论 上 述 概念 在 多 大 程度 上 可 推广 到 弯曲 时 空 。 首 先 ， 与 闵 
氏 时 空 惯性 观 者 对 应 的 自然 是 自由 下 落 ( 世 界线 为 测 地 线 ) 的 无 自转 观 者 ， 为 考察 
这 种 观 者 的 观测 结果 ， 讨 论著 名 的 爱 因 斯 坦 电 梯 ， 设 地 面 附近 的 电梯 因 缆绳 断裂 
而 自由 下 落 ， 其 内 部 的 静止 观 者 (自由 下 落 无 自转 观 者 ) 便 有 失重 感 ， 这 是 牛顿 力 
学 就 有 的 结果 ， 设 他 放 开 手 中 的 苹果 ， 将 发 现 它 不 像 通常 那样 离 手下 落 ， 而 是 处 
于 随 遇 平 衡 状 态 之 中 ， 理 由 很 简单 : 电梯 观 者 G 相对 于 惯性 系 (地 球 ) 有 重力 加 速 
度 5， 是 非 惯性 观 者 (这 是 按 牛 顿 力学 的 观点 ， 按 广义 相对 论 则 恰 相 反 .)， 故 他 认 
为 苹果 受 两 个 力 ， 一 是 重力 ma8 (me 是 苹果 的 引力 质量 )， 二 是 惯性 力 -mg (mt 
是 苹果 的 惯性 质量 )， 由 于 mo =m( 这 是 关键 )， 合 力 为 零 ， 因 此 随 过 平衡 ， 或 说 
处 于 失重 状态 .假如 他 是 个 字 航 员 , 将 觉得 这 苹果 与 远离 各 星球 (因而 时 空 近似 平 
直 ) 的 惯性 飞船 内 的 苹果 有 相同 表现 . 推 而 广 之 ， 由 于 ma = 四， 根据 牛顿 力学 ， 
爱 因 斯 坦 电梯 内 的 一 切 ( 非 引 力 的 ”) 力 学 实验 都 与 远离 各 星球 的 惯性 飞船 内 的 相 
应 实验 有 相同 结果 .这 正 是 把 me = mi 叫做 等 效 原理 的 理由 . 

在 构思 广义 相对 论 的 过 程 中 ， 爱 因 斯 坦 又 假设 性 地 把 这 一 原理 从 力学 实验 推 
广 到 一 切 物理 实验 ， 即 假设 自由 下 落 电 梯 内 的 一 切 ( 非 引力 的 ) 物 理 实验 都 与 远离 
星球 ( 平 直 时 空 ) 的 惯性 飞船 内 的 相应 实验 结果 一 样 ， 并 由 此 推出 光 的 引力 红 移 、 
光 在 引力 场 中 走 曲线 等 结论 ， 后 人 把 同 mo = 四 相应 的 原理 称 为 弱 等 效 原理 (weak 
equivalence principle，WEP. )， 把 爱 因 斯 坦 推广 后 的 原理 称 为 爱 因 斯 坦 等 效 原理 
(Einstein equivalence principle，EEP. )， 下 面 从 广义 相对 论 的 角度 讨论 这 个 原理 . 


中 非 引力 的 实验 是 指 实验 室内 的 物体 之 间 的 引力 相互 作用 可 以 忽略 ,但 室内 可 存在 由 室外 物体 (如 地 球 ) 产 生 
的 引力 场 . 
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命题 7-5-1 设 G(9 是 弯曲 时 空 的 自由 下 落 无 自转 观 者 ( 爱 因 斯 坦 电梯 观 者 )， 
gm 是 度 规 gw 在 G(9 的 固有 坐标 系 的 分 量 ， 太 "wu 是 与 gw 适 配 的 导数 算 符 双 在 
该 系 的 克 氏 符 ， 则 
Blp=Nws rowbp=0 (os pv=0,1,2,3), VpeG. (75-1) 
证 明 8%, 1,=7 是 命题 74-1 的 结论 (对 任何 观 者 的 固有 坐标 系 都 成 立 )、 引 理 
7-4-3 在 G(D 为 测 地 线 且 相应 的 观 者 无 自转 时 给 出 7,, 1,=0(o, py, v=0,1,2,3). 


以 电磁 现象 为 例 讨 论 上 述 命题 的 应 用 . 按照 最 小 替换 法 则 ( 见 $7.2), 麦 氏 方 程 
和 洛 伦 效力 公式 在 弯曲 时 空中 的 形式 为 
ViFs=-4m, VPR=0 和 gqgF%U?=U?V,P’, (7-5-2) 
它们 在 任 一 坐标 系 [现在 涉及 的 是 G(a9 的 固有 坐标 系 ] 的 形式 则 为 
Fy=-4mh,, Rom=0 和 4qF4U"=DP1dr， (7-5-3) 
由 于 固有 坐标 系 有 "1,=0 VpPsG ， 上 式 在 G 线 上 可 改写 为 
Fn=-4rv， Fom=0 和 SF4U"=dPp1dr， (07-5-4) 
而 这 正 是 相应 定律 在 闵 氏 时 空 整体 惯性 ( 洛 伦 兹 ) 坐 标 系 中 的 形式 ， 上 述 讨论 可 以 
推广 至 其 他 物理 定律 ， 可 见 自由 下 落 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 与 闵 氏 时 空 的 整体 
惯性 ( 洛 伦 效 ) 坐 标 系 类 似 ， 因 此 被 称 为 局 部 惯性 系 或 局 部 洛 伦 兹 系 (local Lorentz 
System，local Lorentz frame)， 人 们 常 说 : 物理 定律 在 局 部 洛 伦 效 坐 标 系 的 形式 与 
它 在 因 氏 时 空 洛 伦 兹 坐标 系 的 形式 相同 [Misner et al.(1973)P.207]， 从 而 自由 下 落 
无 自转 观 者 G 所 做 的 一 切 物理 实验 与 平 直 时 空 惯性 观 者 的 相应 实验 结果 一 样 (等 
效 ). 本 的 同 论 不 过 上 述 提 法 不 太 准 确 ， 因 为 可 以 
肯定 的 只 是 1,=0，vVp eG ， 只 要 偏离 G( 四 ,就 无 法 保证 三” w =0. 事 实 上 ， 


如 果 7?, 在 G(D) 的 一 个 邻 域内 竟然 为 零 ， 则 VpeG 有 
Rop ,=(-20,T° ty +274 T=0, 


区 Pl 

即 G(9 线 上 各 点 曲率 为 零 ， 与 原来 设 定 的 讨论 对 象 (弯曲 时 空 ) 不 符 ， 问 题 的 
实质 是 ， 选 坐标 系 只 能 消除 G(9 线 上 的 7”,, 而 不 能 消除 其 曲率 (曲率 与 坐标 系 无 
关 ). 可 见 “ 物 理 定律 在 局 部 洛 伦 兹 系 的 形式 与 它 在 闵 氏 时 空 洛 伦 效 系 的 形式 相同 ” 
的 说 法 对 坐标 域 中 除 G(3 线 外 的 点 未 必 成 立 ， 然而， 观 者 G 做 实验 时 偏偏 往往 要 
涉及 自己 世界 线 的 一 个 “小 ”的 时 空 邻 域 [( 例 如 电梯 观 者 要 涉及 电梯 , 见 图 7-6. )， 
于 是 问题 变 得 不 如 此 简单 .好 在 时 空 曲率 的 效应 只 有 在 足够 的 时 空 范围 内 才能 有 
所 显示 (被 实验 测 出 )， 只 要 实验 涉及 的 时 空 邻 域 足够 小 (对 电梯 而 言 ， 只 要 其 尺度 
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及 下 落 时 间 足 够 小 . )， 实 验 结果 便 与 平 直 时 空 的 相应 实验 近似 地 不 可 区 分 [这 同 以 
下 的 简单 例子 类 似 : 2 维 球面 上 每 点 的 Re 都 不 为 零 ， 但 若 只 关心 某 点 附近 一 小 
片 球面 AS 的 情况 ,就 不 妨 用 该 点 的 切 平面 的 一 小 部 分 AS 近似 代 蔡 ( 见 图 7-7)， 例 
如 , 为 测定 地 球 两 条 经 线 在 北极 的 夹 角 , 不 妨 把 每 条 经 线 的 一 小 自 看 作 直线 .]. 在 
任意 弯曲 时 空中 ， 如 果 只 关心 某 点 的 一 个 足够 小 的 邻 域 ， 就 可 近似 使 用 狭义 相对 
论 的 物理 定律 . 


G as 
lp 
六 
U 
图 7-6 观 者 做 实验 时 涉及 的 图 7-7 北极 附近 一 小 片 球面 AS 可 用 
“小 ”时 空 邻 域 U 切 平面 的 一 小 部 分 AS 近似 代替 


自由 下 沙 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 是 弯曲 时 空中 非常 类 似 于 闵 氏 时 空 惯 性 坐 
标 系 的 坐标 系 ， 因 此 叫 局 部 洛 伦 效 系 ， 除 此 之 外 ， 在 弯曲 时 空中 ， 只 要 一 个 坐标 
系 的 克 氏 符 在 坐标 域 中 某 点 p 为 零 ( 即 ”,, 1,=0), 也 可 被 称 为 p 点 的 一 个 局 部 洛 
伦 兹 系 . 

在 牛顿 力学 中 , 设 飞船 在 远离 星体 的 空间 中 作 匀 加 速 运动 ， 船 内 观 者 (加 速 观 
者 ) 将 看 到 离 手 的 苹果 在 惯性 力作 用 下 做 反 向 匀 加 速 运动 ， 就 像 在 地 球 附近 那 
样 。 不 难 相信 ， 船 内 的 一 切 ( 非 引 力 的 ) 力 学 实验 都 与 地 面 附近 的 对 应 实验 结果 近 
似 相同 ， 这 可 看 作 弱 等 效 原理 的 另 一 表述 .， 据 此 ， 人 们 又 常 说 “加 速 飞船 内 的 宇 
航 员 发 现 自己 置身 于 引力 场 中 ”，“ 加 速度 与 引力 场 等 效 ”. 对 这 两 句 话 应 有 正 
确 理解 ， 根 据 第 一 句 话 ， 初 学 者 常 提出 这 样 的 问题 :既然 加 速 飞船 中 的 字 航 员 感 
到 有 引力 ， 而 引力 就 是 时 空 曲率 ， 船 内 宇航 员 岂 非 觉得 自己 置身 于 弯曲 时 空中 ? 
答案 是 否定 的 :因为 早已 约定 飞船 远离 星体 ， 它 所 在 的 时 空 必 然 近似 平 直 ， 谁 看 
都 一 样 ， 导 致 以 上 错误 结论 的 关键 在 于 推理 过 程 中 两 次 用 到 引力 一 词 ， 而 两 次 含 
义 不 同 ， 加 速 宇航 员 所 感到 的 “引力 ”其 实 只 是 非 真 实 的 表 观 引力 ， 它 不 由 物质 
产生 ， 不 对 应 于 时 空 弯曲 ， 只 因 加 速 宇航 员 的 感觉 而 得 名 . 

关于 等 效 原理 的 含义 、 地 位 和 作用 ， 不 同学 者 有 不 同 看 法 ， 其 中 对 等 效 原理 
的 作用 的 看 法 又 因 对 其 含义 的 理解 的 不 同 而 不 同 ，Misner 等 认为 “等 效 原理 功能 
强大 ， 用 它 可 把 所 有 狭义 相对 论 物理 定律 推广 到 弯曲 时 空 .”[Misner et al.(1973) 
P.386]， 又 说 (P.207)“ 把 经 典 力学 带 进 量子 力学 的 运载 工具 是 对 应 原理 ， 类 似 地 ， 
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平 直 时 空 与 弯曲 时 空 之 间 的 运载 工具 是 等 效 原理 .” 而 Synge 对 等 效 原理 则 持 极端 
相反 观点 ， 他 在 书 [Synge(1960)] 的 序言 中 写 道 : “我 从 未 慌 过 这 一 原理 …… 它 意 
味 着 引力 场 的 效应 与 一 个 观 者 的 加 速度 的 效应 不 可 分 辨 吗 ? 如 果 这 样 , 那 是 错 的 . 
在 爱 因 斯 坦 理论 中 ， 要 么 存在 一 个 引力 场 ， 要 么 不 存在 ， 取 决 于 黎 曼 张 量 是 否 为 
零 . 这 是 一 个 绝对 的 性 质 ， 与 任何 观 者 的 世界 线 都 毫 无 关系 ， 时 空 要 么 平 直 ， 要 
么 弯曲 ， 在 本 书 的 若干 地 方 我 都 不 得 不 煞费苦心 地 把 由 时 空 曲率 导致 的 真实 引力 
效应 与 那些 由 观 者 世界 线 的 弯曲 导致 的 效应 区 分 开 来 (在 多 数 通常 情况 下 以 后 者 
为 主 ) 等 效 原理 在 广义 相对 论 的 诞生 过 程 中 实质 上 起 到 接生 婆 的 作用 ，…… 我 建 
议 我 们 以 适当 的 荣誉 埋葬 掉 这 位 接生 婆 而 正视 绝对 时 空 这 一 事实 .” 对 等 效 原理 的 
这 一 看 法 也 许 偏激 ， 但 上 引 段 子 中 的 一 些 提 法 不 失 为 防止 误解 的 清醒 剂 、 例 如 ， 
他 关于 分 清 由 时 空 读 曲 导致 的 真 引 力 与 平 直 时 空中 由 于 观 者 世界 线 的 弯曲 ( 非 测 
地 线 ) 导 致 的 表 观 ( 假 ) 引 力 的 警告 就 是 十 分 必要 的 .下 面 简 述 笔者 对 等 效 原理 的 肤 
浅 认识 .第 一 ， 爱 因 斯 坦 等 效 原理 是 爱 因 斯 坦 在 酝酿 广义 相对 论 的 过 程 中 对 弱 等 
效 原理 的 假设 性 推广 ， 对 广义 相对 论 的 诞生 起 过 重要 的 “接生 婆 ” 作 用 .这 是 连 
Synge 也 同意 的 。 第 二 ，$§7.2 讲 过 ， 弯 曲 时 空 的 物理 定律 必须 遵守 两 个 原则 : (a) 
服从 广义 协 变性 原理 ;(b) 当 8 等 于 7 时 能 回 到 狭义 相对 论 的 相应 定律 ， 这 是 本 
书 和 某 些 教材 的 提 法 . 更 多 的 教材 对 原则 (b) 采 用 另 一 提 法 : (b) 服 从 爱 因 斯 坦 等 效 
原理 . 由 (a) 和 (b) 可 得 到 他 们 的 最 小 替代 法 则 : “把 闵 氏 时 空中 洛 伦 效 坐标 系 的 物 
理 公式 中 的 逗号 改 为 分 号 ( 即 把 偏 导数 改 为 协 变 导数 ) 便 给 出 弯曲 时 空中 局 部 洛 伦 
效 系 的 相应 物理 公式 ”可见 用 爱 因 斯 坦 等 效 原理 ( 配 以 广义 协 变性 原理 ) 可 从 狭 
义 相对 论 的 物理 定律 得 到 广义 相对 论 的 相应 定律 ， 因 此 可 以 说 它 是 “由 狭义 相对 
论 通 往 广义 相对 论 的 桥梁 ”. 不过， 如 本 书 $7.2 那样 不 提 等 效 原理 而 只 提 “ 当 度 
规 gw 为 mw 时 物理 定律 应 回 到 狭义 相对 论 的 相应 定律 ”( 并 配 以 广义 协 变性 原理 ) 
也 同样 可 得 弯曲 时 空 的 物理 定律 (无 论 用 这 种 提 法 还 是 用 等 效 原理 都 可 得 到 最 小 
替代 法 则 ") 而 一 旦 接受 了 这 些 定律 (从 而 建立 了 广义 相对 论 ), 讨论 问题 时 原则 上 
就 可 以 完全 不 用 等 效 原理 (虽然 许多 作者 在 讨论 许多 问题 时 喜欢 用 等 效 原理 )， 因 
此 ， 从 这 个 角度 来 看 ，“ 埋 芋 掉 接生 婆 ” 对 广义 相对 论 似 无 影响 ， 第 三 ， 对 于 某 
些 较为 复杂 的 情况 (例如 弯曲 时 空中 走 测 地 线 的 带电 粒子 有 无 电磁 辐射 )，“ 等 效 
原理 是 否 被 违反 ”是 长 期 以 来 有 争论 的 问题 ， 笔 者 认为 关键 在 于 “等 效 原理 ”在 
这 些 情况 下 的 准确 含义 尚 待 澄清 ( 另 一 关键 问题 则 是 辐射 的 定义 )， 在 这 个 意义 上 ， 
Synge 说 “我 从 未 懂 过 这 一 原理 ”也 许 未 必 过 分 ， 第 四 ， 除 广义 相对 论 外 ， 还 存 


外 然而 这 一 法 则 在 遇 到 两 个 导数 算 符 相继 作用 时 出 现 算 符 排序 的 含 燃 性 , 为 克服 这 一 问题 还 须 借用 其 他 考虑 
《〈 见 87.2) 因此 等 效 原理 “可 把 所 有 狭义 相对 论 物理 定律 推广 到 读 曲 时 空 ”的 提 法 似乎 过 强 ，Misner 等 对 此 还 有 专 
门 讨论 [Misner et al(1973)P.390，391]. 
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在 许 许多 多 互 不 相同 的 引力 理论 [ 详 见 Win(1993)]、 所 有 引力 理论 可 以 分 为 两 大 
类 ， 即 度 规 理论 (要 求 时 空 具 有 度 规 ， 自 由 质点 的 世界 线 是 该 度 规 的 测 地 
线 ) 和 非 度 规 理论 . 广义 相对 论 是 当然 的 度 规 理论 . 还 有 一 种 著名 的 、 很 有 
竞争 力 的 度 规 理论 叫 Brans-Dicke 理论 ， 其 中 描述 引力 的 量 除 度 规 场 gop 外 还 有 标 
量 场 9， 此 外 还 有 其 他 度 规 理论 。 判 断 哪个 引力 理论 是 正确 理论 的 标准 当然 是 实 
验 ， 为 此 需要 一 个 关于 引力 实验 的 理论 。Dicke 从 20 世纪 60 年 代 开始 从 事 这 种 
理论 的 研究 ， 他 的 开创 性 成 果 使 人 们 对 等 效 原理 及 其 意义 的 理解 逐渐 加 深 ， 并 终 
于 意识 到 应 把 等 效 原理 摆 在 考察 引力 理论 (而 不 只 是 限于 广义 相对 论 ) 的 基础 这 一 
重要 位 置 上 ， 等 效 原理 可 分 为 三 个 层次 ， 即 弱 等 效 原 理 (WEP)、 爱 因 斯 坦 等 效 原 
理 (EEP) 和 强 等 效 原理 (strong equivalence principle, SEP), SEP 与 EEP 的 区 别 在 于 : 
EEP( 及 WEP) 只 考虑 系统 (如 电梯 ) 所 处 的 外 引力 场 而 不 考虑 系统 中 的 物体 所 激发 
的 自 引力 场 , 即 在 引力 上 只 考虑 它们 的 被 动 方面 而 忽略 其 主动 方面 , 而 SEP 则 对 主 
动 、 被 动 方面 都 做 考虑 ， 讨 论 对 象 是 “ 自 引力 系统 ”， 大 到 恒星 的 自 引力 ， 小 到 
卡 文 迪 许 实验 中 两 个 铅球 间 的 引力 都 在 考虑 之 列 . EEP 可 以 看 作 SEP 在 自 引力 可 
忽略 情况 下 的 特例 .这 三 个 等 效 原理 的 实验 检验 对 选择 引力 理论 有 重要 意义 ， 任 
何 引力 理论 都 满足 WEP( 因 为 有 越 来 越 精密 的 实验 证 实 WEP， 无 人 愿意 创造 一 个 
不 满足 WEP 的 引力 理论 .)， 但 对 EEP 和 SEP 则 不 然 ， 讨 论 表明 [ 见 Will(1995)， 
Will (2001).]， 如果 EEP 成 立 , 则 只 有 度 规 理论 才 可 能 正确 .这 就 表明 ， 如 果 有 越 
来 越 精密 的 实验 证 实 EEP， 那 么 非 度 规 理论 就 将 越 来 越 没 有 立 锥 之 地 ， 进 一 步 的 
讨论 还 表明 [ 仍 见 Will(1981)，Will(1995).]， 广义 相 对 论 满足 SEP 而 其 他 已 知 的 度 
规 理论 ( 含 Brans-Dicke 理论 ) 都 不 满足 [可 惜 这 一 讨论 还 不 等 于 完全 严格 的 证 明 , 因 
此 上 述 结论 至 今 仍 被 称 为 猜想 (conjecture).]， 所 以 , 如 果 有 越 来 越 精密 的 实验 证 实 
SEP， 那 么 广义 相对 论 很 可 能 就 是 唯一 正确 的 引力 理论 ， 可 见 对 三 个 等 效 原理 的 
实验 检验 有 着 非常 重要 的 理论 意义 ， 这 些 实验 正 以 越 来 越 高 的 精度 在 进行 中 . 


87.6 潮汐 力 与 测 地 偏离 方程 


命题 7-5-1 只 证 明了 克 氏 符 在 自由 下 落 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 的 分 量 Fw 
在 该 观 者 世界 线 上 为 零 ， 只 要 偏离 该 世界 线 ，7”,, 就 可 以 非 零 . 为 了 看 出 第 二 句 


话 的 物理 效应 ， 我 们 介绍 如 下 的 假想 实验 ， 在 自由 下 落 电梯 内 用 8 个 小 球 摆 成 一 
个 圆 形 花 样 ( 圆 平面 与 地 面 垂直 )， 如 图 7-8(a)， 先 用 牛顿 力学 讨论 ， 设 球 1，2 连 
线 的 延 线 正好 过 地 球 中 心 ， 开 始 时 各 球 相对 静止 。 由 于 引力 场 强 在 球 1 处 比 在 球 
2 处 略 大 ， 球 1 的 重力 加 速度 比 球 2 的 上 略 大 ， 于 是 两 者 间 的 距离 浙 增 ， 一 段 时 间 
后 的 整个 花样 将 变 成 如 图 7-8(b), 不 再 是 圆 形 . 设想 球 1 是 个 观 者 , 他 将 发 现 球 2 
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与 他 的 距离 随时 间 增 大 ， 然 而 ， 如 果 无 引力 地 区 的 惯性 飞船 内 也 有 8 个 小 球 摆 成 
圆 形 花样 (而 且 开始 时 相对 静止 )， 则 球 1( 作 为 观 者 ) 不 会 发 现 球 2 与 他 的 距离 有 任 
何 变化 ， 可 见 ， 即 使 就 力学 实验 而 言 ， 电 梯 与 飞船 也 并 非 完全 等 效 . 

以 上 是 假想 实验 ， 但 道理 与 此 相 类 似 的 现象 却 可 在 日 常生 活 中 找到 ， 海 水 的 
潮汐 现象 就 是 一 例 ， 下 面 是 用 牛顿 力学 对 这 一 现象 所 做 的 简化 分 析 ， 旨 在 突出 本 
质 ， 潮 汐 现象 的 主要 起 因 是 月 球 ， 其 次 是 太阳 .忽略 太阳 的 影响 可 使 问题 简化 而 
不 影响 对 实质 的 理解 ， 地球， 作为 一 个 物体 ， 处 于 月 球 的 引力 场 中 .假定 地 球 表 
面 被 一 层 海水 所 覆盖 ,考虑 水 面 上 的 4, B 两 点 ,其 连 线 经 过 地 心 . 设 某 一 时 刻 4 
点 离 月 球 最 近 ， 则 B 点 离 月 球 最 远 ， A4，B 点 受到 的 来 自 月 球 的 引力 有 所 不 同 ， 
两 点 就 要 相互 远离 , 于 是 4, B 附近 的 海面 向 外 喜 起 [图 7-9(a)].” 随 着 地 球 的 自转 ， 
4 点 不 再 正 对 月 球 , 海水 高 度 降低 ， 地球 自 转 半 周 后 , 4 点 离 月 球 最 远 [图 7-9(b)]， 
海水 再 次 鼓 起 ， 可 见 海水 每 天 都 有 两 次 涨潮 和 退潮 。 这 种 “潮汐 现象 ”其 实 也 不 
限于 海水 ， 对 地 面 附近 自由 下 落 的 人 来 说 ， 头 项 和 脚底 与 地 心 距离 不 同 ， 也 存在 
把 人 拉 长 的 力 (只 考虑 地 球 引力 场 )， 不 过 这 种 “潮汐 力 ”很 小 , 不 会 造成 感觉 如 
果 你 在 中 子 星 表面 自由 下 落 ， 潮 汐 力 可 以 大 到 10"N 的 程度 ， 你 将 被 据 裂 而 丧 
生 . 注 : 中 子 星 是 一 种 主要 由 中 子 组 成 的 、 密 度 高 达 水 密度 的 10" 倍 (0) 的 星体 ， 
高 密度 导致 表面 引力 场 强 的 变化 率 奇 大 ， 见 89.3，@) 按 照 估算 ， 人 体能 经 受 的 临 
界 压 力 或 拉力 (超过 此 限 则 人 体 破 裂 ) 约 为 107N/m2. 


地 面 地 面 ® @) 
{a) 人 ) (a) (b) 
图 7-8 ”电梯 内 小 球 花样 在 自由 下 落 中 变形 图 7-9 潮汐 现象 示意 


以 上 讨论 说 明 地 球 和 月 球 引力 场 中 的 自由 下 落 物 体 都 受到 潮汐 力 ， 其 实 潮汐 
现象 是 引力 场 的 普遍 性 质 ， 我 们 分 别 用 牛顿 引力 论 和 广义 相对 论 对 潮汐 现象 做 定 


人 D 从 地 球 观 者 看 来 ,A 点 鼓 起 的 原因 是 两 个 力 的 合力 :(a) 月 球 引力 ，(b) 地 球 绕 地 月 共同 质心 做 圆周 运动 导致 
的 惯性 离心 力 . 两 力 的 合力 叫 生 潮 力 (或 起 潮 力 ). 
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量 讨论 . 

先 用 牛顿 引力 论 ， 不 失 一 般 性 ， 仍 以 地 球 附近 的 爱 因 斯 坦 电梯 为 例 。 设 电梯 
内 处 处 放 有 小 球 ( 见 图 7-10)， 以 F(t) 和 F(t)+X(n) 分 别 代表 两 个 紧邻 小 球 1 和 2 相 
对 于 笛 卡 儿 系 坐 标 原点 o 的 位 矢 , 则 X(t) 是 球 2 相对 于 1 的 位 矢 , 故 d?4/1dr? 是 球 
2 相对 于 1 的 加 速度 (潮汐 加 速度 )、 为 计算 潮汐 加 速度 ,可 借用 引力 势 $ 和 牛顿 第 
二 定律 写 出 


dx |, 
dt? axl; 
及 Ca ag| -= of _ 9% 
dr Ox l,i Ox| ar Ox|; 
两 式 相 减 得 
27i 2, 
A (7-6-1) 
de? Oxox/|; 


这 就 是 牛顿 引力 论 中 潮汐 加 速度 的 表达 式 . 
用 式 (7-6-1) 可 对 图 7-8 中 两 球 距离 的 变化 做 到 心中 有 数 . 取 坐标 系 {x, y, zj 使 

z 轴 竖 直 向 上 ， 则 球 1，2 间 的 相对 加 速度 的 z 分 量 为 
dd 
dt dz: dr 

其 中 是 同 地 心 的 距离 地 球 引 力 势 如 =- GMe/ 避 ， 故 下 =2GMe4z/ 同 . 设 两 

球 初始 距离 人 =1m ， 以 国际 制 数值 G=6.67x10-"，Me =6x10* 及 加 =6.37 

x10 代入 得 下 =0.31x10 m .s-. 设 两 球 初始 时 相对 静止 , 则 两 球 距离 在 At =5s 

后 的 增 量 为 


(7-6-2) 


AAA = 了 031x10* x5s4x10 Sm. (7-6-3) 

下 RN 全 RE 我 们 将 证 明 ， 潮 汐 效应 起 因 于 时 
空 曲率 ， 是 时 空 内 豪 弯曲 的 必然 表现 . 仍 以 图 7-10 为 例 . 每 一 小 球 可 看 作 一 个 自 
由 下 落 观 者 ， 他 们 的 世界 线 都 是 以 固有 时 r 为 仿 射 参数 的 类 时 测 地 线 ， 这 些 测 地 
线 构成 时 空中 某 个 开 域 U 上 的 一 个 测 地 线 汇 ”( 物 理 上 对 应 于 一 个 自由 下 落 参考 
系 )， 测 地 线 的 切 矢 Z“ = (3/8r)* 是 以 上 的 一 个 类 时 矢量 场 ， 令 po(s) 是 一 条 光滑 的 
横向 曲线 [横向 是 指 /o(9) 上 任 一 点 的 切 矢 都 不 与 过 该 点 的 测 地 线 相 切 ]， 则 线 汇 中 
与 /ls) 相 交 的 每 一 测 地 线 yx(r) 可 用 * 标志， 即 可 记 作 y,(r) , 其 中 s 是 该 测 地 线 与 


加 以 内 的 一 个 线 汇 (congmence of curves) 是 一 族 曲 线 ， 对 每 一 Pet/ 有 该 族 的 唯一 曲线 经 过 
@@ 还 应 满足 某 些 要 求 (如 非 自 相交 ). 
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jo(s) 交 点 的 s 值 ， 选 择 各 yx,(7) 的 固有 时 初始 设 定 使 每 一 y,(7) 与 Ao(9) 交 点 的 z 为 
零 . 设 和 是 矢量 场 一 对 应 的 单 参 微分 同 胚 (局 部 ) 群 的 一 个 元 素 ， 以 pds) 代 表 曲 线 
yls) 在 和 映射 下 的 像 ( 见 图 7-11 ) 不 同 + 值 的 所 有 曲线 ks) 铺 成 一 个 子 集 多, 其 
上 每 点 由 两 个 实数 (坐标 )r 和 s 确定 ， 因 此 是 个 2 维 子 流 形 .. 光 上 的 所 有 测 地 线 构 
成 测 地 线 汇 的 一 个 子 集 ， 其 中 每 条 测 地 线 可 用 参数 * 标记 ， 所 以 也 称 为 一 个 单 参 
测 地 线 族 ( 线 汇 中 的 测 地 线 充满 时 空中 的 4 维 开 域 V, 而 这 个 单 参 测 地 线 族 只 铺 出 
一 个 2 维 面 . .). 总 之 ,给 定 一 条 横向 曲线 Lo(s) 就 挑 出 了 一 个 单 参 测 地 线 族 {y,(z)} . 
令 r=(0/0s)”， 则 忆 秋 便 是 .上 的 坐标 基 矢 场 ， 因 而 对 易 : 

0=[Z, 7 = ZV ~ V2 ， (7-6-4) 


y(nD YD 


ey 


r<0 pols) 


图 7-10 爱 因 斯 坦 电 梯 内 处 处 放置 。 ”图 7-11 一 -条 横向 曲线 挑 出 一 个 单 参 测 地 线 族 
的 小 球 {7;(7)} ， 纸 面 代表 该 族 铺 出 的 2 维 面 
其 中 Vv。 可 为 任意 导数 算 符 ， 选 V, 与 时 空 度 规 适 配 ， 则 
ZV, (n°2,) = 12°V,Z" + ZZ V1 = ZZ Vo 
=ZaV,Z" = V,(Z2°)=0, (7-6-5) 
其 中 第 二 步 是 因为 Z 是 测 地 线 的 切 矢 ， 第 三 步 用 到 式 (7-6-4) ， 第 五 步 用 到 
Z.Z” = -1 对 各 点 成 立 ， 式 (7-6-5) 说 明太 2Z。 沿 任 一 测 地 线 yx,(z) 为 常数 ， 因 此 ， 只 
要 开始 时 选 /wo(s) 使 它 与 所 有 y,(7) 正 交 (这 总 可 做 到 )， 则 任 一 (5) 都 与 所 有 yy,(7) 
正 交 . 这 样 选 定 后 , .上 每 点 的 都 可 看 作 过 该 点 的 测 地 观 者 y,(7) 的 空间 矢量 ， 
因此 从 现在 起 按 本 书 习 惯 把 x 改 记 作 wr. 设 As 为 小 量 , 则 yo(r) 和 ys(7) 可 分 别 
看 作 图 7-10 的 球 1 和 2 的 世界 线 ， 把 yo(7) 称 为 基准 观 者 (fiducial observer)， 令 
4 如 =wAs， 则 ?2 可 看 作 图 7-10 的 元 ， 即 球 2 相对 于 基准 观 者 ( 球 1) 的 位 矢 ， 于 
是 癌 =Z*V。 认 便 可 解释 为 球 2 相对 于 基准 观 者 的 3 速 [注意 ， 它 是 球 1 世界 线 
加 (r) 上 的 空间 矢量 场 ， 因 Zr(Z“"V。12)= ZeV。(Zsh0) -2ZaV。Z =0 ， 其 中 第 二 
步 用 到 测 地 线 方程 2*V。Z, =0 秒 的 空间 性 ( 即 Z,4? = 0)]， 类 似 地 
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a =2Z°V,(2°V,4°) 
可 解释 为 球 2 相对 于 球 1 的 3 加 速 [ 亦 为 yo(r) 上 的 空间 矢量 场 ]， 考 虑 单 参 测 地 线 
族 的 第 三 条 测 地 线 yns(r) (相当 于 图 7-10 中 1 ，2 联 线 的 延 线 上 的 某 个 邻近 小 球 
2 ), 它 相对 于 球 1 的 位 矢 不" 自然 是 不 "= weA5 ， 故 它 的 潮汐 加 速度 与 球 2 的 潮汐 
加 速度 之 比 是 常数 As/As . 于 是 索性 忆 开 具体 的 球 2, 2,…( 忆 开 1) 而 径直 用 w 定 
义 适 用 于 单 参 测 地 线 族 内 与 球 1 邻近 的 所 有 小 球 的 普 适 量 
Ww := ZeV。p (7-6-6) 
和 
a := ZV ou =Z°V, (ZrV,w’), (7-6-7) 
心 和 a 都 是 基准 观 者 yo(r) 上 的 空间 矢量 场 ， 实 际 上 ，w? 起 着 该 族 的 位 矢 的 量度 
单位 的 作用 : 族 内 任 一 yas(7) 的 位 矢 等 于 ww" 乘 以 As .文献 中 对 w 的 称谓 不 很 统 
一 ， 本 书 称 之 为 分 离 矢量 (separation vector) ， 同 Misner et al.(1973) 及 Hawking and 
Ellis (1973) 一 致 .类 似 地 , ww 和 a 也 起 着 该 族 的 3 速 和 3 加 速 的 量度 单位 的 作用 ， 
分 别称 为 球 1 测 得 的 3 速 和 3 加 速 (潮汐 加 速度 )， 指 定 一 个 单 参 测 地 线 族 以 及 族 
内 一 条 基准 测 地 线 yo(r) ， 就 有 确定 的 3 速 场 ww 和 3 加 速 场 <<， 我 们 的 任务 是 揭 
示 “与 时 空 曲 率 的 密切 联系 ， 请 看 如 下 命题 ; 
命题 7-6-1 任 一 单 参 类 时 测 地 线 族 内 任 一 基准 测 地 线 yo(7) 测 得 的 潮汐 加 速 
度 与 时 空 的 曲率 张 量 有 如 下 关系 [ 称 为 测 地 偏离 方程 (geodesic deviation equation)] 


ac = 一 RaoacZewpZ4. (7-6-8) 
证 明 
a =2Z°V (ZI Vw) = ZV WV,Z) = WIV VL + (ZV wh) VL = pr +q°, 
[第 二 步 用 到 式 (7-6-4)， 即 [Z, wy =0.] (7-6-9) 
其 中 p=W2°VV,Z, gq =(ZVw)V,Z’, 


而 
Pp’ = WZ VVaZ° -wi2° Raa Ze = Ww Vs(Z VaZ') (WY,Z")VZ° 
-Rw ZL" WZ’ =—(ZIVow VoZ° — Raw Zw 2’ = -9 — Ro Z WZ , 
其 中 第 三 步 用 到 测 地 线 方程 及 式 (7-6-4)， 上 式 代入 式 (7-6-9) 便 得 式 (7-6-8). 
下 面 对 测 地 偏离 方程 再 做 四 点 说 明 . 
(1) 测 地 偏离 (deviation) 方 程 (7-6-8) 是 描写 两 条 相 邻 (“无 限 邻 近 ”) 测 地 线 的 相 
对 加 速度 4 的 方程 ， 而 a 是 描写 两 线 分 离 情 况 (separation) 的 分 离 矢 量 we 的 2 阶 
导数 ， 两 线 之 间 当 然 有 所 分 离 (w” #*0)， 分 离 矢 量 还 可 能 不 断 变化 (we 0), 但 未 
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必 有 偏离 (a 未 必 非 零 ).” 

(2) 式 (7-6-8) 反 映 af 与 时 空 曲率 张 量 Rew 的 密切 联系 : 对 平 直 时 空 
(Rspe =0) ，a° 必定 为 零 , 因此 初始 平行 的 测 地 线 永保 平行 [ 仍 见 (了 ) 后 的 脚注 ]. 然 
而 ， 只 要 Rw” 0， 就 存在 这 样 的 单 参 测 地 线 族 ， 其 测 地 偏离 (由 a 表征 ) 非 零 ， 
这 可 以 解释 为 初始 平行 的 测 地 线 后 来 变 得 不 再 平行 ， “初始 平行 ”的 准确 含义 是 
邮 k-o= Z"V。wp4-o= 0， 因 为 此 式 表明 两 邻近 测 地 线 开始 时 (r = 0 ) 相 对 3 速 (借用 
必 对 类 时 测 地 线 族 的 物理 意义 ) 为 零 ， 因 而 “初始 平行 ”. 然而 ， 只 要 al 
= ZeVewel-ox#0 ， 一 段 时 间 后 必 不 再 为 零 ， 即 两 线 “ 不 再 平行 ”正如 83.5 所 说 
的 ， 曲 率 张 量 非 零 的 一 个 等 价 表述 就 是 存在 初始 平行 后 来 不 平行 的 测 地 线 . 

(3) 克 氏 符 ,依赖 于 坐标 系 , 选择 自由 下 落 无 自转 观 者 的 固有 坐标 系 可 使 
克 氏 符 在 观 者 世界 线 上 为 零 ( 见 命题 7-5-1)， 由 此 可 解释 爱 因 斯 坦 电梯 观 者 的 失重 
感 ， 然而 ,潮汐 加 速度 与 黎 曼 张 量 Roe” 直接 相 联 [ 式 (7-6-8)]， 作 为 张 量 , 后 者 
不 可 能 通过 选择 坐标 系 而 变 为 零 ， 因 此 潮汐 加 速度 不 能 通过 坐标 变换 消除 ， 爱 因 
斯 坦 电 梯 观 者 虽然 感觉 不 到 引力 (他 所 在 处 的 “引力 场 强 ”为 零 )， 却 仍然 感觉 到 
潮汐 力 , 这 就 是 从 广义 相对 论 角度 对 图 7-8 的 解释 . 另 一 方面 , 式 (7-6-3) 的 AX 如 
此 之 小 ， 至 少 从 一 个 侧面 验证 了 前 面 关 于 “时 空 曲率 效应 只 有 在 足够 的 时 空 范围 
内 才 可 有 所 显示 ”的 说 法 . 

(4) 前 面 集 中 注意 于 类 时 测 地 线 族 ， 把 仿 射 参数 明确 选 为 固有 时 ,把 从 (9) 选 
得 与 测 地 线 正 交 ， 无 非 是 为 突出 af 是 潮汐 加 速度 这 一 物理 意义 (更 好 地 与 图 7-10 
对 应 )， 从 纯 数 学 角度 讲 ， 测 地 偏离 方程 (7-6-8) 对 类 空 和 类 光 测 地 线 族 也 成 立 ， 只 
须 把 t 理解 为 测 地 线 的 仿 射 参数 ， 这 时 必 不 再 有 潮汐 加 速度 的 物理 解释 ， 分 离 矢 
量 7 也 不 一 定 要 选 得 与 Z 正 交 ， 其 实测 地 偏离 方程 对 非 洛 伦 效 号 差 的 度 规 也 成 
立 ， 更 有 甚 者 ， 一 个 没有 度 规 的 流 形 只 要 有 导数 算 符 就 可 谈 及 测 地 线 ， 虽 然 这 时 
谈 正 交 根本 没有 意义 ， 但 照样 有 测 地 偏离 方程 ， 即 下 述 命题 成 立 : 

命题 7-6-1 (hM,V) 中 任 一 单 参 测 地 线 族 {y,(4)} 的 测 地 偏离 方程 为 

a =—Rpa TT, (7-6-8") 

其 中 Raod 是 黎 曼 张 量 ，7? = (3/84)" 是 基准 测 地 线 yo(4) 的 切 矢 ， 1" 是 jo() 上 的 
分 离 矢 量 (定义 如 前 )，a* =T*V。(TsV). 

证 明 与 命题 7-6-1 的 证 明 一 样 . 口 


四 平 直 时 空中 存在 这 样 的 测 地 线 族 ,其 中 基准 测 地 线 jo(7) 上 有 地 = 0 和 ae =0 (平行 测 地 线 族 就 如 此 ) 平 直 
时 空中 也 存在 这 样 的 测 地 线 族 ,其 yo(r) 上 有 wz*0 [让 yo(r) 附近 的 测 地 线 与 yo(7) 不 平行 就 可 做 到 ]. 然而 不 存在 
这 样 的 测 地 线 族 ， 其 yo(r) 上 有 ao = 0 ， 除 非 时 空 不 平 直 . 
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[选读 7-6-1] 

式 (7-6-8) 的 潮汐 加 速度 a 是 用 W 定义 的 [ 式 (7-6-7)]. 为 了 与 牛顿 引力 论 对 应 ， 
我 们 曾 引入 48 = weAs ， 并 认为 它 对 应 于 图 7-10 的 相对 位 矢志 .为 什么 A 可 被 解 
释 为 球 2 相对 于 球 1 的 位 失 ? 设 p，9 是 平 直 空间 中 任意 两 点 ，w“ 是 p，9 间 的 
直线 在 已 点 的 单位 切 矢 ，As' 是 两 点 间 的 直线 长 , 则 4? 三 w“As' 可 称 为 g 相对 于 p 
的 位 矢 (注意 14"|=As')， 回 到 弯曲 空间 的 测 地 偏离 问题 ， 取 横向 曲线 族 中 的 任 一 
条 p(s)， 令 p=sU(0)，gq=J(As)(p，9g 两 点 分 别 是 基准 观 者 和 被 测 质 点 在 Tt 时 
刻 的 表现 )、 用 线 长 5' 对 J4.(5) 重 参数 化 ， 即 (5)=J4(s) ， 以 w 和 w? 分 别 代 表 
A(s) 和 凡 (s) 在 p 点 的 切 和 拓 ， 则 w=wids/ds'， 故 若 令 A? = weAs ， 则 当 As 很 
小 时 有 三 wrAs =w”As'. 注意 到 1w*|=1, 便 知 |4°|=As'，, 与 平 直 空间 的 位 入 对 
服 ， 不 妨 说 1 是 球 2 相对 于 球 1 的 位 矢 ， 在 正文 的 处 理 中 不 必 引 入 线 长 参数 9 ， 
因而 也 没有 w”， 只 须 关心 长 度 随 T 而 变 的 mw? (请 注意 As 不 随 r 而 变 )， 球 1，2 之 
闻 的 “距离 ”变化 完全 体现 在 1w%| 随 r 的 变化 中 ， 用 ?2 = weAs 定 义 相对 3 速 和 相 
对 3 加 速 与 图 7-10 对 应 得 很 好 . [选读 7-6-1 完 ] 
[选读 7-6-2] 

如 果 给 每 一 y,(T) 的 + 加 上 一 个 与 有关 的 常数 ，J4(s) 就 变 得 与 测 地 线 不 正 
交 ， 可 见 W" 同 Z? 正 交 与 否 取 决 于 各 测 地 线 固 有 时 的 零点 设 定 ， 进 一 步 说 ， 如 果 
用 任意 仿 射 参数 T' 代 替 固 有 时 f+ ， 情 况 又 如 何 ? 因为 了 是 仿 射 参数 ， 由 定理 3-3-3 
可 知 r 是 仿 射 参数 当 且 仅 当 z = ar+ 有 . a，, 在 每 条 测 地 线 上 当然 应 是 常数 ( 且 
C#0)， 但 对 不 同 测 地 线 可 以 不 同 ， 即 ww 和 有 厅 可 为 $ 的 函数 : T'=Q(s)r+B(s). 
仿 射 参数 的 这 一 改变 可 看 作 2 维 流 形 .7 上 的 一 个 坐标 变换 {r, sj hy {r",s'] ， 其 中 


A T=Qa(s)r+B(s). (7-6-10) 
以 Z” 和 1 代表 新 的 坐标 基 拓 ， 即 Z'” =(3/8r')",7”=(8/8s')* ， 则 不 难 证 明 
Z*=aZ, 1 = 加 +vZo， (7-6-11) 


其 中 Y(r,9) = 一 (rda/ds+dB/ds) 可 看 作 . 史 上 的 函数 . 因为 我 们 只 关心 基准 测 地 线 
加 o(z ) 与 其 邻近 测 地 线 yas(T") 的 分 离 情 况 , 所 以 1” 和 717 可 看 作 描述 同一 分 离 的 秋 
量 . 就 是 说 , 如 果 分 离 矢 量 ” 和 171” 只 差 Z” 的 一 个 倍数 ,它们 就 描述 同一 分 离 . 可 
见 分 离 矢量 的 选择 存在 “规范 任意 性 ”. 如 果 坚 持 用 固有 时 ， 但 允许 各 测 地 线 有 
完全 任意 的 零点 设 定 ， 就 相当 于 式 (7-6-10) 中 的 w =1 而 (9 任意， 这 时 Za = Ze ， 
”=1 ”+VZ”,， v=-dpBlds. 式 (7-6-8) 可 表 为 
ae =—R Zn 2 =—R,yZ° (7 +VvZ5)Z4 =a°, 

(其 中 用 到 Ro ZZ?Z” = Riops Z“Z%Z4 =0.) 可 见 零点 设 定 不 影响 ae 的 值 ， 然 
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而 ， 如 果 不 坚 持 用 固有 时 ， 即 允许 c 不 为 1， 则 只 能 做 到 
a =—Ropa'Z 1 2" = ar2ac . 
这 是 自然 的 ， 因 为 用 z 代替 固有 时 相当 于 用 “坐标 钟 ” 代 替 标准 钟 ， 该 坐标 钟 
的 走时 率 是 标准 钟 的 cc 倍 ， 用 该 钟 测 得 的 ”潮汐 加 速度 ”与 用 标准 钟 的 测量 结 
果 自 然 差 ac ? 倍 . 
[选读 7-6-2 完 ] 
[选读 7-6-3] 

测 地 偏离 方程 (7-6-8') 的 一 个 解 帮 称 为 所 论 测 地 线 y(4) 上 的 一 个 雅 可 比 场 
(Jacobi field)， 不 同 的 两 点 p,q eyY(4) 称 为 共 思 e 的 (conjugate)， 若 XY() 上 存在 一 个 
不 恒 为 零 的 雅 可 比 场 * ， 它 在 已 和 9 点 为 零 .这 时 也 说 六 ，9 为 测 地 线 y(4) 上 的 
一 对 共 郝 点 (conjugate points)， 例 如 ， 图 7-13 所 示 的 2 维 球面 上 的 南 、 北 极点 5 
和 nn 就 是 从 s 到 nn 的 测 地 线 y ( 半 个 大 圆 ) 上 的 一 对 共 示 点 , 不 难 接受 如 下 直观 说 法 : 
P,9 EY 是 共 示 点 对 ,车 存在 从 到 9 的 、 与 y 无 限 邻 近 而 又 不 同 于 y 的 测 地 线 ( 例 
如 图 中 的 y').“ 若 ” 字 之 后 的 条 件 的 准确 含义 是 : 存在 从 到 9 的 单 参 测 地 线 族 ， 
其 中 一 条 是 .上述 逻辑 关系 可 明确 表 为 : 

存在 从 p 到 9 的 、 与 7 无限 邻近 而 又 不 同 于 y/ 的 测 地 线 

侣 存在 从 已 到 9 的 单 参 测 地 线 族 ， 其 中 一 条 是 y . 
演 忆 9Ee7/ 是 共 示 点 对 售 上 存在 不 恒 为 零 的 雅 可 比 场 ， 它 在 己 和 9 点 

为 零 . 

hr) Xis(r) 


图 7-12 nw” 和 1" 描述 同一 分 离 情况 图 7-13 s 和 nn 是 一 对 共 轩 点 ，s 和 d 不 是 
这 一 逻辑 关系 有 助 于 澄清 两 个 微妙 问题 ， 下 面 用 问答 方式 讲述 (约定 7 是 测 地 线 ). 

间 设 p,qey 是 共 轩 点 对 , 是 否 一 定 存在 从 p 到 gg 的、 与 7 无限 邻近 而 又 不 
同 于 7 的 测 地 线 ? 


答 和 否 . 因为 上 述 远 辑 关系 中 的 二 不 能 改 为 心 .的 确 存在 这 样 的 情况 ， 其 
中 p,q ey 共 罗 ,但 就 是 找 不 到 从 p 到 9 的、 与 7 无 限 邻 近 而 又 不 同 于 7 的 测 地 线 
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( 略 ). 
问 设 存在 一 条 过 p,q ey 而 又 不 同 于 7 的 测 地 线 y"， 可 否 肯 定 p，9 共 瑟 ? 
答 ” 否 .因为 只 存在 y" 不 足以 保证 p，9 之 间 存 在 单 参 测 地 线 族 ， 其 中 一 条 
是 yy， 反例: 把 图 7-13 的 大 国 弧 yy 延长 至 d 点 ， 把 所 得 的 大 半 个 大 图 缴 记 作 产 ， 
则 s,d Ee 六 ,而 且 存 在 一 条 过 s，d 而 又 不 同 于 六 的 测 地 线 y" (小 半 个 大 辆 弧 )， 但 
5,d e 了 不 是 共 示 点 对 ， 因 为 (直观 地 说 ) 不 存在 联结 s，d 的 与 “无 限 邻 近 ” 的 测 
地 线 (y” 当然 不 邻近 )， 或 者 (准确 地 说 ) 不 存在 满足 要 求 的 雅 可 比 场 77?、 
共 却 点 对 在 线 长 问题 上 的 重要 意义 见 83.3， 其 在 奇 性 定理 证 明 中 的 作用 见 
Wald(1984)P.223~233. [选读 7-6-3 完 ] 


§7.7 爱 因 斯 坦 场 方程 


既然 物质 分 布 产生 引力 ， 而 引力 表现 为 时 空 弯曲 ， 一 个 自然 的 猜想 是 时 空 曲 
率 要 受 物质 分 布 的 影响 ， 物 质 分 布 由 能 动 张 量 Tus 描写 ， 因 此 应 存在 一 个 把 时 空 
曲率 与 Ts 相 联系 的 方程 考虑 到 牛顿 引力 论 应 是 广义 相对 论 的 弱 场 低速 近似 ， 
测 地 偏离 方程 (7-6-8) 与 牛顿 引力 论 的 潮汐 力 表达 式 (7-6-1) 的 对 比 提供 了 寻求 (猜测 ) 
这 个 方程 的 重要 线索 ， 由 于 式 (7-6-8) 的 性 是 用 we 而 非 1 定义 的 ， 为 便于 对 比 ， 
应 把 式 (7-6-1) 的 4 改 为 w . 设 {x } 为 3 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 系 , 则 式 (7-6-1) 可 写成 


A 2 - a Yaw _ 2 ] ww 34 
a =a | 一 | =| 一 =- | 一 | ww 一 | 一 
Bx Br ) dr Ox Ox’ (Ox' 
ey (RL 0 |__ 0 ||_ pa ae 
Ee (CE) me 


这 是 按 牛顿 引力 论 得 出 的 潮汐 加 速度 , 应 是 按 广义 相对 论 求 得 的 af 的 近似 . 因此 ， 
上 式 与 式 (7-6-8) 的 对 比 暗 示 如 下 对 应 关系 : 
Rpa’Z"Z" < 0069 (7-7-1) 
上 指标 c 与 下 指标 b 缩 并 得 
Rug’2°2" © 0,0°p = VG=4np=4nT,y2°24, 

其 中 V”p=4np 是 牛顿 引力 论 中 的 泊 松 方程 ， 最 后 一 步 用 到 $6.4 开头 第 3 点 的 (a) 
(把 该 式 的 4 改 为 p) ”以 上 对 应 关系 使 我 们 希望 下 式 成 立 : 

RuZ"Z4 =4nT,y2°24, (7-7-2) 
满足 上 式 的 最 简单 假设 为 


Rs =4nT,,. (7-7-3) 
事实 上 ， 爱 因 斯 坦 最 初 就 是 这 样 假设 并 公开 发 表 的 .然而 ， 由 86.4 可 知 能 动 张 量 
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Tu 满足 8"7 =0 ， 利 用 87.2 的 最 小 蔡 换 法 则 便 有 V"“T2 = 0 ， 故 式 (7-7-3) 导 致 

VeRw =0， (7-7-3') 
而 这 将 导致 物理 上 难以 接受 的 推论 。 由 比 安 基 恒等式 VisRja* =0 缩 并 得 
VisRscja” =0 ， 因 而 

0=VoRos +VeRd +TVbR =VoR 一 VR + VR 
用 度 规 把 下 指标 4 上 升 并 与 下 指标 5b 缩 并 得 
0=V,R" —VR+V,R =2V°R,, -VR, 
所 以 式 (7-7-3) 要 求 
V.R=0. (7-7-4) 
这 是 式 (7-7-3) 给 Ros 强加 的 额外 条 件 . 为 说 明 这 一 条 件 的 不 可 接受 性 ， 令 
T= 8%T ， 用 度 规 把 式 (7-7-3) 的 下 指标 上 升 并 与 下 指标 a 缩 并 得 R=4nT . 故 
式 (7-7-4) 导 致 V.T =0, 即 了 在 整个 物质 场 中 为 常数 . 以 理想 流体 为 例 , 由 式 (6-5-1) 
(把 式 中 的 w 改 为 P) 得 
T=T =pU +p(6, +UU")=-p+3p, 

在 牛顿 近似 下 有 p>> p, 故 Ts~p，, 因而 7 为 常数 意味 着 能 量 密度 p 在 整个 流体 
场 中 为 常数 ， 这 与 物理 上 知道 的 理想 流体 的 情况 显然 不 符 ， 所 以 式 (7-7-3) 必 须 修 
改 ， 问 题 出 在 Y“T =0 而 V*Rs 不 应 为 零 ， 如 果 能 够 找到 一 个 (0, 2) 型 对 称 张 量 
Co, 它 既 自动 满足 Y"Cw =0 ,又 能 在 代替 Ro 写成 类 似 于 式 (7-7-3) 的 等 式 后 仍 导 
致 式 (7-7-2)， 困 难 便 可 克服 ， 爱 因 斯 坦 果然 找到 了 这 一 张 量 ( 故 称 爱 因 斯坦 张 量 ， 
见 83.4 定义 3 及 定理 3-4-8. )， 即 


Gp=R,,— SRgo, ， V°G,, =0， (7-7-5) 
他 用 方程 Gw = 8r7。 代替 式 (7-7-3)， 亦 即 假定 
Ru 一 3 R go = BnT,,. (7-7-6) 


方程 (7-7-6) 既 与 VT =0 相 容 ， 又 可 在 牛顿 近似 下 (Ts -p ) 回 到 我 们 希望 的 式 
(7-7-2)、 首 先 ， 由 式 (7-7-6) 得 8nT. = Ra -236.8 =R-2R=-_R， 即 
R=- gnT, 01-7.7) 
可 见 式 (7-7-6) 导 致 
Ry =8rTw + DoR =8rTw + 8nT) =8n(T, -sa7) 
从 而 
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1 
RZ°Z* =8n(T,,2°2? 二 gabpZ°2°T)= 8r(P+77) 


1 
兰 8x (-5PD)=4rp=4rTasZ 2 


而 这 正 是 式 (7-7-2)， 于 是 爱 因 斯 坦 把 式 (7-7-6) 作 为 描述 时 空 曲 率 与 物质 场 关 系 的 
方程 ， 并 于 1915 年 11 月 发 表 ， 后 人 称 之 为 爱 因 斯 坦 场 方程 ， 是 广义 相对 论 的 一 
个 基本 假设 . 

阅 氏 时 空 处 处 有 Rese = 0, 故 Gas =0， 由 爱 因 斯 坦 方程 知 Ts = 0. 然而 ,没有 
物质 还 有 物理 学 吗 ? 实际 上 ， 狭 义 相对 论 物理 学 研究 各 种 物理 客体 的 运动 及 各 种 
相互 作用 ， 但 却 忽略 它们 之 间 的 引力 作用 ， 亦 即 忽略 各 物理 客体 产生 的 引力 场 ， 
因此 时 空 近似 平 直 . 可 见 狭 义 相对 论 物理 学 是 广义 相对 论 物 理学 在 引力 (时 空 曲率 ) 
可 忽略 时 的 近似 ， 只 要 引力 不 可 忽略 ， 时 空 就 不 能 近似 看 作 平 直 ， 原 则 上 就 不 能 
使 用 狭义 相对 论 . 

7w=0 是 一 类 重要 的 特殊 情况 ， 这 时 的 爱 因 斯 坦 方程 成 为 

Ry -DRgo =0， (7-7-8) 


叫做 真空 爱 因 斯 坦 方程 . 选 定 坐标 系 后 , 里 奇 张 量 的 分 量 R 可 由 度 规 分 量 8,, 及 
其 偏 导数 (直至 2 阶 ) 表 出 [ 见 式 (3-4-21)], 而 且 Ri 对 gwv 的 依赖 关系 是 高 度 非 线性 
的 .” 所 以 式 (7-7-8) 可 看 作 关于 未 知 函 数组 8,, 的 一 组 非 线性 2 阶 偏 微分 方程 ， 每 


个 解 8 就 是 一 个 真空 度 规 ， 闵 氏 度 规 自然 是 方程 (7-7-8) 的 解 ， 但 方程 (7-7-8) 的 解 
却 可 以 是 弯曲 度 规 ， 一 个 重要 例子 是 施 瓦 西 在 爱 因 斯 坦 方程 发 表 不 到 一 年 后 找到 
的 真空 度 规 ， 详 见 88.3 和 第 9 章 . 
不 难 证 明 Tas = 0 时 标量 曲率 R 为 零 , 因而 真空 爱 因 斯 坦 方程 (7-7-8) 可 简化 为 
Rap =0, (7-7-8) 
这 表明 真空 度 规 (真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 ) gu 的 黎 曼 张 量 等 于 其 外 尔 张 量 ( 见 83.4 
定义 2)， 一般 非 零 . 
Ts #0 的 式 (7-7-6) 称 为 有 源 爱 因 斯 坦 方程 ， 它 很 像 闵 氏 时 空中 的 有 源 麦 氏 方 
程 ,但 有 一 个 重要 区 别 ， 对 于 麦 氏 方程 ， 可 以 在 场 源 (4 电流 密度 下 ) 指 定 的 前 提 下 
对 未 知 重 Fa 求解 . 看 来 ,对 爱 因 斯 坦 方程 也 可 以 先 指定 Ta (作为 已 知 量 ) 再 求解 未 
知 量 gw， 然而 这 里 有 一 个 问题 : 在 gw 不 明确 时 Tuw 意义 不 明 .以 压强 为 零 的 理想 
流体 (尘埃 ) 为 例 . 所 谓 给 定 尘 埃 这 一 物质 场 ,就 是 给 定 其 4 速 场 "和 固有 密度 场 p. 
竺 埃 的 能 动 张 量 Ts = pUsU。， 其 中 U。 = ga.U°. 因此， 只 要 go 尚未 明确 ，Ti 就 意 


@ 具体 地 说 ，G, 对 gur 的 2 阶 导数 的 依赖 是 线性 的 。 对 g,, 的 1 阶 导 数 的 依赖 是 2 次 的 . 更 精 的 是 G,, 还 
含有 8 的 逆 8 (用 于 升 指标 )， 当 表 为 g,, 的 函数 时 就 非常 复杂 - 
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义 不 明 .再 者 ,4 速 场 应 该 类 时 且 归 一 ， 而 这 两 个 概念 都 涉及 度 规 go， 在 gap 
为 未 知 量 时 把 看 作 已 知 量 也 说 不 清楚 . 可 见 把 gw 和 Tap 分 别 作 为 未 知 量 和 已 知 
量 的 做 法 不 妥 . 爱 因 斯 坦 方程 与 麦 氏 方程 的 这 一 区 别 的 根源 是 : 在 麦 氏 理论 中 时 空 
背景 ( 闵 氏 时 空 ) 早 已 约定 ， 给 定 4 电流 矢量 了 也 就 使 方程 v*F, = -~ 4mJ 的 右边 
。 -4rgxey 成 为 已 知 量 ; 对 爱 因 斯 坦 方程 ， 描 述 时 空 背景 的 gw 是 待 求 量 ， 它 偏偏 不 
但 出 现在 方程 左边 而 且 出 现在 右边 , 因此 不 能 简单 地 认为 右边 可 作为 已 知 量 事先 给 
定 . 求解 爱 因 斯 坦 方程 时 应 该 把 描述 物质 场 的 量 (对 尘埃 就 是 "和 pp) 与 ga 一 同 作 
为 未 知 量 联 立 求解 ，88.4 将 给 出 一 个 求解 实例 ， 那 里 的 物质 场 是 电磁 场 . 

爱 因 斯 坦 方程 的 非 线 性 性 使 到 加 原理 不 成 立 ， 这 会 导致 诸多 后 果 ， 例 如， 方 
程 的 两 个 解 之 和 并 非 方程 的 解 ， 这 是 与 麦 氏 方程 的 又 一 重大 区 别 . 

爱 因 斯 坦 张 量 满足 V*G。, = 0 [ 见 式 (7-7-5)] ， 因 此 爱 因 斯 坦 方程 蕴含 VeTw 
=0 ， 这 一 方程 包含 着 关于 物质 运动 的 大 量 信息 ， 事 实 上 ， 对 理想 流体 ， 它 就 是 
物质 场 的 运动 方程 (参见 $6.5)， 对 压强 为 零 的 理想 流体 ， 即 尘埃 ， 由 VT,, = 0 可 
知 尘 埃 粒子 的 世界 线 为 测 地 线 [参见 式 (6-5-8) 及 其 后 的 几 句 话 ]. 这 一 结论 还 可 推广 
至 任何 自 引力 足够 弱 的 足够 小 的 物体 [Fock(1939); Geroch and Jang(1975)]， 可 见 ， 
87.1 关于 自由 粒子 世界 线 为 测 地 线 的 假设 不 再 是 独立 假设 . 


87.8 线性 近似 和 牛顿 极限 
7.8.1 线性 近似 [线性 引力 论 (linearized theory of gravity)] 


爱 因 斯 坦 场 方程 的 非 线性 性 给 求解 以 及 整个 广义 相对 论 带 来 许多 困难 ， 在 大 
多 数 情 况 下 引力 场 很 弱 ， 这 时 可 用 近似 处 理 把 场 方程 变 为 线性 方程 ， 从 而 使 问题 
大 为 简化 .在 4 维 语言 中 ， 弱 引力 场 意味 着 时 空 度 规 gs 接近 闵 氏 度 规 mp.” 用 下 
式 定义 ji 

Bab =Top + Yab» (7-8-1) 

则 yo。“ 很 小 ”， 其 含义 是 yos 在 7 的 某 个 洛 伦 兹 坐标 系 的 分 量 满足 1y,, 1<<1 ， 
以 致 Xi 的 2 阶 和 高 阶 项 都 可 忽略 .这 一 近似 条 件 使 yo 可 被 当 作 闵 氏 时 空中 的 某 
种 物理 场 (类 似 于 电磁 场 ) 来 处 理 . 它 和 一 般 物 理 场 的 区 别 在 于 它 与 ,之 和 就 是 时 
空 度 规 gp, 从 这 一 角度 来 说 (加 之 ys“ 很 小 ”), ys 又 可 看 作对 1 的 一 种 微 扰 . 为 
了 方便 和 避免 混淆 ， 我 们 约定 张 量 的 指标 升降 一 律 用 7 和 7 (而 不 是 g* 和 gos) 
进行 ， 只 有 一 个 例外 ， 那 就 是 8*， 它 仍 代表 gu 的 道 而 不 是 7“zozg。 ， 在 线性 近 
似 下 由 式 (7-8-1) 不 难得 知 


@ 在 线性 引力 论 中 通常 只 讨论 背景 流 形 为 R* 的 时 空 ， 即 (R!，gws)， 因 此 闲 氏 度 规 7。 有 意义 . 
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8 = 了 一 ] 邓 ， (7-8-2) 
因为 由 此 可 得 ggs。 = 5"。 (7 的 2 阶 项 ). 设 9。 和 VV 分 别 是 与 ns 和 gas 适 配 的 导 
数 算 符 ， 则 由 式 (3-2-10) 知 ga 在 洛 伦 兹 系 的 克 氏 符 ( 亦 即 3。 与 Vo 之 “ 差 ”) 为 


T=" 080 + bgs — 0286s)» (7.8.3) 
把 式 (7-8-1) 和 (7-8-2) 代 入 上 式 且 只 保留 的 1 阶 项 得 
TW = Bop + Os7os Buy， 0.8.4) 


利用 W's 本 身 为 1 阶 小 这 一 性 质 ， 把 上 式 代入 式 (3-4-20) 可 得 gw 的 ( 降 指标 ) 黎 
曼 张 量 的 1 阶 近似 ( 称 为 线性 黎 曙 张 量 ) 


RE =3s8loyas -Botoyoa， (7-8-5) 
用 wm” 对 上 式 升 指标 后 缩 并 可 得 ga 的 里 奇 张 量 的 1 阶 近 似 (线性 里 奇 张 量 ) 
RY =0°0(7we —$0°0.7o — L006y ， (7-8-6) 


其 中 y= =n“yos. 由 此 易 得 爱 因 斯 坦 张 量 的 1! 阶 近似 ( 称 为 线性 爱 因 斯 坦 张 量 ) 
G8 = RY dnaR" =araoroe- Buyu 2 Ondo ~ Dhap(0r0 yes ~ O70:p) . 
(7-8-7) 
于 是 
0‘0(arwe — ra 一 3 - Ju (8387 — 0°07)=8nT,, (7-8-8) 


称 为 线性 爱 因 斯 坦 方程 (linearized Einstein equation)， 令 


ji | 
job 三 Yo 一 了 Top 了 (7-8-9) 
则 线性 爱 因 斯 坦 方 程 又 简化 为 
30°07 + Odio7oye T1100! Fy =8nTa (7-8-8) 


用 =m*8。 作 用 于 上 式 左边 , 结果 为 零 ， 可见 上 式 保证 7,s =0. 这 有 重要 物理 
意义 ， 它 表明 线性 引力 论 中 的 能 动 张 量 的 散 度 为 零 ， 从 而 保证 能 量 、 动 量 、 角 动 
量 等 守恒 律 在 线性 引力 论 (作为 一 种 物理 理论 ) 中 也 成 立 . 
式 (7-8-8) 还 可 简化 ， 为 此 先 复习 一 个 很 有 启发 性 的 例子 ， 闵 氏 时 空 的 麦 氏 方 
程 0°Fs =- 4mJ 可 用 电磁 4 势 A。 表 为 [ 见 式 (6-6-30)] 
0°0, hy —0,0°A, =— 477,. (7-8-10) 
设 x 为 任 一 标量 场 ， 则 4 的 如 下 变换 
A=A+0Y (7-8-1D) 
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叫 规范 变换 ， 因 为 4 与 4 对 应 着 相同 的 Fas. 选择 洛 伦 兹 规范 
0°A,=0， (7-8-12) 
则 式 (7-8-10) 简 化 为 
0°0,h, =— 4rl,. (7-8-13) 
在 线性 引力 论 中 也 存在 十 分 类 似 的 规范 自由 性 . 设 ? 是 任意 无 限 小 矢量 场 (“ 无 
限 小 ”是 指 终 的 分 量 6* 足够 小 ， 以 致 其 自我 乘积 或 与 yop 的 乘积 都 可 看 作 2 阶 量 
而 略 去 ，)，7yos 的 如 下 变换 
Pap = Yap + Oa + O66 (7-8-14) 
叫 线性 引力 论 的 规范 变换 ， 因 为 由 3. 同 0, 的 可 交换 性 不 难 验证 7 +7s 与 
7uw + Yas 有 相同 的 线性 黎 曼 张 量 . RV, 的 不 变性 导致 RV 和 G9 的 不 变性 ， 因 此 ， 
若 yo 是 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-8-8) 的 解 ， 则 ,也 是 .规范 不 变性 使 我 们 可 从 众多 
等 价 的 ys 中选 一 适当 者 ( 即 选 适当 规范 ) 来 简化 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-8-8)、 仿 照 4。 


选择 洛 伦 效 规范 (7-8-12) 的 做 法 ， 下 面 将 证 明 在 等 价 类 中 存在 一 个 子 类 ,其 中 任 一 
Yap 对 应 的 Fs 满足 下 式 : 


97 =0  ( 称 为 线性 引力 论 的 洛 伦 兹 规范 条 件 ). (7-8-15) 
由 上 式 可 知 这 类 五,, 的 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-8-8”) 右 边 第 二 、 三 项 为 零 , 于 是 简化 为 
0°0.7,, =—16nT,,, (7-8-16) 


与 式 (7-8-13) 十 分 相似 ! 下 面 补 证 式 (7-8-15) 总 可 通过 选择 5° 得 到 满足 ， 设 元 ,不满 
足 式 (7-8-15)， 欲 选 如 使 由 式 (7-8-14) 决 定 的 亏 。 对 应 的 
= (Fn) 

满足 式 (7-8-15)， 由 式 (7-8-14) 出 发 的 简单 计算 表明 Bt 元。 = 元。 + 56,6, ， 因 此 ， 
只 要 选 忆 满足 

08 和 =— OP7,, ， (7-8-17) 
便 能 保证 3 元 。 = 0. 满足 式 (7-8-17) 的 名 必定 存在 ， 因 为 在 惯性 坐标 系 中 写 为 分 量 

O65, FE, PE, FE A 
形式 后 就 是 如 下 的 熟知 方程 :一 一半 + 二 学 + Er nt ， 在 7 给 定 


后 ， 其 解 不 但 存在 ， 而 且 很 多 . 
( 污 7-8-1] 
正文 中 用 主动 语言 介绍 了 线性 引力 论 的 规范 变换 .在 被 动 语言 中 ， 这 一 变换 
是 如 下 的 无 限 小 坐标 变换 : 
= 太一 EY(X) (括号 中 的 x 是 x 的 简写 )， (7-8-18) 
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其 中 E(x) 是 四 个 无 限 小 (任意 小 ) 的 任意 函数 ， 详 见 Misner et al.(1973)P.439-440. 

前 面 从 式 (7-8-3) 推 得 式 (7-8-4) 时 忽略 了 诸如 yes8uys 的 项 ,理由 是 yo 和 Osypg 
都 为 1 阶 小 ， 因 而 两 者 乘积 为 2 阶 小 、 然 而， 为 什么 7 只 是 1 阶 小 能 保证 0,yww 也 
是 1 阶 小 ? 先 考虑 函数 j(z)=xcosr . 设 xx 为 小 量 ， 则 Jo 为 1 阶 小 , 但 
df/dx=cosx-xsinxr~ cosx 却 不 是 1 阶 小 量 . 于 是 式 (7-8-4) 似 乎 成 了 问题 ， 下 面 
说 明 这 一 问题 其 实 并 不 存在 . 

因为 gas 是 爱 因 斯 坦 方程 Gs =8nTs 的 一 个 确定 解 (“ 死 ”的 )， 所 以 
Yap =8w 一 11ab 是 一 个 确定 的 度 规 ， 由 于 它 的 分 量 满足 1y,1<<1 ， 可 以 说 它 “ 很 
小 ”. 但 既然 它 是 确定 的 ， 就 不 能 说 它 无 限 小 (无 限 小 涉及 变化 趋势 )， 为 使 “1 阶 
小 ”、“2 阶 小 ”的 提 法 更 为 合法 ， 可 以 考虑 一 个 单 参 度 规 族 (one-parameter family 
of metrics) gap(s) (其 中 s 代表 参数 )， 满 足 8up(0)= mas . 令 


| 
Hap = dgap /dsls-o= lim [ga (s) —176] ， 


则 8u(3)=7op + SHap + O(s*). (7-8-19) 
令 yap(s)= spHop + O(s*), (7-8-20) 
则 Bab(s) = Tap + yop(s). (7-8-21) 


式 (7-8-1) 中 的 gob 和 yop 是 “ 死 ” 的 ， 现在 的 gap(s) 和 yos(s) 是 “ 活 ” 的 ， 它 们 随 s 
而 变 . 式 (7-8-1) 的 yop“ 很 小 ”对 应 于 式 (7-8-21) 的 ys(s) 在 s 很 小 时 “很 小 ”( 即 s<<1 
时 slJv1<<1)， 与 前 面 关于 f(x)=xcosx 的 讨论 的 区 别 在 于 0,yww 是 对 时 空 坐标 
求 导 而 不 是 对 小 量 参 数 5 求 导 ( 求 导 时 s 不 变 )， 故 由 yog ~ sp 有 Osyba ~ sDs pa ， 
从 而 OY ~O(s)， 即 66yp 为 1 阶 小 . 

[选读 7-8-1 完 ] 


7.8.2 ”牛顿 极限 


本 小 节 证 明 牛 顿 引力 论 可 以 看 作 广 义 相对 论 在 弱 场 低速 条 件 下 的 极限 情 
况 ， 先 对 “ 弱 场 低速 条 件 ” 做 一 解释 ， 以 地 球 周围 的 引力 场 为 例 ， 它 相应 于 一 个 
略微 弯曲 的 度 规 场 gw =7os +yos ,其 中 ys 是 “小 量 ”. 在 图 7-14 中 , E 和 了 D 分 
别 代表 地 球 和 地 面 大 炮 发 出 的 炮弹 的 世界 线 (两 者 的 相对 速率 weo <<1)，h 代表 字 
窗 射 线 中 某 “ 高 速 ”kh 子 的 世界 线 . “高 速 ”是 地 球 观 者 的 看 法 ，k 子 则 认为 自 
己 不 动 而 E 在 高 速 运动 ， 总 之 是 两 者 的 相对 速率 大 到 接近 光速 (us <1)， 作 为 平 
直 度 规 场 ，7w 有 许多 惯性 坐标 系 , 例如 以 E 的 世界 线 为 一 条 1 坐标 线 的 惯性 系 {1 
*} 和 以 上 的 世界 线 为 一 条 + 坐标 线 的 惯性 系 {r， x") ,两 者 之 间 差 一 个 伪 转动 . 地 
球 、 炮 弹 以 及 汽车 、 飞 机 等 相对 于 {4, x] 系 的 3 速率 都 很 小 , 而 相对 于 {rx" 系 
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的 3 速率 都 很 大 . “ 弱 场 低速 极限 ”应 理解 为 : 存在 7u 的 
惯性 坐标 系 (对 上 例 是 指 {, x]), 其 中 所 有 关心 的 物体 的 从 
标 速率 都 很 小 于 1 (因此 不 能 用 牛顿 理论 在 {r, x'} 系 中 讨 . 
论 涉 及 kh 子 的 问题 ), 而 且 17y,, 1=1g8jy -uv 1<<1. 

具体 地 说 ，“ 弱 场 低速 ”条 件 保证 存在 Wu 使 
Yop = gop -Naw 为 “小 量 ”， 而 且 存 在 7 的 惯性 坐标 系 {1 
x ， 满 足 : 

(0 引力 场 源 的 能 动 张 量 Tw 在 该 系 可 表 为 图 7-14 地 球 E、 炮弹 D 

Ts = p(dt), (dt), ; (7-8-22) 和 h 子 的 世界 线 

就 是 说 ，72 在 该 系 中 只 有 时 -时 分 量 Too (时 - 空 分 量 To 为 
零 是 因 物 体 速度 很 小 导致 动量 密度 很 小 ， 空 - 空 分 量 Tj 为 零 表明 3 维 应 力 与 质量 
密度 相 较 可 忽略 ,例如 地 心 的 压强 p 只 有 密度 p 的 10" 倍 . )， 可见， 虽然 在 广义 
相对 论 中 物质 场 的 能 动 张 量 Ts 的 各 个 分 量 对 时 空 弯曲 都 有 贡献 ， 但 在 牛顿 引力 
论 中 (正如 入 们 早已 知道 的 那样 )， 只 有 质量 密度 p 才 对 引力 场 有 所 贡献 . 

(2) (a) 引力 场 源 低速 运动 导致 时 空 几何 缓慢 变化 ， 故 9718 可 忽略 ; 

(b) 物体 低速 运动 导致 其 4 速 "近似 等 于 {1, zj 系 的 观 者 的 4 速 Ze 

[=(0/01)°], ， 即 w =2°. 

洛 伦 效 规范 下 的 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-8-16) 在 上 述 近似 下 可 用 下 法 化 简 : 

式 (7-8-16) 左 边 的 分 量 =0°0,7,, = Bao7 + .9,7 和 01817 = V27， 
其 中 第 三 步 用 到 近似 条 件 (2)，vV? 是 3 维 坐 标 系 {x 1] 的 导数 算 符号 的 平方 ,而 由 近 
似 条 件 (1D 可知 式 (7-8-16) 右 边 的 分 量 当 p=v=0 时 -16rp ， 其 他 分 量 为 零 ， 即 


p 


V70 =-16rp， (7-8-23) 
V27o; =0， (7-8-24) 
V7 =0. (7-8-24') 


方程 (7-8-24) 及 (7-8-24') 在 无 限 远 表 现 良好 的 唯一 解 元 ; 及 元 为 常数 ,而 借助 一 个 规 
范 变换 又 可 把 这 常数 变 为 零 ， 所 以 元 , 的 唯一 非 零 分 量 为 fm ， 它 满足 方程 
(7-8-23). 令 


=— 了 yo (7-8-25) 
并 把 乡 解释 为 牛顿 引力 势 ， 则 方程 (7-8-23) 便 成 为 牛顿 引力 论 中 熟知 的 泊 松 方程 ; 
Vg=4np. (7-8-26) 


7 的 唯一 非 零 分 量 为 7oo 的 结论 也 可 用 张 量 等 式 表 为 
Yop = Foo (dt), (dr)s =—4¢ (di), (dr), . (7-8-27) 
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于 是 
7 =17 = Foon* (dD), (dD), =— Foo = 4 0-8.28) 
1 四 
而 由 yap -Fo+3nay 1 得 y=7yop = Fe + 3 Ny/2=7 +2y ， 故 y=-7， 
因而 
i 
Ya = Tap ~ FoF (7-8-29) 
借用 式 (7-8-27)、(7-8-28) 可 把 上 式 改写 为 
yop =—M4dD), (a), +27u] (7-8-30) 


在 上 述 基础 上 就 可 导出 牛顿 近似 下 的 质点 运动 方程 . 设 质点 除 引力 外 不 受 力 ， 
则 从 广义 相对 论 角度 看 来 它 的 世界 线 应 为 测 地 线 , 在 7 的 惯性 坐标 系 中 的 方程 为 


re =0， (7-8-31) 


其 中 r+ 是 质点 的 固有 时 ， 牛 顿 近似 下 质点 4 速 Z 所 满足 的 条 件 U"s 2 保证 
Tt( 固 有 时 近似 等 于 坐标 时 ) 及 wu'=dx/dt0(3 速 近似 为 零 ), 故 U" =dx /dt 近 
似 为 (1, 0, 0, 0)， 于 是 式 (7-8-31) 可 近似 表 为 
dx 
dt2 
由 式 (7-8-4) 可 求 得 [ 略 去 厂 右 上 方 的 (1)] 


=—Th0. (7-8-32) 


1 1 8X 
To ==7" (yo00 + yo00 -Yo00)=-~— =0, 
%=77 (Yo00 + Yoo0 — Yo0.0) 2 6 
1 ~_ls __1o ; 
T= 37 (00 + Yor0 ~ oo -7 pe i=1, 2, 3, (7-8-33) 


(其 中 第 二 步 是 由 于 yo = 万 0+ 二 Yo =0.) 故 式 (7-8-32) 在 4=0 时 给 出 恒等式 ， 


在 4=i 时 给 出 3 -3 
yoo = Foo12= 26 ,代入 上 式 , 注 意 到 式 (7-8-25), 得 dxi1/dr? = 一 89%/8x .而 dz /dt? 
是 质点 相对 于 惯性 坐标 系 人 的 3 加速 的 ;分 量 ， 故 上 式 可 表 为 3 矢量 等 式 
d=-Vg. (7-8-34) 
这 正 是 牛顿 引力 论 中 只 受 引力 的 质点 的 运动 方程 。 式 (7.8-26) 和 (7-8-34) 是 牛顿 引 
力 论 的 基本 方程 ， 可 见 牛顿 引力 论 可 看 作 广义 相对 论 的 弱 场 低速 极限 ， 由 
$= -4760 = yoo (07-8-35) 


得 go =7oo+yoo=- (1+2g) ,或 


(i=1, 2, 3)， 再 由 式 (7-8-29) 、 (7-8-28) 得 
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$=-30+ gw). (7-8-36) 


这 反映 牛顿 近似 下 度 规 分 量 goo 同 牛顿 引力 势 的 密切 联系 .再 以 图 7-10 的 小 球 1， 
2 为 例 ， 选 os 的 惯性 系 {f x, y, z} 使 z 轴 竖 直 向 上 ， 则 式 (7-6-8) 中 的 2° = (3/30?. 
注意 到 式 (7-6-7), 可 把 式 (7-6-8) 改 写 为 4 =-Rowo 4 ,其 z 分 量 为 4* = 一 Rowo.X (不 
对 z 求 和 ). 在 牛顿 近似 中 对 + 的 导数 可 忽略 ， 故 由 式 (7-8-5) 得 Ro0. = 


Soyo/0e? =029/9z? =d?p/dr? ,因而 下 =-(d2g1dr2)4: ,与 式 (7-6-2) 一 致 .这 


是 如 下 结论 的 一 个 验证 : 广义 相对 论 中 由 曲率 张 量 按 式 (7-6-8) 决 定 的 潮汐 加 速度 
在 弱 场 低速 近似 下 回 到 牛顿 力学 按 式 (7-6-2) 决 定 的 潮汐 加 速度 . 


87.9 引力 辐射 


引力 场 同 电磁 场 的 相似 之 处 使 人 期 望 广义 相对 论 存在 与 电磁 辐射 类 似 的 引力 
辐射 .事实 上 , 爱 因 斯 坦 方程 存在 以 光速 传播 的 波动 解 一 事 从 广义 相对 论 诞生 不 久 
就 已 为 人 所 知 ， 然 而 在 相当 一 段 时 间 内 引力 波 的 真实 性 一 直 受到 怀疑 ，Eddington 
在 1922 年 提出 如 下 疑问 : 引力 波 解 可 能 只 代表 时 空 坐标 的 波动 , 因而 没有 观测 效 
应 .情况 从 20 世纪 50 年 代 开 始 出 现 转机 ，Bondi 及 其 合作 者 们 借用 不 依赖 于 坐 
标 系 的 手法 证 明 引 力 波 的 确 携带 能 量 、 动 量 以 及 系统 在 发 射 引力 波 时 质量 必然 减 
小 ， 使 引力 辐射 的 物理 真实 性 及 其 可 观测 性 逐渐 被 普遍 接受 . 
我 们 先 在 线性 引力 近似 下 对 引力 辐射 问题 做 一 简要 讨论 . 由 7.8.1 小 节 可 知 真 
空 爱 因 斯 坦 方程 的 线性 近似 为 
0°0,7,» =—16nT,,, (7-9-1) 
其 中 7 满足 洛 伦 兹 规范 条 件 
8“7 =0. (7-9-2) 
上 述 规范 条 件 是 受 电磁 场 的 洛 伦 兹 规范 34。 = 0 启发 而 得 的 . 然而 , 条 件 0°A, =0 
并 未 把 A, 完 全 确定 ， 因 为 如 果 令 和 =A。+9sx ,其 中 xz 满足 39,x =0， 则 水 也 
满足 洛 伦 兹 条 件 3°4 =0. 在 讨论 电磁 辐射 时 可 以 利用 这 一 剩余 规范 自由 性 来 选 
择 妨 使 其 在 某 惯性 系 {x?=t, x'} 中 的 为 在 无 源 (J = 0) 区 为 零 " 具体 做 法 如 下 ， 
设 4 是 满足 3"4. =0 的 任 一 4 势 ,其 分 量 为 (4, 可 . 设 古 是 := 的 超 曲面 , 对 
xX 的 初 值 Xls, 及 3X/atlz, 提出 如 下 要 求 : 


外 实际 上 只 能 在 无 源 区 的 这 样 一 些 点 (例如 P) 上 做 到 岛 =0 :过 p 的 光 锥 在 p 和 互 之 间 的 部 分 都 在 无 源 区 中 . 
后 面 说 到 线性 引力 论 中 的 无 源 区 时 指 的 也 是 这 个 意思 - 
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Vxls,=-9-al;,, (7-9-3) 
[a1s, 给 定 后 立 .lx 为 各 上 的 已 知 函 数 ， 珈 上 满足 方程 (7-9-3) 的 函数 x 存在 且 很 


多 .] 

Ox/0tls,=—Ao ls, . (7-9-4) 
令 Xx 为 方程 0。x =0 在 初始 条 件 式 (7-9-3)、(7-9-4) 下 的 解 (方程 90"9。x =0 在 任意 
指定 初 值 xls, 和 3X/atlz, 下 的 解 的 存在 唯一 性 早已 在 数学 上 证 明 )， 我 们 来 证 明 由 
人 和 Ah 按照 hh=Ahs+0x 构造 的 如 在 无 源 区 果然 满足 妨 =0 .首先 ， 由 
处 = 如 +8uX 可 知 负 满足 


0°0, A =0°0, A + O00"0, x =0°0, ho =— 4r1o， (7-9-5) 
A 入 15,=Ao1s,+0x/6t1s,=0 [其 中 第 二 步 用 到 式 (7-9-4)]， (7-9-6) 
0A/01ls, = OA0/0tls, +0°x/0r ls, =D-als, +V2xls,=0. (7-9-7) 


[其 中 第 三 步 用 到 式 (7-9-3) ,第 二 步 是 由 于 0=0°4, =-834o/8r+ 吕 .5 导致 
0h0/9t= 久 .a 以 及 0=8r0sx=- 82z/802+V2z 导致 9x191? =V27 .] 对 无 源 电 
磁场 ， 式 (7-9-5) 成 为 9%9。h% =0 ， 而 此 方程 满足 初始 条 件 式 (7-9-6)、(7-9-7) 的 唯一 
解 是 名 =0. 可 见 是 既 满足 洛 伦 兹 条 件 9°4; = 0 又 满足 入 =0 的 规范 ,这 称 为 辐 
射 规范 (radiation gauge)， 线 性 引力 论 的 情况 与 此 非常 类 似 : 洛 伦 效 规范 条 件 式 
(7-9-2) 并 未 把 完全 确定 ， 因 为 如 果 令 

Yap = yap + Dabs + OE,» (7-9-8) 
其 中 名 满足 

9%,6, =0， (7-9-9) 

则 Fi 也 满足 方程 07-9-1) 和 条 件 式 (7-9-2)， 仿 照 电 磁场 的 做 法 ， 可 以 利用 这 一 剩余 
规范 自由 性 选择 yi 使 其 在 某 惯性 系 {x* =1,x'} 的 分 量 在 无 源 区 (Tw =0 ) 满 足 
7X'=0 ，y6 =0，i=1, 2, 3， 为 此 ， 从 满足 式 (7-9-2) 的 任 一 ys 出发， 以 乌 和 分 
别 代表 名 在 该 系 的 时 、 空 分 量 ， 要 求 初 值 名 已 ,5 ls, ，9g0/0tls, ，85/8tln, 满足 
如 下 方程 : 


2 (9:£ -96/0D) ls =— yls, (7-9-10) 
2 [-V% +V(0E/00)]s, = Oy/0tls, ， (7-9-11) 
[(05/07) + (0%0/0x')]s, =~ ols,, ti ,3， (7-9-12) 


9 (34 Ayo: . 
Vie+-c {20 || = ol EO 3 ， 9 
| 所 ot e192 3 (7-9-13) 
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令 尔 (=0, 1, 2, 3) 为 方程 9%9,6, =0 在 初始 条 件 式 (7-9-10) ~ (7-9-13) 下 的 解 ， 
则 仿照 电磁 场 的 讨论 不 难 证 明 由 = 如,(dx*)。 及 ys 按 式 (7-9-8) 构 造 的 在 无 源 
区 既 满足 洛 伦 兹 规范 条 件 3° 元 , =0 又 满足 y'=0 和 6; =0 ,i=1 , 2 ,3 .从 现在 
起 把 满足 上 述 条 件 的 加 简 记 为 yu . 由 y=0 可 知 元 =yoo ， 于 是 洛 伦 效 条 件 
0"7u =0 与 7oi=0 结 合 导致 


Oyo0/0t =0. (7-9-14) 
从 而 线性 爱 因 斯 坦 方程 (7-9-1) 在 无 源 区 给 出 
V2yw =0. (7-9-15) 


如 果 在 全 时 空 都 无 源 ， 则 方程 (7-9-15) 在 无 限 远 表现 良好 的 解 就 只 能 是 jo= 常 
数 ， 可 以 证 明 (习题 )， 通 过 进一步 的 规范 变换 可 把 yo 变 为 零 ， 同 时 保留 前 面 所 有 
胸 得 成 果 . 因此 ,在 这 一 新 规范 中 有 =0，7oi =0 (i=1, 2, 3) 以 及 ywo =0. 我们 
就 在 这 一 规范 下 讨论 线性 引力 论 的 引力 辐射 ， 单 色 平 面 波 是 真空 线性 爱 因 斯 坦 方 
程 00.yos =0 的 最 简单 解 ， 它 可 表 为 (参见 6.6.5 小 节 对 单 色 平面 电磁 波 的 讨论 ) 

yas = Hos cos(K,x!), (7-9-16) 
其 中 How 是 对 称 常 张 量 场 (“ 常 ”是 指 9.#。s =0), 代表 波 的 振幅 ， 亦 称 偏振 张 量 ; 
有 “是 常 矢量 场 所 (4 波 矢 ) 的 分 量 ， 满 足 (来 自 9°0.y,。 =0) 


K,K*=nwK*K* =0， (7-9-17) 
即 K 是 类 光 矢量 场 ， 表 明 引 力 波 同 电磁 波 一 样 以 光速 传播 . 把 K* 做 3+1 分解 : 
K® = (8/80? +k°, (7-9-18) 
则 w= 和 =k" 可 分 别 解释 为 波 的 角 频 率 和 3 波 和 撩 ， 且 由 式 (7-9-17) 可 知 
w=k°k, =k?. (7-9-19) 
式 (7-9-16) 同 洛 伦 兹 条 件 9"y。。 = 0 结合 得 
HK" =0， A=0 ,1,2,3， (7-9-20a) 


反映 单 色 平 面 引力 波 的 4 维 振幅 Hos 同时 空 传播 方向 :2 正 交 . 式 (7-9-16) 同 yo, =0 
和 y=0 结 合 则 给 出 
Ho, =0， SN (7-9-20b) 
和 
H=n”H,,=0. (7-9-20c) 
由 及 j= Hw 可知 Hos 至 多 有 10 个 独立 分 量 ， 但 它们 还 受 式 (7-9-20) 的 限制 ， 式 
(7-9-20) 共 含 4+ 4+ 1= 9 个 方程 , 但 式 (7-9-20a) 中 的 方程 zu,K* =0 是 式 (7-9-20b) 
的 结果 ， 式 (7-9-20) 的 9 个 方程 中 只 有 8 个 独立 。 因 此 #6s 只 有 10-8=2 个 独立 分 
量 ， 它 们 在 物理 上 代表 平面 引力 波 的 两 种 独立 偏振 态 (偏振 模式 )， 详 见 选 读 7-9-1 


:234 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


之 末 . 
爱 因 斯 坦 方程 是 非 线性 方程 ， 广 义 相对 论 是 非 线性 理论 .虽然 在 许多 情况 下 
可 用 弱 场 近似 ， 但 在 强 引力 场 情况 下 必须 对 非 线性 性 给 予 充分 注意 ， 这 是 引力 波 
与 ( 闵 氏 时 空 的 ) 电 磁 波 的 重要 不 同 . 麦 氏 方程 是 线性 方程 ， 合 加 原理 对 电磁 场 适 
用 ， 同 一 空间 传播 的 两 列 电磁 波 互 不 影响 ， 反之， 一 般 而 言 ， 两 列 引 力 波 之 间 存 
在 相互 作用 (散射 )，Penrose，Khan 和 Szekeres 等 对 平面 引力 波 的 碰撞 问题 曾 做 过 
开拓 性 研究 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 d Inverno (1992). 

下 面 简介 引力 波 的 发 射 ， 先 与 电磁 波 做 一 对 比 ， 如 果 系 统 的 带电 粒子 做 变速 
运动 (相对 于 惯性 系 )， 它 便 发 射电 磁 波 .众所周知 ， 对 辐射 场 的 主要 贡献 来 自 电 
偶 极 辐射 ， 其 次 ( 弱 得 多 ) 是 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 (两 者 量 级 相同 )， 类 似 地 , 在 
牛顿 近似 下 ， 如 果 系 统 的 质点 做 变速 运动 ， 它 便 发 射 引力 波 ， 与 电 偶 极 矩 对 应 的 
是 质量 偶 极 矩 (mass dipole moment) 

万 = 》 mpip (7-9-21) 


质点 P 
其 中 me 和 万 分 别 是 质点 P 的 质量 和 矢 径 ， 上 式 右 边 要 对 系统 中 的 所 有 质点 求 
和 ， 由 于 电 偶 极 辐射 的 强度 正比 于 电 偶 极 矩 对 时 间 的 2 阶 导数 的 平方 ， 可 以 预期 
由 质量 偶 极 矩 贡 献 的 引力 辐射 强度 正比 于 已 . 然而 ， 由 式 (7-9-21) 可 知 
5 已 mp 词 等 于 系统 的 总 动量 万 ， 而 由 动量 守恒 律 可 知 方 =0， 因 此 户 =0 ， 即 
点 忆 


引力 波 中 不 含 对 应 于 电 偶 极 辐射 的 引力 偶 极 辆 射 ， 根 据 电磁 辐射 理论 ， 磁 偶 极 辐射 
的 强度 正比 于 磁 偶 极 矩 对 时 间 的 2 阶 导 数 的 平方 ， 引 力 系统 与 磁 偶 极 矩 对 应 的 量 为 
五 = 》，(P 的 矢 径 ) X 亿 页 献 的 流 矢量 )= 2 x (mpiip) 
质点 P 点 P 

其 中 i 是 质点 P 的 速度 . 上 式 右边 无 非 是 系统 的 总 角 动 量 . 由 角 动 量 守恒 律 可 知 
户 = 0 因此 引力 波 中 也 不 含 对 应 于 磁 偶 极 辐射 的 引力 偶 极 辐射 ， 简 言 之 ,引力 波 
中 不 含 偶 极 辐射 ， 只 有 转 而 研究 四 极 辐射 才 会 得 到 非 零 结果 [ 详 见 Misner et al. 
《1973)P.974~978]. 由 于 四 极 辐射 在 量 级 上 小 于 偶 极 辐射 ， 引 力 系统 发 射 的 引力 波 
在 量 级 上 弱 于 条 件 类 似 的 电磁 系统 发 射 的 电磁 波 

一 般 认为 强 引力 波 的 发 射 源 都 同 剧烈 变化 的 天 体 物 理 过 程 有 关 ， 例 如 星体 晚 
期 的 急剧 的 非 球 对 称 引力 拥 缩 、 超 新 星 爆发 ( 见 9.3.2 小 节 )” 以 及 活动 星系 核 中 的 
剧烈 扰动 等 。 这 时 引力 场 不 弱 ， 线 性 近似 不 适用 ， 对 这 些 过 程 的 严格 处 理 必然 涉 
及 在 非 球 对 称 情况 下 求解 非 线性 爱 因 斯 坦 方程 这 一 艰巨 课题 ， 人 们 对 强 引力 波 的 


@ 根据 Birkhoff 定理 ( 见 8.3.3 小 节 )， 球 对 称 星体 的 任何 球 对 称 演化 (例如 拥 缩 或 振荡 ) 无 论 多 么 剧烈 都 不 会 发 
射 引力 波 , 正如 麦 氏 理论 中 不 存在 球 对 称 电磁 波 那样 [ 电 偶 极 振子 在 远 区 的 球面 波 并 非 球 对 称 电磁 波 , 因为 场 量 下 
各 并 无 球 对 称 性 . 事实 上 , 球 对 称 电磁 波 相 当 于 电 单 极 矩 (monopole) 贡 献 的 辐射, 麦 氏 理论 中 不 存在 这 种 辐射 .] 
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发 射 问题 的 了 解 至 今 还 很 不 完善 . 

既然 广义 相对 论 预言 了 引力 辐射 的 物理 存在 性 ， 引 力 波 的 探测 就 成 为 十 分 重 
要 的 课题 ， 由 于 到 达 太 阳 系 的 引力 波 的 波源 都 很 时 远 ， 被 探测 的 引力 波 完全 可 以 
看 作 平 面 波 ， 并 且 弱 得 使 线性 近似 适用 ， 这 使 引力 波 的 探测 理论 比 发 射 理论 简 
单 . 然而 ， 引 力 波 的 直接 探测 在 实验 上 有 很 高 难度 : 微弱 的 被 测 对 象 对 探测 仪器 
的 灵敏 度 提出 很 高 要 求 ; 探测 实验 还 带 有 “ 守 株 待 免 ” 的 味道 (随时 等 待 较 近 处 较 
剧烈 的 天 体 过 程 带 来 较 强 的 引力 波 )，Weber 于 1966 年 在 Maryland 大 学 开拓 性 地 
建立 了 世界 上 第 一 个 引力 波 探测 器 (一 根 悬 挂 着 的 长 153cm， 直 径 66cm 的 铝 棒 及 
其 附加 装置 ), 经 过 数 年 不 懈 努 力 , 他 宣布 在 两 地 探测 器 上 同时 测 得 引力 波 脉冲 . 遗 
城 的 是 其 他 引力 波 探测 者 对 此 都 未 予 认 证 .例如 ，Tyson 的 探测 器 比 Weber 的 探 
测 器 有 更 高 的 灵敏 度 , 却 丝毫 未 收 到 类 似 脉冲 [ 见 Ohanian(1976); 刘 辽 (1987)]. 1987 
年 2 月， 地 球 上 的 天 文学 家 观测 到 离 银 河 系 最 近 的 河 外 星系 “大 麦哲伦 云 ”中 爆 
发 的 一 颗 超 新 星 (SN1987A， 距 地 球 只 有 16 万 光 年 ，)， 国 外 一 个 小 组 于 1987 年 
宣称 接收 到 来 自 该 超新星 的 引力 辐射 ， 但 也 未 取得 世界 上 其 他 (为 数 不 多 的 ) 引 力 
波 探测 器 的 认证 ， 然 而 ， 对 脉冲 星 由 于 发 射 引力 波 对 自身 运动 的 影响 的 观测 却 异 
军 突起 地 取得 突破 性 成 果 . 脉冲 星 (pulsan) 是 一 种 快速 自转 的 中 子 星 ( 见 9.3.2 小 节 )， 
由 于 某 种 机 制 而 不 断 发 射电 磁 波 .如 果 地 球 位 于 波束 扫射 范围 之 内 ， 就 会 按 准确 
周期 接收 到 射电 脉冲 信号 ， 由 两 颗 恒星 组 成 的 近似 孤立 的 引力 系统 叫做 双星 ， 这 
两 颗 恒星 称 为 子 星 ， 子 星 围 绕 系统 的 质心 公转 ， 根 据 广义 相对 论 ， 子 星 的 这 种 加 
速 运动 会 因 发 射 引力 波 而 损失 能 量 ， 后 果 是 轨道 变 小 和 公转 周期 变 短 ， 与 剧烈 变 
化 的 天 体 物理 过 程 不 同 ， 双 星系 的 引力 场 很 弱 ， 可 用 线性 引力 论 计算 其 引力 波 带 
走 的 能 量 及 由 此 导致 的 轨道 周期 变化 ， 要 使 这 些 效 应 能 被 测量 ， 至 少 应 满足 两 个 
条 件 : 轨道 非常 小 (两 子 星 足够 近 )， 以 使 广义 相对 论 效应 足够 明显 ; @ 有 一 种 
精度 很 高 的 轨道 周期 测量 方法 . Hulse 和 Taylor 在 1974 年 发 现 的 脉冲 双星 PSR1913 
+ 16 正好 满足 这 些 条 件 [脉冲 双星 (binary pulsar) 是 指 一 个 子 星 为 脉冲 星 的 双星 ， 
PSR 是 脉冲 星 的 识别 符 ，1913 和 + 16 分 别 代表 它 的 赤 经 和 赤 纬 (角度 坐标 )]， 该 
双星 的 两 子 星 的 最 大 距离 只 有 10?m 的 量 级 ( 约 1 个 太阳 半径 )， 一 个 子 星 为 脉冲 星 
则 使 条 件 @ 得 以 满足 : 由 于 脉冲 星 所 发 脉冲 的 周期 被 誉 为 “ 钟 一 般 地 准确 ”, Taylor 
及 其 合作 者 们 便 能 以 异常 高 的 精度 观测 ， 从 而 推算 轨道 周期 变化 率 ， 经 过 4 年 来 
上 千 次 的 观测 , 他 们 于 1978 年 宣布 了 对 轨道 周期 变化 率 的 观测 结果 , 与 线性 引力 
论 的 四 极 辐射 公式 计算 的 理论 值 吻合 得 很 好 . 这 是 引力 波 理论 提出 60 年 来 关于 引 
力 波 携带 能 量 的 第 一 个 定量 观测 证 据 ， 虽 然 只 是 间接 的 证 据 ， 他们 后 来 又 对 这 一 
脉冲 双星 继续 观测 并 取得 进步 ， 终 于 获得 1993 年 诺 贝尔 物理 奖 . 
[选读 7-9-1] 

下 面 以 一 个 具体 例子 介绍 广义 相对 论 ( 不 限于 线性 近似 ) 中 的 平面 引力 波 [ 参 
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见 Sachs and Wu(1977)]， 设 {1, x,y, zj 是 阅 氏 时 空 R77) 的 一 个 整体 惯性 系 ， 令 
u=1-zf(u) 和 Eg(W) 是 的 两 个 任意 的 光滑 函数 ， 只 要 求 f?+g? 不 恒 为 零 ， 设 
忆 是 耸 标 Xx，y 和 4 的 如 下 函数 : 
Pew 由 = 二 7 Fy) +e xy, (7.9.22) 
不 难 验证 由 下 式 定义 的 
Bab := Tap + 2P(du), (du), =77 + 2P[(dt), —(dz), J[(dn), —(dz),] (7-9-23) 
是 妥 上 的 一 个 洛 伦 兹 度 规 场 ， 首 先 ， 由 上 式 易 见 8 由 是 对 称 的 ， 其 次 ， 令 
K*" =(0/01)° +(0/0z)", (7-9-24) 
则 容易 验证 gopK*K* =0 , 即 Ke 以 8uw 衡 量 为 类 光 矢 量 场 . 引入 RR 上 的 基底 ( 标 架 ) 
场 
(e) =(0/0x)", (ep) =(0/0y)", (ea)’=K®, 
(es)° =$[(0/0r)° ~(0/0z)"]+ PK®, 
由 直接 计算 (练习 ) 可 知 gap 在 此 基底 的 分 量 8,, = gos(es)"(e,》 排 成 如 下 天 阵 : 
10 0 0 
01 0 0 
000 -| 
0 0 -1 0 
矩阵 有 逆 表明 gos 非 授 化 ,因而 是 度 规 张 量 场 ， 不 难看 出 它 有 洛 伦 兹 号 差 .以 上 讨 
论 表 明 (R'， ga) 是 一 个 时 空 ， 它 与 闵 民 时 空 (R4 mop) 有 相同 的 底 流 形 取 4 而 有 不 同 的 
度 规 场 . 曲率 张 量 的 计算 表明 这 是 一 个 谊 曲 时 空 ( 见 稍 后 的 命题 7-9-1). 由 式 (7-9-26) 
求 得 逆 矩 阵 ， 配 上 式 (7-9-25) 的 基 失 便 得 
8 =(0/0x)" (0/0x)? +(0/0y)" (8/0y)? — (1+2P)O/01)" (6/6) 
+(L-2P)(3/8z)*(8/3z) —2P[(0/01)°(0/0z) +(3/3z)*(8/8D2] . 
以 下 的 指标 升降 一 律 用 g“ 和 ga 
命题 7-9-1 式 (7-9-23) 定 义 的 8o 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 非 平 直 解 . 
证 明 先 用 8$5.7 的 标 架 法 计算 gop 的 黎 受 张 量 Rue 第 一 步 ， 选 用 式 (7-9-25) 
的 标 架 。 由 式 (7-9-26) 可 知 这 是 刚性 标 架 (虽然 非 正 交 归 一 )，§5.7 的 具体 算法 适 
用 .容易 验证 其 对 偶 标 架 为 
(0), = (00), (0, = dp) =F), + Ga- Pw),, (co = (dun),. 


(7-9-25) 


(gw)= (7-9-26) 


(7-9-27) 


(7-9-28) 
第 二 步 ， 由 定理 5-7-4 或 5-7-1 计算 联络 1 形式 ,发 现 非 零 的 ,只 有 如 下 4 个 : 
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-= = We =—(fx+8)) du, 
一 os = 4 = es =—(g8x—fy) du. 
由 式 (7-9-26) 求 逆 易 见 8 史 在 对 偶 标 架 的 分 量 8g 人” 亦 排 成 式 (7-9-26) 右 边 的 矩阵 ， 故 
由 Op =84 av 可 知 非 零 的 ou2 为 
on = =(fxtgy) du, oo =0 =(g8x-fy) du. (7-9-30) 
第 三 步 是 用 嘉 当 第 二 方程 由 av/ 计算 全 部 曲率 2 形式 RR，. 由 于 全 部 非 零 中 ,? 由 
式 (7-9-30) 表 示 ， 有 ww 和 wx? =0， 故 妨 ' =dawiy' ， 于 是 全 部 非 堆 尼 ， 为 
R11=R’=f drAdutg dyAdu=elAe4+8ge2Ae+， 
Ri2 =R3=8drAdu-FdyAdux=8gel Ae*—f eNet. 
由 此 可 得 歼 曼 张 量 
Rape’ = Rapr (e')(e3)’ + Raya (e?)(e3)’ + Rasa (e*),(e1)’ + Rasa (et), (es)! 
=[f (e)s A(e’), + g (e?)a 和 Ce),] [(e')(e3) +(e) (ei)’] 


(7-9-29) 


(7-9-31) 


+ [g (el)a A(e’), ~—f (e?), A(es),] [(e?)o(e)4 + (es), (es)’]. (7-9-32) 
这 是 非 零 张 量 ， 因 为 
Rus = Rape’ (ea)’ (ei)* (es) (el)a = 下 
及 Rex! = Raye’ (es)’ (es)* (es) (el)s = 一 8 


中 至 少 有 一 个 非 零 (开始 时 对 和 8 的 要 求 是 +g? 不 恒 为 堆 )， 这 表明 (Rgap) 
不 是 平 直 时 空 。 由 式 (7-9-32) 不 难 求 得 里 奇 张 量 
Rac = Raye” =(f —f) (es),(e'), =0,° 
可 见 gop 是 真空 爱 因 斯 坦 方 程 的 解 . 口 
为 了 后 面 的 需要 ， 可 由 式 (7-9-32) 导 出 Rascd 的 表达 式 ， 见 如 下 命题 ; 
命题 7-9-2 
Roped =[f (e)a A(e’), + 8 (e?)a le),] (es) le) 
+ [g (e), A(e), —f (e?), Ales),] (es) le). 
证 明 习题 提示 : 用 Rwy = 8uRe ， 注 意 
Bue(e3) = (3)a = 83(e!)a = g34(e’)y = 一 (e),, 
8ie(e) = (es = gu(e)a =(e)a. 口 
鉴于 类 光 和 拓 量 场 K*" 对 引力 波 传播 的 重要 性 ， 我 们 证 明 如 下 命题 ; 


(7-9-33) 


OD 此 式 实 为 Re = 一 (BiBP+8)3P) (e'),(e')。，P 取 式 (7-9-22) 的 特定 形式 使 .0,P= 三 = -9,6,P ,从 而 保证 
Re =0. 
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命题 7-9-3 设 Vb 是 同 8u 适 配 的 导数 算 符 ， 则 VoK“ =0. 

证 明 采用 式 (7-9-25) 的 标 架 及 其 对 偶 标 架 (7-9-28) 并 注意 K”=(e3)”. 由 式 
(05-7 和 可 知 as = 一 (e')。，V=1 ,2 ,3 ,4. 因 为 非 零 的 中" 由 式 (7-9-30) 表 
示 , 所 以 @3'4 =0 ,Vv=1 ,2 ,3 ,4. 于 是 由 上 式 得 7*,, =0，v, f=1 ,2 ,3,4， 
从 而 由 式 (5-7-1) 知 

(er) Vole) =73(e) =0, r=1,2,3,4. 
由 于 (e.)* 是 任 一 基 和 失 ， 上 式 表明 Vl(e3)* =0. 注意 到 (e3)* =K", 便 有 VK =0. 
口 

由 命题 7-9-3 得 K?*VbK" =0 及 VisK。) =0， 可 见 (DKe 的 积分 曲线 是 (类 光 ) 测 
地 线 ; @HK" 是 Killing 矢量 场 . 

以 上 是 数学 计算 结果 . 物理 地 说 ， 上 面 定义 的 弯曲 时 空 (R4, gop) 代表 一 个 引力 
平面 波 ， 由 式 (7-9-23) 可 知 已 是 决定 (了 '，8ob) 的 唯一 可 供 选 择 的 量 ， 因 此 在 研究 引 
力 波 时 首当其冲 应 该 考察 的 就 是 函数 P(X, y, u)， 为 了 帮助 理解 ， 先 看 一 个 简单 特 
例 ， 设 hu) 和 g(u) 可 表 为 

f(u)=Fcosou, g(u)= Gcosou (F，G 和 为 正 的 常数 )， (7-9-34) 
则 2P(x, y, u)=[F(x? —y*)+2Gxy]Jcos (wt~kz) (其 中 k=w)， (7-9-35) 

上 式 的 请 人 之 处 是 它 很 像 某 种 单 色 平 面 波 ， 但 应 注意 , 尽管 (0/91)* 和 (8/8z)4 
用 ow 衡量 分 别 是 类 时 和 类 空 矢量 场 ,用 8 衡量 却 未 必 ， 而 如 果 (8/80D)? 非 类 时 或 
非 类 空 , 就 不 能 把 1, z 分 别 看 作 时 间 和 空间 坐标 ,对 式 (7-9-35) 的 波动 解释 就 遇 到 
困难 .幸好 可 以 证 明 (区 , gop) 中 存在 这 样 的 时 空 区 域 ， 其 中 (9/91)* 和 (0/9z)" 用 gop 
衡量 分 别 为 类 时 和 类 空 ， 因 此 至 少 
在 这 种 区 域 中 可 把 式 (7-9-35) 解 释 为 
沿 z 向 以 光速 c= 1 传播 的 单 色 引力 
平面 波 ，“ 单 色 ” 是 指 有 单一 的 角 
频率 w; “平面 ”是 因为 每 一 时 刻 上 
的 波 阵 面 (等 相 面 ) 是 z 为 常数 的 平面 
(时 刘 ! 的 相位 9= of- 双 只 是 z 的 函 
数 ); “引力 ”是 由 于 gap 代表 引力 
场 . 以 上 是 3 维 语言 ， 用 4 维 语言 
图 7-15 沿 z 轴 正 向 传播 的 平面 引力 波 的 时 空 图 。 ”的 讨论 与 6.6.5 小 节 对 电磁 波 的 讨论 

是 时 空中 的 等 相 面 ，S0 是 如 时 刻 的 波 阵 面 。 类似 (gop 及 其 曲率 Raid 分别 对 应 于 
电磁 4 势 A。 及 电磁 场 Fop), 见 图 7-15. 
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式 (7-9-24) 定 义 的 KR’ 与 之 积 wK" 可 解释 为 4 波 矢 , 因 为 式 (7-9-24) 表 明 wK?“ 在 坐 
标 系 {x,y,z} 的 时 间 分 量 和 空间 分 量 分 别 为 该 系 测 得 的 向 频率 和 3 波 矢 : 
wk" =@, OKI=wOK2=0， OK3 = 大 = 四. 
KK( 因 而 WK") 的 类 光 性 反映 上 述 引力 波 的 相位 ou 以 光速 传播 . 设 G1 和 G2 是 两 个 
惯性 观 者 (以 77 衡量 )， 其 空间 坐标 分 别 为 (x, y, z1) 和 (x, y, z2)， 两 人 在 时 刻 1 一般 
有 不 同 相位 ， 分 别 为 of 一 kz 和 wtl 一 kzs. 设 在 一 段 时 间 二-H 后 G “获得 ” GI 
刚才 (时 刻 如 的 相位 ， 即 
op — kzy = Ot — Kz, 
我 们 便 说 相位 值 Oo0 一 kz 在 时 间 1 一 内 由 G1 传 到 了 Gs， 传播 可 率 自 然 为 
v=(z -a)/(t -人 =wK=1， 
可 见 引 力 波 的 相位 传播 速率 为 光速 (这 只 是 坐标 速率 ， 更 有 意义 的 是 几何 语言 中 的 
相连 ，4 维 语言 中 波 阵 面 .9 的 类 光 性 保证 这 一 相 速 是 光速 .)， 图 7-16 是 这 一 讨论 
的 4 维 表述 ， 图 中 7 是 类 光 4 矢 本 的 一 条 积分 曲线 (类 光 测 地 线 )，Pl， 户 是 / 线 
与 观 者 G1, G2 的 世界 线 的 交点 . G1 在 时 刻 pl 的 相位 值 of -kz 被 G2 在 时 刻 pa“ 获 
得 ”: 相位 沿 类 光 测 地 线 从 p1 传 到 了 pz. 请 注意 上 述 物理 解释 只 适用 于 (区 go) 的 
部 分 时 空 区 域 ，(8/61)” 和 (8/0z)" 在 其 中 分 别 为 类 时 和 类 空 ， 然而 现在 可 以 抽 掉 观 
者 、 坐 标 等 非 内 豆 因 素 而 只 留 下 类 光 测 地 线 y 及 其 任意 两 点 pl，p2， 从 而 把 波动 
解释 推广 到 全 时 空 。 其 实 K*° 所 代表 的 是 引力 波 的 全 部 信息 (而 不 只 是 相位 ) 的 传播 
方向 . 理由 如 下 : 作为 Killing 矢量 场 , K* 对 应 的 单 参 微分 同 胚 群 是 单 参 等 度 规 群 ， 
及 的 积分 曲线 正 是 这 个 等 度 规 群 的 轨道 ， 设 Us 是 ps 的 任 一 邻 域 ( 见 图 7-17)， 则 
必 存 在 pi 的 邻 域 U1 和 等 度 规 映射 p: UI 一 D2 使 户 = 克 四) .因此 U2 中 关于 引力 
波 的 任何 信息 都 完全 一 样 地 (等 度 规 映射 的 后 果 ) 存 在 于 Li 中 ， 在 这 个 意义 上 可 以 
说 引力 波 的 所 有 信息 都 沿 K"( 因 而 以 光 迷 ) 传 播 ， 这 种 基于 等 度 规 映射 的 解释 不 但 
适用 于 式 (7-9-34) 那 样 的 特例 ， 而 且 适 用 于 由 式 (7-9-22)[ 其 中 GO 及 g (Wj) 任意] 和 
(7-9-23) 定 义 的 gap. 于 是 我 们 说 时 空 (R', gos) 存 在 引力 平面 波 ,或 把 (R4 gop) 就 称 为 
引力 平面 波 时 空 (gravitational plane wave spacetime). Sachs and Wu(1977) 还 从 群 论 
角度 通过 与 闵 氏 时 空中 平面 电磁 波 对 比 为 这 一 平面 引力 波 解释 提供 了 更 为 深刻 
的 论据 . 命题 7-9-3 表明 这 种 引力 波 的 射线 相互 平行 .” 当 三 和 8 线性 相关 时 则 称 
(R', gab) 为 单 色 引 力 平面 波 时 空 


人 因此 称 为 有 平行 射线 的 平面 波 前 引力 波 ， 简 称 pp 波 (plane_fronted Bravitational waves with paralle] rays). 一 
般 说 ， 凡 有 满足 V。K* = 0 的 类 光 和 拓 量 场 配 的 时 空 都 叫 pp 波 ， 见 Kramer et al.(1980). 
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6 G2 


Pi= (hn, a) 
Lh i 


Pi= (xy) 


图 7-16 观 者 Gl 在 时 的 相位 值 w4 -kz 经 图 7-17 Ke 把 引力 波 在 UI 的 信息 如 实地 
历时 间 据 一 由 后 传 到 观 者 G2 传播 至 [六 
为 进一步 理解 (R, gb) 的 引力 波 ,我 们 再 补充 如 下 内 容 (命题 7-9-4、7-9-5 和 注 
1，2)， 和 急于 学 习 引 力 波 接收 机 理 的 读者 可 跳 过 这 一 部 分 为 了 有 更 大 的 普 适 性 ， 
以 下 两 个 命题 中 对 PCc 》y 四 的 函数 形式 不 加 限制 . 
命题 7-9-4 以 Vo 代表 与 式 (7-9-23) 的 gos 适 配 的 导数 算 罕 ， 则 


VVaP =(0°P/Ox’)+(0°P/0y’). (7-9-36) 

证 明 习题 . 口 
注 1 设 QUxyz) 是 闵 氏 时 空中 的 已 知 函 数 ， 则 

Br2 Plt, x, y, 7) = Q(t, x, y, 2) (7-9-37) 


在 数学 物理 中 称 为 关于 待 求 汪 数 Pdt, x, yz) 的 (有 源 ) 波 动 方程 ， 满 足 此 方程 的 物 
理 量 P(1, x 义 2) 代 表 某 种 波动 ， 式 (7-9-36) 左 边 V“Vu 己 也 可 表 为 grVuV 已 ， 当 
Bob =7o2 时 退化 为 OA@uP ,可 见 V“Vo 忆 是 B/8.P 在 弯曲 时 空 的 推广 , 因而 式 (7-9-36) 
代表 诊 曲 时 空 (R ,8op) 中 物理 量 P(x,y,u) 的 某 种 波动 . 当 已 取 式 (7-9-22) 的 形式 时 
(62P/ax2)+(82P/6y2)= 0， 
故 Y"VoP=0,， 即 式 (7-9-22) 的 PCx, y, 中 是 弯曲 时 空中 无 源 波动 方程 的 解 .加 上 Ra。 
=0( 即 ga 满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 )， 便 可 看 到 “弯曲 时 空 (R', gap) 代 表 真 空中 的 引 
力 波 ” 的 说 法 的 合理 性 .由 此 也 可 (至 少 部 分 地 ) 看 出 把 已 取 为 式 (7-9-22) 的 形式 的 


用 意 所 在 . 
命题 7-9-5 (R', gop) 中 的 等 u 面 是 类 光 超 有 曲面 . 


证 明 由 式 (7-9-25) 得 Ks = gosspK*=gople3)*. 仿照 式 (2-6-10a) 的 推导 可 得 
gap(@3) = g3s(e*)。， 故 
K, = g3p(e’)a = 83(e)a =— (0), = 一 Vau， 
其 中 最 末 一 步 用 到 式 (7-9-28)， 注 意 到 Vou 是 等 u 面 的 法 余 和 失 ， 可 知 其 法 矢 
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Vou= 一 K“ 为 类 光 . 

注 2 在 式 (7-9-34) 的 特例 中 ，@wu = wt 一 民 代 表 波 的 相位 ,而 外 为 常数 , 故 等 
4 面 即 4 维 语言 中 的 3 维 等 相 面 ( 波 阵 面 ). 史 ..7 为 类 光 超 曲面 表明 式 (7-9-34) 的 引 
力 波 以 光速 传播 . 命题 7-9-5 保证 在 已 = P(x, y, wu) 的 一 般 情况 下 等 u 面 仍 是 类 光 超 
曲面 ( 仍 以 类 光 矢 量 K* 为 法 矢 )， 因 此 不 妨 把 u 看 作 某 种 (推广 的 ) 相 位 ， 而 等 4 面 
是 类 光 超 曲面 则 表明 这 个 一 般 的 P(x, y, u) 所 代表 的 引力 波 的 相 迷 仍 是 光 过 . 

下 面 以 上 述 平 面 引力 波 为 例 介绍 引力 波 接收 的 机 理 ， 在 Weber 探测 器 中 ， 铝 
棒 的 每 个 分 子 可 看 作 一 个 观 者 , 铝 棒 可 看 作 定义 于 时 空 (人 4 gap) 中 的 一 个 子 时 空 的 
参考 系 ， 由 于 分 子 之 间 存 在 引力 之 外 的 相互 作用 ， 分 子 世界 线 不 是 测 地 线 ， 不 过 
可 以 只 讨论 世界 线 为 测 地 线 的 参考 系 (这 种 参考 系 最 简单 )， 因 为 铝 棒 参考 系 对 引 
力 波 的 响应 可 从 测 地 参考 系 的 响应 通过 牛顿 力学 和 固体 物理 学 推出 [ 见 
Weber(196D]， 测 地 参考 系 中 相 邻 观 者 在 时 空 曲率 作用 下 的 相对 加 速度 就 是 潮汐 
加 速度 ( 见 87.6)， 在 式 (7-9-35) 的 引力 波 的 作用 下 ， 潮 汐 加 速度 将 周期 性 地 改变 大 
小 和 方向 ， 从 而 导致 两 相 邻 观 者 的 相对 振动 ， 取 测 地 线 y(r) 为 基准 观 者 ， 我 们 来 


计算 他 周围 的 相 邻 观 者 相对 于 他 的 潮汐 3 加速 df. 设 忆 <Ey，Ze 是 在 已 点 的 4 速 
(7 的 单位 切 拓 )，Wp 是 也 点 切 空间 Vs 中 与 本 正 交 的 3 维 子 空间 ( 画 在 图 上 就 是 一 


个 与 乙 正 交 的 小 平面 )， 则 空间 分 离 失 量 w" 便 代表 一 个 邻近 观 者 (§7.6).”w? 相 应 
的 观 者 相对 于 基准 观 者 y(z) 的 潮汐 加 速度 df 由 测 地 偏离 方程 (7-6-8) 给 出 : 


ac =-RucZowpZ4 . (7-9-38) 
VYw'eW ， 由 上 式 便 可 确定 一 个 aceW， ， 因 此 上 式 定义 了 一 个 线性 映射 
W :Wo 一 Wp 由 “ 张 量 面面观 ”( 见 82.4) 可 知 可 看 作 Wo 上 的 一 个 (1, D) 型 张 量 ， 
记 作 %5 ， 即 
a = (7-9-39) 
与 式 (7-9-38) 对 比 便 得 
ys, 县 RZ . (7-9-40) 
为 了 计算 w,， 可 先 给 Wp 选择 一 个 方便 的 正 交 归 一 3 标 架 {(E)?}: 
( 百 ) =(0/0x)" + EZ.K®, 
(E,)" =(0/0y)" + E-!2Z,K", (7-9-41) 
(BE) = E-IKe _Zo， 
其 中 E=-8w2"K*>0，Zi=gwpZ"(0/0x)* =Z,(9/9x);( 故 Zi 是 Zs 的 坐标 分 量 而 


WD 更 准确 地 说 ,Ww 只 给 出 一 个 分 离 方 向 ”wiAs( 其 中 As 为 小 重 ) 才 确定 在 该 方向 上 的 一 个 相 邻 观 者 ， 见 7.6、 
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非 标 架 分 量 )，Z, = 8opZ”(0/0y)* = Zs(0/0y)*. 请 读者 验证 ，(D{(E)"} 以 gow 衡量 的 
确 正 交 归 一 ; @X(E3) 是 已 点 的 本 在 了 网上 的 投影 1 有 =K*+2"ZsK? 做 归 一 化 的 
结果 ; @{(ED)"} 洛 测 地 线 平移 (因而 费 移 ) [证 明 提 示 : 由 7y(z) 的 测 地 性 及 VK* =0 
可 知 已 沿线 为 常数 ， 由 此 易 证 Z*V,(E3)” =0. 注意 到 多 (3/ax)* = Kw ， 便 可 
证 明 22YV,(E1)* =0.]， 以 .代表 含 点 pey 的 波 阵 面 ( 见 图 7-18 的 类 光 超 曲面 )， 
芒 代 表 V, 中 切 于 多 的 全 体 元 素 构成 的 3 维 子 空间 ，5,=PNW, 
={w eW, 18aow K*=0} ， 则 {(E1)”,(E2)” } 是 55 的 一 个 基底 ， 由 于 画图 时 总 把 V 
的 子 空间 (例如 Wp) 画 成 小 平面 (把 Vo 的 子 集 画 成 用 的 子 集 ), 故 . 力 在 图 7-18 中 与 
宛 并 无 区 别 . 以 上 数学 设 定 的 物理 意义 很 明确 : 测 地 观 者 y(z) 在 时 刻 己 认为 引力 
波 沿 空间 方向 (E3)” 传 过 ，2 维 波 阵 面 5 与 传播 方向 (E3)" 正 交 ( 见 图 7-18). Yo, 在 3 
标 架 {(Ei)]} 的 分 量 为 
"=,(E)AE)Y =yo(E) (EY =yo(E) (E) =- RacZ°(E))Z°(E), 
(7-9-42) 
其 中 用 到 正 交 归 一 标 架 的 性 质 (E')* = 59(Ei)) =(EE)， 以 式 (7-9-33) 的 Ropeg 和 式 
(7-9-41) 代 入 上 式 ， 便 得 Wi 的 答 阵 


(WV'))= 


a 有 0 
bp -a 中 as-E’/, PB=-Eg. (7-9-43) 
0 0 0 
上 式 的 推导 留 作 习题 ， 提示: 

(1) 注意 利用 (es( 轧 )” =(e?), (BE) =(e’), (EB) =(e),(E,) =0; 

2) (1)2° = goZ"(e') =g2 8" (es) =-g2Z K* =E, 其 中 g 是 gv 在 
标 架 {(e”)。} 的 分 量 ， 见 式 (7-9-26); 

(3) (eBE) =(e), Ee) -2°]=-(e), 2 =-E. 

现在 讨论 式 (7-9-43) 的 物理 意义 设 Y(7) 为 基准 观 者 ，pey，Q 是 正 交 “小 
平面 ”Wp 上 以 pp 为 心 、 以 小 量 为 半径 的 球面 ， 则 球面 上 每 点 可 看 作 一 个 相 邻 观 者 
在 时 刻 p 的 表现 ( 见 图 7-19). 我 们 用 式 (7-9-39) 和 (7-9-43) 讨 论 在 引力 波 作用 下 这 些 
相 邻 观 者 相对 于 7y(r) 的 潮汐 3 加 速 of. 球面 上 每 点 对 应 于 一 个 ws， 设 它 在 正 交 归 
一 3 标 架 {(E)”} 的 分 量 为 w!，w?，Ww”， 则 它 的 3 加 速 的 分 量 排 成 的 列 矩阵 为 

3 «a pO w 

有 -a 0llwl. (7-9-44) 
0 0 ow 


az |= 


3 


第 7 章 广义 相对 论 基础 .243 
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图 7-18 测 地 观 者 j( 刀 在 时 刻 马 认为 引力 波 洛 ”图 7-19 正 交 面 W, 上 以 pp 为 心 的 小 球面 QO 
(BE3) 传 过 ， 波 阵 面 5 与 (E3)” 正 交 的 每 点 代表 一 个 相 邻 观 者 在 时 刻 p 的 表现 
如 果 W =W? =0 ， 即 wr 平行 于 引力 波 传播 方向 (E3)”， 则 由 式 (7-9-44) 得 a! =a? 
=a3=0 ,可 见 这 种 相 邻 观 者 根本 没有 3 加 速 . 这 是 引力 波 横 波 性 的 一 种 物理 表现 ; 
位 于 纵向 (与 传播 方向 平行 的 方向 ) 的 相 邻 观 者 毫 无 反应 ， 只 有 横向 相 邻 观 者 才 有 
振动 或 者 说 ， 所 有 潮汐 加 速度 都 正 交 于 传播 方向 (Ea)"， 因 而 位 于 图 7-18 的 波 阵 
面 9 内， 于 是 可 以 只 关心 横向 响应 ， 即 把 式 (7-9-44) 简 化 为 


i 1 
0 


即 只 关心 由 (E1)” 和 (E2)" 支 起 的 2 维 子 空间 的 一 个 小 园 周 上 各 点 的 响应 ， 取 圆 周 上 
4A, B,C, D, E,，F，G， HH 等 8 个 有 代表 性 的 点 ( 见 图 7-20)， 并 分 别 讨论 以 下 两 
种 特殊 情况 : (a) p=0，a >0; (b)a=0，p>0. 由 简单 计算 可 得 表 7-1 和 图 7-20 
的 结果 .图 7-20 所 示 的 变形 称 为 前 切 (shear)， 详 见 §$14.1. 


情况 (a) a >0,Bp=0 情况 (b) a=0,B>0 


图 7-20 引力 波 作用 下 辆 周 在 某 一 时 刻 的 变形 趋势 (参见 表 7-1) 


表 7-1 和 图 7-20 只 反映 圆周 在 某 一 特定 时 刻 的 潮汐 加 速度 (及 其 变形 趋势 ). 要 
把 握 园 周 在 一 段 时 间 内 的 变形 (振动 ) 情 况 ， 就 要 先 给 出 函数 fu) 和 g(u) 的 具体 形 
式 . 我 们 仍 只 讨论 (4)=Fcos (wt 一 Kz) 和 g(u)=Gcos (wt 一 kz) 的 情况 . 式 (7-9-43) 
表明 ， 决 定 潮汐 加 速度 的 直接 因素 是 E?f 和 E?8g 而 非 f 和 g. 不过， 由 K 的 测 地 
性 可 知 巨 在 测 地 线 y(r) 上 为 常数 ， 所 以 潮汐 加 速度 反映 的 也 就 是 f 和 g 的 值 ， 又 
由 于 测 地 线 y(r) 上 的 u 与 固有 时 + 有 线性 关系 du/dr =E( 证 明 留 作 练 习 ),， 观 者 
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测 得 的 a' ~z 曲 线 在 纵横 坐标 的 适当 伸缩 后 反映 引力 波 的 f~u 曲线 或 g~u 曲 
线 . 考虑 上 述 引力 波 的 两 种 基本 偏振 模式 : DG=0[ 因 而 8(x)=0]， 称 为 模式 +; 
@F=0[ 因 而 ji)=0], 称 为 模式 x . 在 引力 波 足够 弱 的 近似 情况 下 ， 园 周 在 这 
两 种 模式 作用 下 在 一 个 周期 中 的 振动 情况 分 别 如 图 7-21(a)、(b) 所 示 . 一 般 振 动 可 
表 为 这 两 种 振动 模式 的 登 加 . 


Doloe 


f=0 f=F>0 f=-F<0 
(a) 偏振 模式 + [G=0, F>0, f=Fcos(w@1-kz)] 


OSIOIZ 


g8=0 8=GC>0 8=-0 8=-G<0 


(b) 偏振 模式 Xx [G=0, F>0,，g=Gcos(w@t-kz)] 
图 7-21 线 偏振 平面 引力 波 作用 下 圆周 在 一 个 周期 内 的 振动 


图 7-20 和 7-21 所 显示 的 引力 波 对 试验 粒子 的 效应 与 电磁 波 的 效应 有 所 不 

同 ， 在 指出 这 种 区 别 之 前 ， 有 必要 说 明 一 点 ， 引 力 波 是 “曲率 的 振动 的 传播 ， 
而 曲率 导致 潮汐 加 速度 ， 因 此 要 通过 测量 一 个 自由 粒子 相对 于 另 一 个 (作为 基准 的 ) 
自由 粒子 的 相对 加 速度 来 探测 ， 已 如 上 述 ， 电磁波 是 电磁 场 的 振动 的 传播 ， 探 测 
只 须 测量 一 个 带电 粒子 相对 于 惯性 系 的 加 速度 ， 其 表达 式 比 潮汐 加 速度 简单 得 
多 ， 即 五 = (491m) 巨 . 设 被 测 的 是 线 偏振 电磁 波 ， 则 与 图 7-21 对 应 的 就 是 简单 得 多 
的 图 7-22. 现在 指出 引力 波 与 电磁 波 的 一 个 区 别 : 图 7-21 中 的 任 一 方 格 内 (实际 是 
指 任 一 时 刻 ) 的 花样 在 绕 传播 方向 (过 对 称 中 
心 委 直 于 纸 面 的 直线 ) 转 180*( 及 其 整数 售 ) 后 
复原 (不 变 )， 而 图 7-22 中 任 一 方 格 内 的 花样 
，。 至 少 要 转 360? 后 才 复原 ， 这 一 区 别 体现 为 引 

站 7 交合 枯 恒 三 尖 作 朋 卫 禹 电 检 子 。 力 子 与 光子 有 不 同 的 自 族 [人 们 普 记 相 信 广 
义 相对 论 最 终 必 须 同 量子 理论 结合 成 为 一 套 

完整 、 自 洽 的 量子 引力 论 ， 虽 然 这 一 理论 至 今 尚未 建成 ， 物 理学 家 仍然 经 常 谈 及 
引力 量子 化 及 其 量子 一 一 引力 子 (graviton)， 粗 略 地 说 ， 引 力 子 与 单 色 平面 引力 波 
的 联系 类 似 于 光子 与 单 色 平面 电磁 波 的 联系 ，]， 引 力 子 与 光子 一 样 没有 静 质量 ， 
但 两 者 有 不 同 的 自 旋 ， 图 7-21 与 7-22 的 上 述 区 别 同 以 下 事实 有 密切 联系 : 光子 的 
自 旋 为 1， 而 引力 子 的 自 旋 为 2. [选读 7-9-1 完 ] 


第 7 章 广义 相对 论 基础 “245. 


表 7-1 加 周 上 8 个 点 在 同一 时 刻 相对 于 图 心 的 潮汐 加 速度 a (总 体 效 果 见 图 7-20) 
情况 (a) a>0,Bp=0 
a B £ Dp E F 6 LL 


es eb le 
(eel Cle 


| Nr F 


情况 0) C=0,B>0 
A 有 [2 D E F 6 LL 


加 sab 时 忆 w9- 国生 | 
罗 
~、 1『 6 


1 试 证 弯曲 时 空 麦 氏 方程 “Fus =-4rjs 蕴含 电荷 守重 定律 ， 即 YuJj“ =0 . 注 ， 
Y"Fu = 4m 等 价 于 式 (7-2-8) 而 非 式 (7-2-9)， 故 本 题 表明 式 (7-2-8) 而 非 式 (7-2-9) 可 推出 电荷 守 
恒 . 
Da, 


2. 试 证 De -+ 和 和 AZ)aop Vo, eH0,D). 
dr dr 


“3. 试 证 费 米 导数 性 质 3. 
4. 试 证 类 时 线 C(9 上 长 度 不 变 ( 且 非 零 ) 的 矢量 场 ze 必 有 经 受 时 空转 动 . 提示 : 令 
好 =Dv /dr , 则 wv* =0. 先 证 : 无 论 wv? 为 零 与 否 , 总 有 G(D 上 矢量 场 * 使 Vv” =1. 再 验 
证 "经受 以 88。 =2visusj 为 角速度 2 形式 的 时 空转 动 . 
5. 设 {了 ,X,Y, 2 为 闵 氏 时 空 的 洛 伦 兹 坐标 系 ， 曲 线 G(9 的 参数 表达 式 为 
T=A'shAr， X=A'chAr， Y=Z=0， (其 中 4 为 常数 ) 
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(a) 试 证 C(9 是 类 时 双 曲 线 ( 即 图 6-42 的 O，z 是 固有 时 ,4 是 G(D 的 4 加 速 4 的 长 度 . 
*(b) 试 证 从 {T,X, 7, 2} 系 原点 o 出 发 的 与 G(9 有 交 的 任 一 半 直线 y(s) 都 与 G(D 正 交 . 
*(c) 设 (b) 中 的 p(s) 的 参数 * 是 的 线 长 , 随 着 A(s) 取 遍 所 有 从 o 出 发 并 与 G(9 有 交 的 半 直 
线 ， 便 得 G(D9 上 的 一 个 空间 矢量 场 w = (3/8s)”， 试 证 w 沿 C(9 费 移 . 
*(d) 令 Z = (8/3r)”, 选 {Z",w"*,(3/87)*,(3/8Z)*} 为 G(D9 上 的 正 交 归 一 4 标 架 场 , 求 出 G(D 
的 固有 坐标 系 {4, x,y, z} 并 指出 其 坐标 域 . 
管 : T=(A-1+x) shAht, X=(A 1! +0) chAt, Y=y, Z=z. 
(e) 写 出 闵 氏 度 规 在 上 述 固有 坐标 系 中 的 线 元 表达 式 . 计算 闵 氏 度 规 在 该 系 的 克 氏 符 ， 验 
证 它 满足 引 理 7-4-3， 即 式 (7-4-10). 
6. 设 G 是 质点 了 上 在 点 peL 的 瞬时 静止 自由 下 落 观 者 ( 即 C 的 4 速 忆 与 也 的 4 速 太 在 
点 相 切 ),A“ 是 在 p 点 的 4 加 速 ,a 是 在 p 点 相对 于 G 的 3 加 速 [由 式 (7-4-3) 定 义 ], 试 证 a = 4? . 
注 : 本 命题 可 视 为 命题 6-3-6 在 弯曲 时 空 的 推广 . 
“7. 度 规 guw 叫 里 奇 平 直 的 ， 若 8 的 里 奇 张 量 为 零 ， 试 证 gw 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 的 充 
要 条 件 为 go 是 里 奇 平 直 的 . 
“8. 设 (M，gww) 为 里 奇 平 直 时 空 (定义 见 上 题 )，6" 是 其 中 的 一 个 Killing 矢量 场 ， 试 证 
Fos = (d5)u 满足 (M,g8p) 的 无 源 (J。=0) 麦 氏 方程 . 提示 :利用 Killing 场 满足 的 Vis =0 (第 
4 章 习题 11 的 结果 ). 
9. 设 各 (4=0, 1, 2, 3) 为 方程 9%,6, = 0 在 初始 条 件 式 (7-9-10)~(7-9-13) 下 的 解 ， 试 证 由 
馈 = 包 (dx*)。 及 yos 按 式 (7-9-8) 构 造 的 yi 在 无 源 区 既 满足 洛 伦 兹 规范 条 件 9° 元 , =0 又 满足 
X=0 和 ye =0(i=1, 2, 3)， 提示: (1) 根 据 解 的 唯一 性 定理 ， 只 须 证 明 y =0 和 ,=0 分 别 是 
方程 90.y =0 和 06.y6; =0 的 满足 初始 条 件 y'1s,=0，Oy"/9rls, =0 ，76; ls,=0 和 Oyo/9rls,=0 
的 解 ，(2) 由 8956. =0 可 得 26,10r? =V?&,. 
10. 设 yos 满足 (987 =0; (b)y=0; (ec) yor =0(i=1，2，3); (d) yoo = 常数 ， 试 找 出 一 
个 “无 限 小 ”矢量 场 使 7 = ys +0。 如 +0。6, 满 足 
(8 元 =0; (b)F=0; (Fo:=0 (i=1,2,3); (d) Foo =0. 
11. 试 证 命题 7-9-2. 
12. 验证 式 (7-9-41) 后 的 (D~(3). 
13. 试 证 式 (7-9-43). 
14. 试 证 式 (7-9-36)， 即 Y"VP= (82P/ax2)+(32P/ay?) . 
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爱 因 斯 坦 方程 的 求解 是 广义 相对 论 的 重要 问题 .许多 精确 解 对 广义 相对 论 的 
研究 和 发 展 起 到 重要 作用 . 由 于 爱 因 斯 坦 方程 是 高 度 非 线性 的 偏 微分 方程 ， 一 般 
情况 下 求解 ( 指 精确 解 ) 非 常 困难 ， 然 而， 在 时 空 度 规 具有 适当 对 称 性 (例如 有 若干 
独立 Killing 矢量 场 ) 时 求解 变 得 相对 容易 ， 第 一 个 精确 解 (也 是 物理 上 最 重要 的 解 
之 一 ) 一 一 施 瓦 西 真 空 解 一 一 就 是 Schwarzschild ( 施 瓦 西 ) 在 时 空 具有 静态 性 和 球 
对 称 性 的 前 提 下 、 在 爱 因 斯 坦 方程 发 表 不 到 一 年 后 求 得 的 . 


88.1 稳 态 时 空 和 静态 时 空 


定义 1 时 空 (M, gap) 称 为 稳 态 的 (stationary), 若 它 存在 类 时 Killing 矢量 场 . 这 
时 也 称 8o 为 稳 态 度 规 . 

设 (M, gu) 存 在 类 时 Killing 矢量 场 4° ,其 积分 曲线 的 参数 为 1, 即 馈 = (3/80? . 
选择 以 1 为 第 零 坐 标 ( 即 1=)、 以 6 的 积分 曲线 为 坐标 线 的 任 一 坐标 系 {x*} ( 即 
如 的 适 配 坐标 系 ， 见 84.2)， 以 gu 表示 ga, 在 该 系 的 分 量 ， 则 

8 /91 =(%8) =0, (8-1-1) 
其 中 第 一 步 用 到 定理 4-2-2, 第 二 步 是 由 于 多 为 Killing 场 . 式 (8-1-1) 说 明 全 部 8,， 
都 与 时 间 坐 标 t 无 关 ， 即 g,, 具有 “时 间 平 移 不 变性 ”， 这 正 是 “ 稳 态 ”一 词 的 
由 来 . 
反之 ， 若 (M, gop) 中 存在 局 域 坐 标 系 {x*} 使 
3giv/91=0 (t= 是 类 时 坐标 )， (8-1-2) 
则 ?=(8/61)" 是 坐标 域 O 上 的 光滑 矢量 场 ， 而 {x*} 正 是 这 一 矢量 场 的 适 配 坐标 
系 ， 故 由 定理 4-2-2 有 
(Kg) =08 /01=0, 
因而 在 O 上 有 . 妥 gw =0， 可 见 如 (69/91) 是 类 时 Killing 矢量 场 ， 所 以 稳 态 时 空 
也 可 用 坐标 语言 定义 如 下 : 若 存在 局 域 坐标 系 {z%} (坐标 域 为 0) 使 go 的 全 部 分 量 
与 类 时 坐标 允 无 关 ， 则 至 少 (O, gas) 是 稳 态 时 空 . 

直观 地 说 ， 稳 态 时 空 对 应 于 不 随时 间 而 变 的 引力 场 ， 然 而 时 间 概 念 与 观 者 有 
关 ， 例 如 ， 由 于 地 球 引力 场 在 地 面 比 高 空 较 强 ， 如 昌 你 (作为 观 者 ) 在 从 地 面向 高 
空运 动 的 过 程 中 不 断 测量 地 球 的 引力 场 , 你 会 发 现 “ 地 球 引 力 场 随时 间 而 变 ”. 这 
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当然 不 表明 地 球 引力 场 不 是 稳 态 引力 场 ， 可 见 在 借用 观 者 判断 引力 场 的 稳 态 性 时 
需要 选择 适当 的 观 者 (参考 系 )， 如 果 你 设法 把 自己 保持 在 地 球 某 点 上 空 的 固定 高 
度 ( 你 的 世界 线 与 地 球 表面 世界 面 的 母线 平行 )， 你 就 会 ( 才 会 ) 发 现 地 球 引力 场 “ 不 
随时 间 而 变 "， 就 是 说 ， 地 球 引力 场 相 应 的 时 空 有 如 下 特点 ; 存在 一 组 特定 的 类 
时 曲线 (重合 于 类 时 Killing 矢量 场 的 积分 曲线 )， 以 这 些 曲 线 为 世界 线 的 观 者 测 得 
的 度 规 分 量 不 随时 间 而 变 。 许 多 时 空 (例如 正在 膨胀 着 的 宇宙 ) 不 具备 这 一 特点 (不 
存在 类 时 Killing 矢量 场 )， 定 义 1 正 是 这 一 特点 的 数学 表述 . 

例 1 阅 氏 时 空 是 稳 态 时 空 ， 因 为 其 洛 伦 兹 坐标 系 {x*} 的 第 零 坐标 基 矢 场 
(Baxo)” 是 类 时 Killing 矢量 场 . 

例 2 某 2 维 时 空 的 度 规 在 某 坐标 系 (1,x} 中 可 表 为 ds? =-1Tdr? +dx?,1>0. 有 
人 认为 这 不 是 稳 态 度 规 ， 因 其 分 量 go = -一 与 时 间 坐 标 :有 关 ， 然而 一 个 简单 的 
坐标 变换 T= 丫 X=x 就 把 线 元 变 为 ds? =- dT2 + dX? , 这 无 非 是 2 维 闵 氏 度 规 ， 
当然 是 稳 态 的 ! 

例 2 从 一 个 角度 说 明 不 从 几何 角度 看 问题 容易 出 现 误解 。 稳 态 性 是 时 空 的 内 
京 几何 性 质 ， 不 因 坐标 系 的 选择 而 变 ， 请 注意 下 面 两 个 说 法 都 是 错 的 ; 

(D ( 错 D 若 度 规 的 某 些 坐标 分 量 8,, 与 该 坐标 系 的 类 时 坐标 有 关 , 则 时 空 不 
是 稳 态 的 . 

(2) ( 错 0 例 2 的 时 空 在 坐标 系 {T,X} 中 是 稳 态 时 空 ， 在 坐标 系 (1, x) 中 不 是 稳 
态 时 空 . 

定义 2 〈M, gap) 中 的 矢量 场 w* 称 为 超 曲面 正 交 的 (hypersurface orthogonal)， 
若 Vpe M 存在 与 只 处 处 正 交 的 超 曲面 三 使 Pe 三 、 

定义 3 ”时空 (M, go 由) 称 为 静态 的 (static)， 若 它 存在 超 曲面 正 交 的 类 时 Killing 
矢量 场 ， 这 时 也 称 go 为 静态 度 规 . 

可 见 静 态 时 空 必 稳 态 ， 但 反之 不 然 . 

命题 8-1-1 设 纪 =(8/80)* 是 Killing 矢量 场 ， 怠 ={peM 11(p)=0} 是 处 处 
与 包 正 交 的 超 曲面 ， 则 超 曲 面 马 ={pe M 1 1(p)=4) 也 处 处 与 6° 正 交 . 

证 明 习题 . 提示 : 马 = 儿 [20]， 秋 是 与 全 对 应 的 单 参 等 度 规 群 的 一 个 元 素 ， 
即 一 个 等 度 规 映 射 . 

设 (M, gap) 为 静态 时 空 ，6"=(8/07)" 为 类 时 Killing 场 ， 马 为 与 名 正 交 的 超 曲 
面 . 把 乡 的 每 条 积分 曲线 与 如 的 交点 选 作 曲线 参数 的 零点 ， 在 蕊 上 选 局 域 坐标 
系 {z}. 因 加 上 各 点 有 名 关 0， 故 可 用 多 的 积分 曲线 把 这 3 个 坐标 “携带 ”至 pA 
以 外 ( 即 令 的 每 条 积分 曲线 上 各 点 的 x 都 等 于 该 线 与 三 的 交点 的 x*)， 再 把 每 
条 积分 曲线 的 参数 ! 作为 线 上 每 点 的 类 时 坐标 *( 称 为 Killing 时 间 坐 标 )， 便 得 一 
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个 4 维 局 域 坐标 系 {t,x} ， 它 以 的 积分 曲线 为 + 坐标 线 ， 又 由 于 “坐标 线 都 躺 
在 正 交 面 号 上 ， 所 以 类 时 坐标 基 矢 (3/01)” 与 类 空 坐标 基 矢 (2/8x ) 正 交 ， 因 而 


8o =8w(a/6D"(B/8x)=0， i=1, 2, 3, 
故 gw 在 此 系 中 的 线 元 表达 式 简化 为 
ds? = goo(x ,x?, 7) drt? + gy(x!, x ,x )dxidx’. (8-1-3) 


这 样 的 坐标 系 叫 时 轴 正 交 坐 标 系 (time-orthogonal coordinate system). 

设 (M, gop) 为 稳 态 时 空 ， 则 类 时 Killing 矢量 场 $ 的 积分 曲线 对 应 的 参考 系 叫 
稳 态 参考 系 (“ 对 应 ”是 指 把 积分 曲线 重新 参数 化 ， 以 固有 时 rz 代替 Killing 时 间 1 
作为 参数 . )， 终 为 超 曲面 正 交 的 稳 态 参考 系 叫 静态 参考 系 ， 一 个 观 者 称 为 稳 ( 静 ) 
态 观 者 , 若 他 是 某 一 稳 ( 静 ) 态 参考 系 的 观 者 . 命题 8-1-1 中 定义 的 马 称 为 静态 参考 
系 的 同时 面 (simultaneity surface)， 应 注意 此 处 的 “时 间 ”1 是 坐标 时 而 不 是 静态 观 
者 的 固有 时 z( 除 非 go = -1)， 易 证 两 者 间 有 如 下 关系 : dr= gwdt.， 

静态 时 空 不 但 有 稳 态 时 空 所 具有 的 时 间 平移 不 变性 ， 而 且 具 有 时 间 反 射 不 变 
性 (不 考虑 可 能 出 现 的 某 些微 妙 情况 ). 设 6&? = (8180? 是 超 曲面 正 交 的 类 时 Killing 
矢量 场 ， 则 时 间 反 射 变换 是 指 微分 同 胚 映射 
8: MM, 满足 1($(p))=-1(p)，x (Gp(p))=x(p)， 
Yp e M . 下面 证 明 这 个 g 是 等 度 规 映射 ， 因而 说 
静态 时 空 有 时 间 反 射 不 变性 . 

设 C(n) 是 名 过 p 的 积分 曲线 ,上 且 p=C(h). 由 
x(G(p))=x(p) 可知 9=9(p) 也 在 C() 上 ， 先 证 
lO/O1)" 1,]=— (0/0)"1, . 令 v=(0/01)° 1, ， 
u’ 三 一 (3/90)? 0 ，rsC+AD) ，s=g(r)( 见 图 
8-1). 设 /是 M 上 任 一 光滑 函数 , 则 4 点 的 矢量 办 v“ 图 8-1 时 间 反 射 $: MM 
对 了 的 作用 结果 为 


。 9 » i +» 
($0) (f)=v(G ‘ol (f inl D6 7)1,] 


区" 的 积分 曲线 
CD 


= 项 XC-AO=x(7)， 
故 p&v” =w ， 即 如 [(9181)"1,]= 一 (6/31)”1,， 类 似 地 可 证 
Hl/Ox) l=(0/0x) ,i=1,2,3. 


以 gur 和 (从 8)ov 分 别 代表 gop 和 (pg)ws 在 {1, x} 系 的 分 量 ， 则 
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(f° 8)00 1,=[(¢" 8)a C0101)" (0/07)°]1, 
=[ga ($0/01)" (8.0/07)°]1, 
=[8w(3/80*(8/30"]5= go0 ls= go0 l,, 
最 后 一 步 是 因 0=( 妥 8)or=88uv/8r , 即 gj, 沿 CD 为 常数 . 类 似 地 有 (gs)j 1,= gi 1,， 
但 (p'g)oi1,=- gorls。， 幸 好 go =0 (此 处 用 到 超 曲 面 正 交 性 ), 故 (gg)w 1,= gw 
注意 到 p 的 任意 性 , 便 知 (G'g)。s = go， 所 以 G: MM 是 等 度 规 映射 . 
[选读 8-1-H 
Killing 矢量 场 的 定义 严格 说 来 有 
强 、 弱 之 分 ， 弱 定义 只 关心 局 域 性 质 ， 
凡 满 足 Killing 方程 V6) =0( 等 价 于 
多 gow =0) 的 矢量 场 刀 都 称 为 Killing 
矢量 场 ， 这 种 8 可 以 是 不 完备 的 ， 即 
其 参数 1 的 取 值 范围 不 是 会 民 而 只 
图 8-2 强 静 态 时 空 控 去 W 后 成 为 是 民 的 一 个 区 间 ， 强 定义 则 还 要 求 6? 
各 太 肝 光 完备 相应 地 ， 稳 坊 和 静态 时 空 的 定义 
也 分 为 强 、 弱 两 种 ， 视 其 类 时 Killing 
场 是 否 完备 而 定 。 在 只 关心 局 域 问题 时 不 必 强 调 两 者 的 区 别 ， 但 在 涉及 全 局 性 问 
题 时 ， 某 些 结论 只 当时 空 满足 强 条 件 时 才 成 立 ， 例 如 ， 在 强 静 态 时 空 (M, go。) 中 
挖 去 区 域 WW 就 成 为 弱 静 态 时 空 。 设 命题 8-1-1 中 的 五 如 图 8-2 所 示 ， 则 当 1 足 够 
大 时 马 ={peM 11(p)=} 失 去 意义 ， 因 为 Killing 场 E* 在 “阴影 区 ”内 的 每 条 
积分 曲线 的 上 值 零点 (因而 1 值 ) 并 无 定义 ， 可 见 对 静态 时 空 而 言 命题 8-1-1 有 可 能 
只 是 局 域 成 立 . 
总 之 ， 强 、 弱 之 间 的 关键 区 别 在 于 如 是否 完 备 ， 如 完备 时 可 生成 单 参 等 度 
规 群 ， 不 完备 时 只 能 生成 单 参 等 度 规 局 部 群 ， 为 了 简化 文字 ， 行文 中 往往 略 去 局 
部 二 字 . 


[选读 8-1-1 完 ] 


$8.2 球 对 称 时 空 


先 讨论 3 维 欧 氏 空间 (R’, 5,,) 中 的 2 维 球面 (S?,h，) ， 其 中 及 ,是 5 的 诱导 
度 规 ， 在 球面 坐标 系 {& g} 中 的 线 元 表达 式 为 
ds? = 关 (dg2+sin2gdp2)， 
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其 中 是 球面 半径 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 只 讨论 单位 球面 (r = 1)， 其 线 元 为 


ds2 =dg2+sin2gdp2.， (8-2-1) 

由 上 式 可 知 < 一 一 

6 =(0/09)" (8-2-2a) < 
是 Killing 矢量 场 , 它 反映 (S*, hs) 有 绕 en eh 
z 轴 旋 转 的 不 变性 ， 其 积分 曲线 是 球面 Ns > 
上 的 所 有 纬 线 (两 极 的 纬 线 各 缩 为 一 个 2 一/ 
点 )， 见 图 8-3， 从 直观 想像 不 难 相信 E SS 
(S?, hws) 具有 最 高 对 称 性 ， 因 此 应 有 3 和 
个 独立 的 Killing 矢量 场 ， 事 实 的 确 如 (8Bp)" 的 积分 曲线 
此 ， 不 难 验证 

&" =(0/00)" sinp+(3/3p)* cotgcosp (8-2-2b) 

及 1 =[$, 6 =(0/00)’ cosp ~ (0/09)’ cotOsing (8-2-2c) 


也 是 Killing 场 ， 而 且 扣 ”， 旬 " ， 久 "线性 独立 ， 由 $4.3 可 知 ， 一 个 Killing 矢量 场 
对 应 的 单 参 微分 同 胚 群 是 单 参 等 度 规 群 ， 故 (S”, hs,) 上 所 有 等 度 规 映射 的 集合 是 
个 3 参数 群 ， 与 3 维 欧 氏 空间 的 转动 群 SO(3) 同 构 ， 缺 乏 群 论 知识 的 读者 对 此 不 
必 深 究 ， 只 要 知道 SO(3) 是 这 样 一 个 群 ， 它 的 每 个 元 素 是 3 维 欧 氏 空间 中 保持 原 
点 不 动 的 一 个 转动 ( 详 见 下 册 附 录 G). 

谈 及 时 空 对称 性 时 ， 应 注意 等 度 规 映射 与 微分 同 胚 映射 的 联系 和 区 别 ， 等 度 
规 映 射 一 定 是 微分 同 胚 映射 ， 但 反之 不 然 ， 每 一 光滑 矢量 场 对 应 于 一 个 单 参 微分 
同 胚 群 (以 下 略 去 “局 域 ” 一 词 )， 所 以 任意 流 形 M 都 有 无 数 个 单 参 微分 同 胚 群 ， 
全 部 微分 同 胚 映射 的 集合 是 一 个 无 限 多 参数 的 群 , 叫 M 上 的 微分 同 胚 群 ，(hl, guo) 
上 每 一 Killing 矢量 场 对 应 于 一 个 单 参 等 度 规 群 ， 它 是 M 上 微分 同 胚 群 的 一 个 子 
群 ， 全 部 等 度 规 映射 的 集合 称 为 (M, 8 中 的 等 度 规 群 isometry group)， 由 于 4 维 时 
空 最 多 只 有 10 个 独立 的 Killing 矢量 场 ， 其 等 度 规 群 最 多 只 有 10 个 参数 . 设 G1 
是 M 上 的 一 个 单 参 微分 同 胚 群 ， 则 Y pe M，G 中 所 有 元 素 作 用 于 p 所 得 的 点 的 
集合 叫 G1 的 、 过 p 的 一 条 轨道 ( 见 82.2)， 轨道 的 这 一 定义 可 推广 到 M 上 微分 同 征 
群 的 任 一 子 群 ， 不 难看 出 ， 设 G3 为 (S*, hs) 上 的 等 度 规 群 [与 SO(3) 间 构 ]， 则 Gs 
过 任意 点 peS? 的 轨道 都 是 S? 本 身 . 

定义 1 时 空 (M, gap) 称 为 球 对 称 的 (spherically symmetric), 若 其 等 度 规 群 含有 
一 个 与 SO(G3) 同 构 的 子 群 G3， 且 G3 的 所 有 轨道 (不 动 点 除外 ) 都 是 2 维 球面 ， 这 些 
球面 称 为 轨道 球面 . 

注 1 Q@ 球 对 称 时 空 (M，gow) 的 等 度 规 群 可 比 SO(3) 群 大 ， 例 如 ， 闵 氏 时 空 的 
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等 度 规 群 有 10 个 参数 , 但 它 含 有 与 SO(3) 群 同 构 的 子 群 , 目 其 轨道 除了 一 个 不 动 
点 外 ) 都 是 2 维 球面 ， 故 闵 氏 时 空 是 球 对 称 时 空 。@ 确 切 地 说 ,定义 1 只 对 球 对 称 
度 规 场 而 不 是 球 对 称 时 空 下 了 定义 .如果 时 空 存在 物质 场 ( 即 To z 0)， 则 只 当 度 
规 场 和 物质 场 都 为 球 对 称 时 才 把 (M, go) 称 为 球 对 称 时 空 ($8.6 将 涉及 物质 场 对称 
性 与 度 规 场 对 称 性 的 关系 问题 ). 
等 度 规 群 中 与 SO(3) 同 构 的 子 群 G3 对 应 于 3 个 独立 的 Killing 矢量 场 与 ” ,名 " ， 
印 . 设 了 是 G3 的 一 个 轨道 (2 维 球面 ), 则 名 ， 龟 * ， 名 "从 ,史上 任 一 点 出 发 的 
积分 曲线 都 躺 在. 上, 故 .上 任 一 点 的 如 ， 6", 妈 都 切 于 . 儿 . 设 8 是 gw 在 
了 上 诱导 的 2 维度 规 ， 则 由 诱导 度 规 的 定义 可 知 .上 的 4 ，6* ， 用 8s 衡 
量 也 是 Killing 场 , 可 见 (., 8。) 具 有 由 ， 刀 * 和 如 "代表 的 最 高 对 称 性 , 因而 (证 
明 见 选读 8-2-1) 8 只 能 是 标准 球面 度 规 his (由 3 维 欧 氏 度 规 在 球面 上 诱导 的 度 
规 )， 即 存在 常数 >0 和 坐标 系 {& 9} 使 866 的 线 元 可 表 为 
di =K(dg2+sin2 gdp2) . (8-2-3) 
以 六 氏 时 空 为 例 . 设 了 是 某 惯性 系 的 一 


个 同时 面 , 指定 中 的 一 组 同心 2 球面 
( 见 图 8-， 便 在 10 维 等 度 规 群 中 挑 出 
p > 一 个 同 构 于 SO(3) 的 子 群 G3, 它 过 2 中 
任 一 点 p( 球 心 o。 除 外) 的 轨道 就 是 p 点 
图 8-4 闵 氏 时 空中 某 惯性 系 的 同时 面 荆 上 的 。 所 在 的 球面 . 光 ， 闵 氏 度 规 在 所 选 惯性 
一 个 轨道 球面 . (压缩 一 维 ) 坐标 系 中 的 线 元 为 
ds2 =—d1? +dr? +d$?, 
其 中 
ds2 =r(db2+sin20 dg’), 
可 见 式 (8-2-3) 的 KK 对 闵 氏 时 空 而 言 就 是 所 论 轨道 2 球面 .7 的 半径 的 平方 . 为 了 弄 
清 在 非 平 直 时 空中 的 意义 ， 可 以 利用 .的 面积 这 一 几何 概念 ， 设 台 是 上 与 
8u 适 配 的 面 元 ， 则 7 的 面积 为 4= 人 -2 ， 其 中 人 又 可 用 .多 上 的 坐标 系 {& 9} 表 
为 6=V8 d0^dp， 式 中 的 & 是 名 ,在 {0 g} 系 的 行列 式 ， 由 式 (8-2-3) 读 出 名 后 可 
求 得 8=K?sin?9， 故 E=Ksin06d9 和 dp ， 从 而 
2x x 
4=K| dp 本 singdg=4mK . 


可 见 天 就 是 球面 积 除 以 4r。， 定 义 
r := (4147)!2， (8-2-4) 
并 仍 称 为 半径 ， 则 = 刻 ， 式 (8-2-3) 可 改写 为 
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ds2 = rz(dg2+sin2gdp?)， (8-2-5) 
这 表面 上 与 闵 氏 时 空 的 d8 表达 式 (8-2-3) 一 样 ， 而 且 式 中 的 "也 叫 半径 , 但 在 一 般 
情况 下 半径 7 不 一 定 有 “ .多 上 各 点 与 球 心 
的 距离 ”这 样 的 意义 ， 事实 上 ， 下 列 三 种 
情况 都 有 可 能 : @D 时 空 流 形 中 根本 不 存在 RxS! 
可 被 视 作 .2 的 球 心 的 点 . 先 看 一 个 简化 例 
子 : 设 S' 是 流 形 及 xS!( 柱 面 ) 中 的 一 个 贺 


周 , 则 其 “图 心 ”p 将 不 在 流 形 恨 xS!' 上 (图 < 一 | 
8-5). 类 似 地 ， 及 xS? 中 也 不 存在 可 被 视 作 PERxS 


5 的 球 心 的 点 ，@ 时 空中 虽 存 在 可 被 视 为 

必 的 球 心 的 点 ， 但 由 于 度 规 弯 曲 ，. 面 

与 该 点 的 距离 并 不 等 于 按 式 (8-2-4) 定 义 的 ”图 8-5 3 维 欧 氏 空间 中 的 圆柱 面 ， 面 上 任 
半径 r，@ 存 在 不 止 一 个 球 心 . 一 圆周 的 圆心 p 都 不 在 柱 面 上 
[选读 8-2-1] 

在 写 出 式 (8-2-3) 前 曾 默 认 一 个 命题 设 (.9,，8os) 具 有 由 上 ， 如 "和 如 "代表 的 
最 高 对 称 性 ， 则 8 的 线 元 总 可 表 为 式 (8-2-3)、 现 在 介绍 这 个 命题 的 证 明 思路 ， 设 
Bob 在 坐标 系 {0,9} 的 分 量 为 全 | ，822 ，8a ， 则 由 名 = (3380)” 可 知人 1 ，822 ， 色 2 
不 是 9 的 函数 , 写 出 名 "所 满足 的 嗓 8os =0 的 坐标 分 量 方程 组 ,把 名 1(0) , 82(0) ， 
六 2(@) 作为 待定 函数 求解 ， 得 8 = 0 全) = (常数 )，82s = Ksin29 ， 不 难 验证 
鹏 8 =0， 于 是 命题 得 证 . 


[选读 8-2-1 完 ] 


§8.3 施 瓦 西 真空 解 

8.3.1 静态 球 对 称 度 规 

命题 8-3-1 设 静态 球 对 称 时 空 (M, gow) 只 有 一 个 超 曲面 正 交 的 类 时 Killing 矢 
量 场 包 ,” 则 其 等 度 规 群 中 与 SO(3) 同 构 的 子 群 G3 的 所 有 轨道 球面 必 与 6 正 交 . 

证 明 peG; 可 看 作 从 M 到 M 的 等 度 规 映射 由 于 矢量 场 的 类 时 性 、Killing 
性 以 及 超 曲 面 正 交 性 都 由 度 规 判 断 ， 可 以 相信 5” 也 是 超 曲 面 正 交 的 类 时 Killing 
矢量 场 ( 见 第 4 章 习 题 12)， 既 然 只 存在 一 个 这 样 的 矢量 场 ， 就 有 处 = .假定 
名 与 G3 的 某 个 轨道 球面 .不正 交 ， 则 它 存在 切 于 .> 的 投影 名 .总 可 找到 球面 


人 @ 任意 常数 条 4 当然 也 是 类 时 Killing 矢量 场 ， 此 处 所 谓 “ 一 个 ”自然 是 指 “ 一 个 线性 独立 的 ”. 
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上 的 一 个 转动 6 : 9 一 多 使 名 在 此 转动 下 有 所 改变 ， 即 友 铝 # 名 然而 用: 
了 二 儿 可 看 作 某 个 pe Gs(p:M 一 M) 限 制 在 .多 上 的 结果 .就 是 说 ， 只 要 名 非 
零 ， 就 存在 ge Gy 使 四 2 二名 ， 从 而 大 5" 6 ， 矛 盾 于 四 名 =. 口 

设 是 与 名 正 交 的 超 曲面 ， 则 根据 命题 8-3-1，Gs 过 了 任 一 点 的 轨道 球面 都 
躺 在 上 ， 如 图 8-6， 利 用 这 一 几何 特性 可 使 静态 线 元 表达 式 (8-1-3) 进 一 步 简化 . 


图 8-6 过 2 任 一 点 的 轨道 球面 都 稍 在 上 (压缩 一 维 ) 
虚线 是 球面 法 矢 场 的 积分 曲线 
为 此 只 须 说 明 如 何 定义 等 ! 面 Zz 上 的 3 维 局 域 坐标 系 {z， 妇 ， 妇 }， 刀 可 用 轨道 球 
面 的 半径 定义 : 每 一 点 的 x 就 定义 为 它 所 在 的 轨道 球面 的 半径 ~ _ 巡 和 妆 则 可 用 
如 下 的 “携带 法 ”定义 : 设 .是 中 的 某 一 轨道 球面 , 则 它 是 中 的 (2 维 ) 超 曲面 ， 
其 上 有 切 于 2 的 归 一 法 矢 场 w*， 由 于 过 5 的 任 一 点 都 有 一 个 身 在 上 的 轨道 球面 ， 
民 是 定义 在 上 的 矢量 场 , 其 积分 曲线 处 处 与 轨道 球面 正 交 (图 8-6 用 虚线 示 出 其 
中 一 条 )， 在 .多 上 任 选 球 坐标 2，w， 就 可 用 双 的 积分 曲线 把 这 两 个 坐标 “携带 ” 
到 其 他 轨道 球面 ( 即 令 每 条 积分 曲线 上 各 点 的 & 9p 值 都 等 于 该 线 与 .2 交点 的 & g 
值 ), 2 上 便 有 局 域 坐 标 系 {7, & gp). 此 坐标 系 使 式 (8-1-3) 中 的 gydxidx! 取 最 简单 的 
形式 . 由 & g 的 上 述 定义 可 知 法 矢 场 ”的 积分 曲线 与 的 坐标 线 重合 (只 是 参数 不 
同 )， 所 以 gu(B/m) (80) =0 ，gos(0/9r)*(0/0p)” =0， 于 是 gydxidx! 中 drd9 及 
drdy 项 的 系数 为 零 ， 再 考虑 到 8idx dx/ 在 每 一 轨道 球面 的 诱导 度 规 都 由 式 (8-2-5) 表 
示 , 便 得 
gydx'dx’ = 8udr2+rz(d62+sin2gdp2)， 
因而 
ds = goodt? + gudr? +r2(d0? +sin?gdg?). (8-3-1) 

根据 式 (8-1-3)，goo 和 gi1 都 不 是 + 的 函数 ， 考 虑 到 球 对 称 性 ， 可 以 相信 gu 和 g,， 
也 不 是 9 和 的 函数 [有 兴趣 的 读者 可 利用 9 和 gp 在 (3/6r)* 及 (3/80 的 积分 曲线 上 
为 常数 的 性 质 自行 证 明 ]， 把 go 和 g1, 分 别 记 作 -e*" 和 e230 ， 则 式 (8-3-1) 成 为 

ds = -ez40dt2 +ez800dr2+r2(dg2+sin2gdp2) . (8-3-2) 


这 就 是 有 唯一 静态 Killing 矢量 场 的 球 对 称 度 规 在 上 述 坐 标 系 {1, r, & g} 中 相当 一 
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般 的 线 元 表达 式 ， 我 们 强调 {1, r, & pg} 是 M 中 的 局 域 坐标 系 ， 是 指 它 的 定义 域 ( 坐 
标 域 ) 不 可 能 是 全 流 形 M， 这 是 当然 的 ,就 连 每 个 轨道 球面 上 的 坐标 8 9 也 不 能 在 
全 球面 上 定义 (不 能 用 一 个 坐标 系 覆盖 整个 S*， 见 82.0)， 此 外 ,例如 ，(dns= 0 的 
点 也 不 在 { 7, & 9} 的 坐标 域内 (图 9-13 的 X= T= 0 就 是 这 样 的 点 ). 


8.3.2 ” 施 瓦 西 真空 解 


满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 静态 球 对 称 度 规 称 为 施 瓦 西 真空 解 (Schwarzschild 
vacuum solution)， 简 称 施 瓦 西 解 ， 在 物理 上 描述 一 个 球 对 称 恒 星 ( 如 太阳 ) 的 外 部 
引力 场 ， 第 7 章 曾 指出 真空 爱 因 斯 坦 方程 等 价 于 ( 见 第 7 章 习 题 7) 
Ra = 0. (8-3-3) 
由 于 静态 球 对 称 度 规 ( 线 元 ) 的 一 般 形式 (8-3-2) 只 含 两 个 待定 一 元 函数 4(D 和 B(7)， 
方程 的 求解 变 得 简单 : 用 这 两 个 函数 表 出 里 奇 张 量 Ras, 令 其 为 零 并 对 所 得 的 关于 
4(D 和 BC) 的 微分 方程 求解 便 可 .85.7 已 详细 介绍 过 用 正 交 归 一 标 架 计算 线 元 式 
(8-3-2) 的 黎 曼 张 量 的 方法 和 结果 , 由 此 易 得 Ras 用 4(D) 和 B(r) 的 表达 式 . 为 了 帮助 
读者 掌握 用 坐标 基底 计算 曲率 的 方法 , 此 处 再 用 坐标 基底 法 直接 计算 Rao. 首先 计 
算 线 元 (8-3-2) 的 克 氏 符 ， 由 式 (3-4-19) 求 得 非 零 克 氏 符 为 
To = To =4， oo =4ex4-， T=B, 
Ty =-re-28， Th3 =—rsin?0 e-28， TY =T =1/r, (8-3-4) 
7 =-singcosg， T=T =1/7, T3» =T3, =cotb， 
其 中 “代表 对 r 求 导 ， 把 式 (8-3-4) 代 入 (3-4-21) 求 得 非 零 (不 恒 等 于 零 ) 的 R,, 为 


Roo =—e* (A"+A'B'— A -2r140， (8-3-5) 
R=—A"+A'B'-A?+2r1B', (8-3-6) 
Ry = 一 e [1+r(A'- B+1, (8-3-7) 
Ra=— {e+r (A'-B)]-1 } sin20. (8-3-8) 


于 是 Rs =0 便 等 价 于 以 下 3 个 关于 待 求 一 元 函数 4(D 和 B(r) 的 微分 方程 [ 式 (8-3-7) 
和 (8-3-8) 给 出 同一 方程 ]: 


-4"+A'B' -42-2r14'=0， (8-3-9) 
-4"+A'B' -42+2r1B8'=0， (8-3-10) 
es[1+r(4’-B)]+1=0, (8-3-11) 

方程 (8-3-9) 减 (8-3-10) 得 
A'=-B', (8-3-12) 
故 A=-B+a， a= 常数 . (8-3-13) 


注意 到 式 (8-3-12)， 方 程 (8-3-11) 可 改写 为 只 含 一 个 待 求 函数 Br) 的 方程 
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1-2rB'=e22 ， (8-3-14) 
其 通 解 为 
C -1 
Cd -(*9] (8-3-15) 
人 


其 中 C 为 积分 常数 ， 由 直接 验证 可 知 式 (8-3-13) 和 (8-3-15) 也 满足 方程 (8-3-9) 和 
(8-3-10)， 故 它们 就 是 待 解 方程 组 (8-3-9)~(8-3-11) 的 通 解 .把 此 二 式 的 A 和 8B 代 人 
线 元 式 (8-3-2) 得 


C cy 
a = (Eerors (11e] dri+r2(dg’ +sing dg’). (8-3-16) 
r 要 
定义 新 坐标 f := ef ， 得 
-1 
ds? =-(1+E]ar +(1+9] dri+r2(d0? +sing dg’). (8-3-17) 
r a 
的 常数 性 保证 (83/608)” 同 (3/80)? 一 样 是 类 时 Killing 矢量 场 ， 不 妨 认为 一 开始 定义 
坐标 系 {b mm 8 9} 时 就 把 i 选 作 Killing 时 间 坐 标 ,因此 式 (8-3-17) 的 ?可 索性 改写 为 1: 
=-] 
a =- (Ejaer(1ts)] dr2+rz(dg2+sing dp2)， (8-3-17’) 
这 就 是 施 瓦 西 真空 解 ( 施 瓦 西 度 规 )， 当 上 足够 大 时 ， 上 式 近 似 回 到 球 坐标 系 的 闵 氏 线 
元 表达 式 ， 可 见 施 瓦 西 度 规 是 渐 近 平 直 的 ， 然 而 ， 式 (8-3-16) 在 > -> oo 时 却 只 能 趋 于 
4 ds =— exdt? +dr?+r*(d0? +sin dg’), 
由 此 也 可 看 出 一 开始 就 把 f 选 作 时 间 坐 标的 好 处 . 
当 7r 足够 大 时 ， 广 义 相对 论 的 线性 近似 ( 见 7.8.1 小 节 ) 适 用 ， 又 因 (1+ C/r)-! 
兰 1-C/r ， 故 式 (8-3-17) 近 似 给 出 
ds2 =[- dtr? +dr? +72(d0? +sin® dp -Sar +dr2)， 
上 式 右 边 第 一 项 是 平 直线 元 ， 通 过 坐标 变换 x= rsingcosp ，y=rsingsing ， 
Zz= rcosg 可 改写 为 [- df + dx?+dy?+dz*]. 所 以 r 很 大 时 的 施 瓦 西 度 规 gu 可 表 
为 gow =7op + yas， 其 中 小 量 yos 的 00( 即 加 分 量 xo =- C/r ， 与 式 (7-8-35) 对 比 得 
$=C/12r ,而 由 牛顿 引力 论 又 知 g=-M/r (其 中 M 是 星体 质量 ), 因此 C=-2M ， 
式 (8-3-17) 于 是 可 表 为 
一 
ds2 =— 人 (- 绊 ji 人 (- 玫 ] dr2+r(dg2+sin2gdp2). (8-3-18) 


这 就 是 施 瓦 西 真空 解 的 最 常见 表达 式 ， 式 中 的 M 就 称 为 星体 的 质量 ， 对 “星体 质 
量 ” 概 念 的 准确 理解 见 选读 9-3-1 及 下 册 第 12 章 . 
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下 面 做 一 点 更 为 “物理 ”的 讨论 ， 即 讨论 一 个 静态 球 对 称 便 星 外 部 的 空间 几 
何 ， 图 8-7 的 圆柱 面 代表 静态 球 对 称 恒 
星 表面 的 世界 面 , 柱 面 外 的 时 空 由 施 瓦 
西 度 规 描述 . 施 瓦 西 时 空 存在 静态 参考 
系 ,每 一 等 ! 面 2, 可 解释 为 该 系 在 ?时 
刻 的 空间 ， 区 ,与 圆柱 面 的 交 面 代表/ 
时 刻 的 恒星 表面 (图 中 压缩 成 1 维 加 
周 )、 设 Gi，G; 是 两 个 有 相同 9，p 什 
的 静态 观 者 ， 其 世界 线 与 ,的 交点 p， ee 
ps 就 代表 这 两 个 观 者 在 + 时 刻 的 位 “图 87 静态 观 者 G1, 在 1 时 刻 的 空 上 
置 .区 ,中 位 于 5 以 外 ( 星 外 ) 的 空间 几何 。 7!” 外 之 由 的 测 地 线 y( 铺 在 5 上 ) 的 线 攻 
由 施 瓦 西 度 规 的 诱导 度 规 hs 描述 ， 相 应 的 线 元 为 


-1 
df? -人 wa ] dr2+rz(dg2 +sin2g dg2) (8-3-19) 


Ee 
我 们 来 计算 pi 与 p, 之 间 的 空间 距离 !， 黎 曼 空 间 ( 度 规 正 定 ) 中 两 点 的 距离 定义 为 
连接 这 两 点 的 所 有 曲线 中 的 最 短线 的 线 长 . ”不 难 证 明 Z, 上 从 pi 到 p, 的 、9 和 p 
都 为 常数 的 曲线 y 是 p|，p, 之 间 最 短 的 线 ， 其 长 度 (因而 p 与 p, 的 距离 ) 为 
1= | (hydxidx/)? = | ?Gd-2M/Pry2dr> 记 -让 


其 中 rl 和 分别 是 Gl 和 Gz 的 上 坐标 .上 式 表 明 G1 和 Gs 在 任 一 时 刻 1 的 空间 距 
离 为 常数 (这 是 静态 观 者 的 性 质 )，! 也 称 为 C 和 G2 的 固有 距离 (proper distance)， 
它 不 等 于 两 者 的 坐标 距离 r, - mm 这 正 是 (Zw hap) 的 非 欧 性 的 一 种 反映 . 

本 章 对 施 瓦 西 度 规 的 讲解 重点 在 于 求解 . 第 9 章 将 再 对 施 瓦 西 时 空 做 详细 
讨论 . 

为 便于 查找 ， 我 们 把 施 瓦 西 度 规 在 施 瓦 西 坐标 系 的 克 氏 符 和 ( 降 指标 ) 黎 曼 张 
量 的 非 零 分 量 列 出 如 下 ， 其 中 次 ， 刀 ， 妆 ,分 别 代表 六 r，6，9. 


TW = 将 ( 1-2M/7)', Two = 1-2M/r), 
六 到 
M | 
T= (2M/), T=-7 (1-2M/n), Ta =-r (1-2M/r)sin? 6, 
T= Tn =r, T= -singcosg，733 = T=1r, TS, = 73, = cotb， 
(8-3-20) 


人 准确 地 说 , 黎 曼 空间 ( 度 规 正定 ) 中 两 点 间 的 距离 定义 为 该 两 点 间 所 有 曲线 长 度 的 集合 (作为 R 的 子 集 ) 的 下 确 
界 . 
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Rao =-2 于 ，Roo = 12M/n), Resos = (1-2M/n) sin?0, 


Ri = -人 (1-2M/7)"! , Ra3=-M (2M/n) -sin 0, Ran =2Mr sin?0. 


(8-3-21) 
[选读 8-3-1] 

我 们 曾 一 再 提 到 “引力 就 是 时 空 谊 曲 ”， 现 在 有 了 稳 态 时 空 的 概念 ， 对 这 句 
话 就 可 给 出 更 为 深入 、 具 体 的 解释 ， 引 力 概念 最 早 来 自 对 地 球 附 近 物 体 运动 的 研 
究 . 当 你 释放 手中 的 苹果 时 ， 它 以 181=9.8m.s ”向 地 面 加 速 下 落 ， 所 以 说 苹果 受 
到 地 球 引力 ， 或 说 地 球 在 自己 外 部 产生 引力 场 .这 个 如 此 重要 的 1 下 1 在 广义 相对 
论 中 对 应 于 什么 ? 从 广义 相对 论 看 来 ， 革 果 做 测 地 运动 ， 其 4 加 速 为 零 ， 反 之 ， 
你 (作为 稳 态 观 者 ) 虽 然 觉 得 自己 舒服 地 坐 在 椅子 上 ， 你 的 4 加 速 却 非 零 ， 稳 态 观 
者 的 4 加速 为 (见习 题 3) 

A"=V*InY， 其 中 X=(-666")?， 如 是 稳 态 时 空 的 类 时 Killing 场 ， (8-3-22) 
因为 4 加 速 与 4 违 正 交 ,所 以 4" 是 稳 坊 观 者 世界 线 上 的 空间 矢量 场 ， 这 是 稳 坟 时 
空 几何 本 身 的 一 个 内 裹 的 矢量 场 ， 牛顿 语 言 中 的 引力 场 强 豆 必 定 对 应 于 广义 相对 
论 的 某 个 内 阳 几 何 量 ，-~4? 正 是 这 样 一 个 量 ， 所 以 可 以 称 为 稳 态 时 空中 的 “引力 
场 ”( 引 力 加 速度 场 )， 下 面 证 明 这 一 称谓 同 你 心目 中 的 地 球 引力 场 181= 9.8 ms 
的 确 数 值 一 致 ， 近 似 认为 地 球 外 有 施 瓦 西 度 规 ， 则 

X=(-66°) = (-8oo)2 =(1-2M/r)Y?, 


式 (8-3-22) 成 为 
4 =X VY= a —2M/r) (dr),, 
因而 
14"1= Vg A’ A = a -2M/r)-! Ve dn) (dr), = Ed 一 2M/Ir) Ve ¥ 


故 14“1= Ma 一 2M/r)-72 . (8-3-23) 
r 


设 革 果 G 与 稳 坊 观 者 Gs 世界 线 切 于 p( 见 图 
8-8)， 由 于 自由 下 落 ，G 对 应 于 闵 氏 时 空 的 惯 
性 观 者 ， 由 命题 6-3-6 和 等 效 原理 可 知 G 在 pp 
时 刻 相对 于 Gs 的 3 加 速 qr 等 于 Gs 的 (绝对 4 
加 束 A” 的 负 值 ， 而 qr 就是， 把 式 (8-3-23) 


图 8-8 自由 下 落 苹果 G 相对 于 
稳 起 现 者 Gs 的 3 加 友 49=-A” 改 四 国际 制 便 有 
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-1/2 
Dd -2] . 
下 cr 
用 于 地 球 表 面 ,以 M =Me =6x10* , r= 疝 =6.4xl105，c=3x108，G= 6.7x10 汪 1 
代入 ,发 现 上 式 右 边 括号 等 于 1-10” =1， 故 
181=CMe /re’ =9.8. 

于 是 我 们 说 稳 态 时 空 存在 着 -A” =V”Inx 的 引力 场 ， 它 是 地 球 引力 场 8 的 
广义 相对 论 表 述 ， 然 而 又 出 现 新 的 问题 : 非 稳 态 时 空 没 有 稳 态 观 者 ， 上 述 意义 的 
引力 不 存在 ，“ 冀 曲 时 空 必 有 引力 ”的 说 法 如 何 理 解 ? 前 已 讲 过 ， 只 要 时 空 次 曲 
就 有 测 地 偏离 效应 (潮汐 效应 )， 可 称 为 相对 引力 效应 ， 这 是 一 种 “ 硬 邦 邦 ” 的 效 
应 , 与 前 一 种 意义 的 引力 效应 不 同 (在 稳 态 时 空中 可 通过 选择 自由 下 落 电梯 消除 第 
一 种 意义 的 引力 ， 却 无 法 消除 潮汐 效应 )、 事 实 上 ， 测 地 偏离 效应 才 是 任何 弯曲 时 
空 所 共有 的 性 质 ， 当 谈 到 “弯曲 时 空 必 有 引力 ”时 ， 对 非 稳 态 时 空 只 是 指 自 由 落 
体 之 间 的 相对 引力 (潮汐 效应 )， 当 时 空 曲 率 Rpc 点 点 为 零 时 ， 两 种 意义 的 引力 效 
应 都 不 存在 ， 所 以 说 “没有 时 空 弯 曲 就 没有 引力 ”. 


(8-3-24) 


[选读 8-3-1 完 ] 
[选读 8-3-2] 


(a) 空间 图 (b) 时 空 图 


图 8-9 观 者 G,G' 和 G" 在 事件 局 分 手 ， 在 9 重 连 ，G' 和 G" 为 测 地 线 ， 
线 长 关系 为 lo <ilG <lo 


设 {t,r, 把 gj 是 孤立 静态 球 对 称 恒星 外 的 施 瓦 西 坐 标 系 ，G 是 星 外 静态 观 者 ， 
空间 坐标 值 为 "=,9=R/2,9=0; G' 是 在 恒星 引力 作用 下 绕 星 作 圆周 运动 的 自 
由 观 者 ， 其 8 值 永 为 zj2( 永 在 恒星 赤道 正 上 方 )， 其 世界 线 开 始 时 (r= 0) 与 G 线 交 
于 p， 转 一 圈 后 复 与 G 线 交 于 4( 图 8-9)， 由 式 (8-3-18) 易 见 df 对 G 和 G' 的 线 元 的 
贡献 相等 ， 而 G' 线 元 还 有 来 自 dg 的 符号 相反 的 贡献 rsin2g dg? ， 因 此 p,q 之 间 
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的 G' 线 短 于 G 线 ， 类 时 测 地 线 G' 为 何 竟 短 于 类 时 非 测 地 线 (G 线 )? 首先 ，“ 类 
时 测 地 线 长 度 为 极 大 ”是 与 无 限 邻 近 的 类 时 线 相 较 而 言 的 (“ 局 部 最 长 ”)， 而 G 
与 G' 并 不 邻近 ， 其次， 的 确 存 在 与 G' 无 限 邻 近 的 、 长 于 G' 的 类 时 线 ， 这 也 不 足 
为 怪 ， 因 为 “类 时 测 地 线 长 度 为 极 大 ”成 立 的 充 要 条 件 是 线 上 不 存在 共 罗 点 对 ， 
而 G' 不 满足 这 一 条 件 ， 事实 上 ， 可 以 相信 (根据 选读 7-6-3 的 共 元 点 对 的 定义 可 以 
证 明 )G' 上 存在 无 数 共 示 点 对 [满足 p=9o 和 gg =o+T( 其 中 0< go<) 为 一 对 ]. p， 
4 之 间 的 、 没 有 共 示 点 对 的 类 时 测 地 线 对 应 于 如 下 物理 情况 : 设 自由 观 者 G" 在 事 
件 pp 以 适当 初速 被 竖 直 上 抛 再 自由 下 落 ( 径 向 测 地 线 ), 与 G 线 恰 重 连 于 事件 4 ( 见 
图 8-9)， 则 其 世界 线 就 由 于 没有 共 示 点 对 而 至 少 为 局 部 最 长 ， 事 实 上 它 比 G 和 
G' 都 长 [注意 , 从 式 (8-3-18) 看 出 G' 短 于 G 的 理由 不 适用 于 G"， 因 其 了 值 不 等 于 C 
的 了 值 ，di 对 线 元 的 贡献 不 等 .]. 

[选读 8-3-2 完 ] 


8.3.3 Birkhoff ( 伯 克 堆 夫 ) 定 理 


施 瓦 西 证 明了 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 静态 球 对 称 解 为 施 瓦 西 解 ， 已 如 上 述 ， 后 
来 发 现 静态 条 件 可 以 取消 , 因为 伯 克 霍 夫 在 1923 年 证 明了 以 下 定理 : 真空 爱 因 斯 
坦 方 程 的 球 对 称 解 必 静 态 ， 下面 简介 定理 的 证 明 思 路 ， 静 态 球 对 称 线 元 的 一 般 形 
式 是 式 (8-3-2)， 如 果 取 消 静 态 条 件 ， 线 元 表达 式 就 不 如 此 简单 ， 例 如 交叉 项 didr 
的 系数 非 零 ， 然 而 ， 通 过 适当 坐标 变换 可 把 线 元 变 得 与 式 (8-3-2) 形 式 一 样 ， 唯 一 
区 别 是 式 (8-3-2) 中 的 一 元 函数 A(n) 和 B(r) 要 改 为 二 元 函数 A(t, ) 和 Blt, n). 以 4', B'， 
4A，B 分 别 代 表 34/3r ，3B/ar ，34/8r ，8B/8t , 通过 比 8.3.2 小 节 的 计算 略为 复 
杂 的 求解 过 程 [ 见 Cameli(1982); Stephani(1982)], 仍然 得 到 施 瓦 西 线 元 式 (8-3-18). 

Birkhoff 定理 是 个 强 有 力 的 定理 ， 它 断定 非 静 态 物质 分 布 只 要 保持 球 对 称 性 
(例如 急剧 收缩 、 膨 胀 、 径 向 振荡 其 至 爆炸 的 星体 )， 外 部 时 空 几何 就 仍 由 施 瓦 西 
真空 解 描述 ， 这 为 星体 演化 的 研究 提供 了 很 大 方便 ( 见 89.3 和 89.4). 

Birkhoff 定理 同 电动 力学 的 下 述 定理 很 相似 : 球 对 称 电荷 分 布 的 电磁 场 ( 即 真 
空 麦 氏 方程 的 球 对 称 解 ) 必 为 静电 场 . 电磁 波 是 时 变 电 磁 场 在 空间 的 传播 ，“ 球 对 
称 电 磁场 必 为 静电 场 ” 表 明 不 存在 球 对 称 电磁 波 (球面 电磁 波 是 指 波 阵 面 为 球面 的 
电磁 波 ， 其 电磁 场 并 无 球 对 称 性 ， 不 是 球 对 称 电磁 波 )， 类 似 地 ， 由 于 引力 波 不 会 
在 稳 态 引力 场 中 出 现 ( 稳 态 就 是 “不 随时 间 而 变 ”)，Birkhoff 定理 表明 不 存在 球 对 
称 引力 波 ， 注 意 到 球 对 称 辐射 也 就 是 单 极 辐射 ， 以 上 结论 的 等 价 说 法 是 ; 不 存在 
单 极 的 电磁 和 引力 辐射 ， 电 磁 辐 射 的 主要 贡献 来 自 偶 极 辐射 ， 与 此 不 同 ， 由 87.9 
可 知 对 引力 而 言 既 不 存在 单 极 辐射 也 不 存在 偶 极 辐射 ， 引 力 辐 射 的 主要 贡献 来 自 
四 极 辐射 。 表 8-1 给 出 了 两 种 辐射 的 对 照 . 
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表 8-1 引力 辐射 与 电磁 辐射 对 照 表 


单 极 辐射 偶 极 辐射 四 极 辐射 
电磁 辐射 无 有 (主要 ) 有 
引力 辐射 无 无 有 (主要 ) 


后 来 发 现 Birkhoff 的 原始 提 法 不 够 准确 ， 修 正 后 的 Birkhoff 定理 可 表述 为 : 
真空 爱 因 斯 坦 方程 的 球 对称 解 必 为 施 瓦 西 度 规 ， 这 一 提 法 与 原始 提 法 的 区 别 在 于 
延 拓 后 的 施 瓦 西 度 规 在 部 分 时 空 区 域内 并 非 稳 态 , 详 见 9.4.3 小 节 . Petrov 于 1963 
年 最 先 对 Birkhoff 定理 提出 质疑 [ 见 Kramer et al.(1980)P. 157 及 其 所 引文 献 ], 修 正 
后 的 定理 的 证 明 见 Hawking and Ellis(1973) 附 录 B， 让 志 全 和 梁 灿 彬 [Kuang and 
Liang(1988)] 进 一 步 把 定理 的 球 对 称 性 条 件 减弱 为 “ 共 形 球 对 称 性 ”而 保持 定理 的 
结论 ， 共 形 一 词 的 定义 见 $12.1( 下 册 ). 


$8.4 Reissner-Nordstrom( 来 斯 纳 - 诺 斯 特 朗 ) 解 


8.4.1 ”电磁 真空 时 空 和 爱 因 斯 坦 -麦克斯韦 方程 


施 瓦 西 度 规 描述 静态 球 对 称 星体 外 部 (真空 ) 的 时 空 弯 曲 ， 不 少 实际 星体 带 有 
电荷 ， 其 外 部 时 空 充 满 电 磁场 ， 并 非 真 空 ， 除 电磁 场 外 没有 物质 场 的 时 空 称 为 电 
磁 真空 (electrovac ， 是 electrovaccum 的 简写 ) 时 空 ， 电 磁 真 空 爱 因 斯 坦 方程 
Guw =8nTo 中 的 Tuw 是 某 种 电磁 场 (我 们 只 讨论 无 源 电磁 场 )Fs 的 能 动 张 量 ， 即 


1 2 
了 = 村 (Re ~ 8a FaF™), (8-4-1) 
故 电 磁 真 空 爱 因 斯 坦 方程 又 可 表 为 
Gap = Ras -3 Rew =2 (FP 48 FaF™), (8-4-2) 
其 中 Fo 要 满足 弯曲 时 空 的 无 源 麦 氏 方程 
VeFw =0， (8-4-3a) 
VrePao =0， (8-4-3b) 


这 里 的 Y。 是 同 度 规 gw 适 配 的 导数 算 符 ,而 8 又 必须 满足 方程 (8-4-2)， 可 见 电磁 
真空 时 空 由 背景 流 形 M、 度 规 场 gw 和 电磁 场 Fas 三 要 素 决定 ， 其 中 gw 和 Fs 应 
是 由 式 (8-4-2) 和 (8-4-3) 构 成 的 联 立方 程 组 的 解 。 此 方程 组 叫 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方 
程 组， 由 式 (8-4-1) 易 证 (习题 ) 电 磁场 能 动 张 量 Tuw 的 迹 7= g~7,, = 0 ， 于 是 由 爱 因 


斯 坦 方程 Re -BRgw =8r7. 易 见 (习题 ) 标 量 曲率 R=0， 因 此 电磁 真空 的 爱 因 斯 
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坦 方程 简化 为 
Rap = BTap. (8-4-4) 
电磁 场 Fas 可 按 物 理性 质 分 为 类 光电 磁场 和 非 类 光电 磁场 两 大 类 . 定义 复 张 
量 场 
5 := Fy +iF,,, (8-4-5) 
其 中 "Fw 是 Fs 的 对 偶 微分 形式 ，Fas 称 为 类 光电 磁场 (null electromagnetic field)， 
若 


ZH2™ =0, (8-4-6) 
否则 称 为 非 类 光电 磁场 (nonnull electromagnetic field)， 易 证 (习题 ) 
已 =2 (FoF® +iF, F®), (8-4-7) 
因此 电磁 场 的 类 光 条 件 (8-4-6) 等 价 于 
FF =0, (8-4-8a) 
和 
FF™=0. (8-4-8b) 


点 的 瞬时 观 者 (p, ZZ) 测 得 的 电场 和 磁场 按 定义 为 Eo:= FZ* 和 Bo:= -*F,,Z*( 参 
见 6.6.1 小 节 )， 由 此 可 证 ( 见 第 6 章 习题 15) 
FsF™ =2 (B*-E’), (8-4-9) 
Fs F® =4E.B=4g*E,B,. (8-4-10) 
可 见 ， 虽 然 巨 和 巨 都 与 观 者 有 关 ，B2 - E? 和 E.B 却 是 两 个 不 变量 ( 即 标量 场 ， 事 
实 上 ， 能 由 巨 和 已 构造 的 独立 的 不 变量 只 有 这 两 个 .)， 上 两 式 表明 式 (8-4-8) 等 价 
于 
B=E’, (8-4-11a) 
无 . 巨 =0. (8-4-11b) 
上 两 式 表明 瞬时 观 者 测 得 的 五 和 月 长 度 相 等 而 且 彼 此 正 交 , 这 两 点 正 是 闵 氏 时 
空 的 平面 电场 波 的 基本 特征 .可 以 证 明 ( 见 下 册 附 录 D)， 设 任意 时 空中 有 类 光 
电磁 场 Fw， 其 能 动 张 量 为 T2»， 则 瞬时 观 者 (p, Z") 测 Fas 所 得 的 4 动量 密度 
了 “= -7“%oZ”( 见 86.4) 是 指向 未 来 的 类 光 矢 量 . 


8.4.2 Reissner-Nordstrom 解 


现在 求解 静态 球 对 称 带电 星体 的 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 组 ， 根 据 8.3.1 小 节 

的 讨论 ， 在 静态 球 对 称 情况 下 选择 与 度 规 的 两 个 几何 特性 (静态 性 和 球 对 称 性 ) 相 
适 配 的 坐标 系 {x*}= {1,r, 9, 9} 可 把 线 元 表 为 如 下 简单 形式 [ 即 式 (8-3-2)]: 

ds? = 一 eze()dt2 +e Ndr? +r2(dg2 +sin2g dg’). (8-4-12) 
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[ 原 式 (8-3-2) 中 的 A(n) 及 B(r) 现 在 易 与 4 势 4 及 磁场 B 混淆 ， 故 改 记 作 a (和 
B(n，] 这 一 坐标 系 不 但 可 简化 线 元 ， 而 且 可 简化 电磁 场 分 量 ， 静态 球 对 称 带 
电 星体 产生 的 电磁 场 Fu 也 是 静态 球 对 称 的 ， 其 电磁 4 势 A。 的 坐标 分 量 hv 与 
坐标 t, & 9 无关, 且 无 切 于 轨道 球面 的 分 量 , 即 4 = A3 = 0. 4。 有 规范 自由 性 : 
设 z 为 的 任意 函数 ， 则 色 = A, +Vax 与 4a 对 应 于 相同 的 Fop， 由 上 式 得 

有 =(B/ar)*(4 + VY)= A +ox/Or. 
可 见 对 任 给 的 A。 总 可 选 适 当 的 Xn) 使 久 =0， 故 可 认为 A 只 有 分 量 Ao， 再 由 

Fy =2 VA =20,A1=0,h, -0,4, 
便 知 非 零 的 wv 只 有 

-Fo= Fo=0,40 = dA0/dr, (8-4-13) 

即 Fas 只 有 一 个 独立 分 量 Flo， 通 过 求解 麦 氏 方程 (8-4-3) 可 得 其 形式 表达 式 . 方程 
(8-4-3b) 由 于 用 了 4。 而 自动 满足 ， 方 程 (8-4-3a) 的 坐标 分 量 形式 为 


Fw =0， v=0,1,2,3. (8-4-14) 
用 推导 式 (3-4- dy 
pe -志高 (CE FY )+T FY” = 让 (J re"), (8-4-15) 


由 式 (8-4-13)、(8-4-12) 可 知 非 零 的 /-gF” 只 有 -8 ee F'=r2 Foe oth)sinO , 
于 是 式 (8-4-14) 在 v= 1，2，3 时 给 出 恒等式 ,在 v=0 时 给 出 
tr Ree =0, 


其 通 解 为 
本 = 全 er， 其 中 = 常 数 (8-4-16) 
至 此 ,满足 麦 氏 方程 的 电磁 场 Fas。 有 如 下 表达 式 : 
Fs =~ Qer*t a), Ar),. (8-4-17) 
r 


上 式 尚 含 待 求 函 数 (n) 和 扩 r)， 它 们 应 由 爱 因 斯 坦 方程 (8-4-4) 解 出 ， 我 们 从 一 开始 
就 有 两 组 待 求 函数 一 一 {F,(7)} 和 {a(n)，An)}， 不 要 以 为 前 者 只 含 于 麦 氏 方程 而 
后 者 只 含 于 爱 因 斯 坦 方程 从 而 可 以 分 别 求解 . 事实 上 , 两 者 都 出 现 于 两 组 方程 中 ， 
可 见 爱 - 麦 方程 是 类 合 方程 “你 中 有 我 ， 我 中 有 你 . ”)， 现 在 求解 爱 因 斯 坦 方程 
Rep =8r7w 、 为 此 先 计算 Fo 的 能 动 张 量 Tp。 由 式 (8-4-1) 和 (8-4-12) 可 得 Ts 的 非 
零 坐 标 分 量 为 
To = 局 0 e2218r T=-Ro e/gn, 
Ta =r Ro ee /gn Ty=rRo en2er0sin2g18r. (8-4-18) 
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另 一 方面 , 里 奇 张 量 Re 的 非 零 坐标 分 量 Rw 的 表达 式 已 由 式 (8-3-5)~(8-3-8) 给 出 ， 
于 是 爱 因 斯 坦 方程 (8-4-4) 的 分 量 方程 Ro = 8r7o 和 如 1 = 8x 分 别 等 价 于 
-ea tap -a -2r a)= Ro es, (8-4-19) 
-a"+ap' -a +27p'=- Fo ew. (8-4-20) 
由 上 两 式 易 得 w = -8 ， 与 施 瓦 西 解 的 求解 过 程 所 得 的 式 (8-3-12) 一 样 ， 故 也 可 通 
过 重 选 5 而 得 <=-B . 在 此 前 提 下 ， 利 用 式 (8-4-16) 可 知 式 (8-4-4) 的 其 余 两 个 分 量 
方程 Ra =8r7> 和 Rs = 8r733 等 价 于 
(re*)=1- 2/r’, 


2 
于 是 e” =1+ 乞 +C， (8-4-21) 
r 
2 -l 
从 而 e2p -go : (8-4-22) 
六 r 


代 人 式 (8-4-12) 便 得 时 空 线 元 
2 2 
ds2 =- [ + 马 + 9 de?+ [ Ft 9 dr2+rzldg2+sin2gdp2)， (8-4-23) 
六 r r 
把 a=~B 代 入 式 (8-4-16) 则 得 


fo= 久 . (8-4-24) 


当 r 足 够 大 时 ，Q?/r? < C1/r ， 故 式 (8-4-23) 近 似 成 为 
-1 
ds?2 = -(+9] dr? +:( :9] dr +rz(dg2 +sin2g dp2). (8-4-25) 
r 


从 物理 角度 考虑 , 球 对 称 带电 恒星 在 "足够 大 处 的 引力 场 应 近似 服从 牛顿 引力 论 ， 
时 空 度 规 应 与 施 瓦 西 度 规 近似 一 样 ， 可 见 C=-2M， 另 一 方面 ， 星 球 在 + 足够 大 
时 可 视 为 点 电荷 , 它 产生 的 Fio 应 等 于 其 电荷 除 以 疡 , 故 由 式 (8-4-24) 可 知 常数 Q 的 
物理 意义 是 星球 的 电荷 ， 于 是 式 (8-4-23) 最 终 可 表 为 


2 
(和 2 jr +- 玫 :] dr?+r2(d62+sin2gdp2) ， 


(8-4-26) 
这 称 为 Reissner-Nordstrom 线 元 (简称 RN 线 元 )， 描 述 质量 为 M、 电荷 为 2 的 静 
态 球 对 称 恒星 (物体 ) 外 部 的 时 空 几何 ， 相 应 的 电磁 场 Fs 和 4 势 4。 则 为 


Fs =— san, A(dr)s, Ah,=- 和 (dn),. (8-4-27) 
式 (8-4-26) 表 述 的 度 规 gs 配 以 式 (8-4-27) 表 述 的 电磁 场 Fs 就 构成 爱 - 麦 方程 的 
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RN 解 . 

我 们 对 RN 解 的 电磁 场 再 做 一 点 讨论 . 由 式 (8-4-27) 易 得 FF* = -202/ 玉 z0， 
可 见 RN 时 空 的 Fes 为 非 类 光电 磁场 . 人 们 常 说 RN 时 空 的 电磁 场 是 静电 场 . 要 理 
解 这 一 说 法 ， 应 注意 在 谈 到 电场 和 磁场 时 要 明确 对 什么 观 者 而 言 ， 下面 证 明 静 态 
观 者 G 测 RN 解 Fo 所 得 的 电场 和 磁场 分 别 是 静电 场 和 零 . G 的 4 速 为 

Za = F72(8/80)* [其 中 f=1-(2M/7r)+@2/r?]， 
把 对 偶 坐 标 基 矢 tm，(dg).，(dWj 归 一 化 可 得 G 的 空间 正 交 归 一 3 标 架 : 
(e)=f dr),s, (e)s=r(d0),,  (e)。=rsing(dp)。， 


易 证 (习题 )G 测 得 的 电场 E,= FZ 和 磁场 B=-"FsZ* 为 B= 灸 (e)， 


Bs。=0, 或 
= 全"， Br=0 [其 中 (a)* /90/0)] (8-428) 
见 RN 时 空 的 静态 观 者 G 测 Fe 的 结果 是 一 个 由 点 电荷 C 激发 的 静电 场 而 无 磁 
场 ， 由 此 也 可 印证 Fes 的 非 类 光 性 . ” 

如 果 事 先 不 假定 度 规 为 静态 ， 即 一 开始 就 把 式 (8-4-12) 中 的 g(r) 和 p(n) 改 为 
Q(t 和 Blt 门 ， 则 最 终 所 得 结果 同上 述 结果 一 样 . [推导 过 程 可 参见 
Carmeli (1982)]， 这 可 看 作 Birkhoff 定理 的 某 种 推广 ; 爱 因 斯 坦 方程 的 电磁 真空 球 
对 称 解 必 为 RN 解 . 


88.5 轴 对 称 度 规 简介 [选读 ] 


许多 星体 都 有 自转 ， 由 于 自转 ， 原 本 是 球 对 称 的 星体 的 对 称 性 就 降格 为 轴 对 
称 性 ， 此外， 轴 对 称 的 物质 分 布 不 论 有 无 以 对 称 轴 为 轴 的 自转 都 有 轴 对 称 性 ， 从 
数学 上 说 ， 度 规 8ob 称 为 轴 对 称 的 (axisymmetric), 若 存在 单 参 等 度 规 群 ， 其 轨道 (不 
动 点 除外 ) 为 闭合 类 空 曲线 . 可 见 轴 对 称 时 空 存在 具有 闭合 积分 曲线 的 类 空 Killing 
矢量 场 WwW” . 轴 对 称 度 规 8ap 称 为 稳 态 轴 对 称 的 ， 如 果 它 存在 类 时 Killing 场 纪 而 
且 如 与 代表 轴 对 称 性 的 类 空 Killing 场 y" 对 易 : 

[区 wy =0. (8-5-1) 
利用 这 一 对 易 性 可 选 坐 标 系 {x = 对 三 0 关中 } 征 名 =(8/808，w2e =(8/80)?. 设 


外 下 册 将 介绍 电磁 对 偶 变换 ， 它 只 改变 说 法 而 不 改变 实质 . 例如 ， 既 可 说 带电 静态 恒星 有 电荷 无 磁 荷 ， 也 可 
说 它 有 磁 荷 无 电荷 ， 还 可 说 它 既 有 电荷 又 有 磁 荷 ( 且 数 量 灵 活 ， 只 要 两 者 平方 和 不 变 . )、 本 节 讨论 RN 解 时 采用 最 
常见 的 说 法 ， 即 便 星 只 有 电荷 而 无 磁 荷 ， 其 相应 的 电磁 场 只 有 静电 场 而 无 磁场 - 
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Bwv 是 gab 在 该 系 的 分 量 ， 则 由 式 (4-2-3) 及 5 和 WwW" 的 Killing 性 得 
Og /t=(%8),=0, g/d9=(% 8g) =0, (8-5-2) 
故 8 由 只 能 是 好 ， 妇 的 函数 为 进一步 
简化 求解 过 程 , 我 们 只 讨论 满足 如 下 条 
少 件 的 稳 态 轴 对 称 度 规 : V pe M, 3 过 pp 
站 的 、 与 名 和 We 都 正 交 的 2 维 面 
图 8-10 5S 是 与 6 和 WwW 都 正 交 的 两 维 面 ”8 (就 是 说 ,对 点 的 任 一 切 于 5 的 矢量 
(图 中 压缩 一 维 ) WP 有 gapu'E*1,=gopu"Wr1,=0， 由 于 4 
维 时 空 的 2 维 面 不 是 超 曲面 ， 它 有 不 止 一 个 线性 独立 的 法 和 失 ， 见 图 8-10.)， 许 多 
重要 的 稳 态 轴 对 称 度 规 都 满足 这 一 条 件 ， 在 某 正 交 面 S60 上 任 选 坐 标 系 {x2, 双 }， 用 
如 和 W" 的 积分 曲线 把 六 ,x 携带 至 8 面 外 的 任 一 点 ( 即 令 好， 妇 在 每 一 积分 曲线 
上 为 常数 )， 并 设 定 Killing 参数 1 和 g 的 零点 使 1 9 在 每 一 正 交 面 5 上 为 常数 (由 
类 似 于 命题 8-1-1 的 命题 可 知 这 总 可 做 到 )， 便 得 局 部 坐标 系 {x0=1 ， 
刀 =g， 于， 如 ] ， 其 友和 旭 坐 标 线 分 别 是 和 We 的 积分 曲线 ,友和 妇 坐 标 线 策 
在 正 交 面 $ 上 ， 于 是 gos 在 此 系 的 分 量 8 满足 
B02 = B20 = 8abé" (0/0x*) =0, go=830= 8a"(0/0x) =0, 
B12 = 821 = gapy (0/0x*) =0， 813 = 831 = gapy "(0/0x) =0. 
令 Y = -8o =-8a5 6，W=go1=8opE"W X=gl1 =gopW Wr， 则 线 元 可 表 为 
ds? =—Vdr? + Xdg?* + 2Wdidg + ga(dx*) + ga(dr?)? +2 gndrrde?. (8-5-3) 
由 式 (8-5-2) 知 V，XX，W，82,，833，823 都 只 能 是 六， 避 的 函数 ， 因 此 爱 因 斯 坦 方 
程 的 求解 归结 为 寻找 这 6 个 二 元 函数 ， 然 而 问题 还 可 进一步 简化 ， 用 下 式 定义 函 
数 D : 


gE 


Pp? :=VX +W?, (8-5-4) 
V，X， 见 不 是 六 罗 的 函数 导致 6Vap=Bp/8f=0 和 weVup=Bp/8p=0,， 即 Vep 
与 包 和 W 正 交 ,因而 切 于 各 8 面 . 在 50 面 上 做 两 件 事 :中 选 p 为 第 二 坐标 ,加 任 
取 一 等 p 线 并 在 线 上 任意 定义 1 维 坐标 z, 再 用 Vep 的 积分 曲线 把 z 携带 到 50 面 的 
其 他 点 ， 这 样 得 到 的 2 维 坐 标 系 {x2 三 p， 台 =z} ”的 坐标 基 矢 (0/9p)" 正 交 于 
(68/0z)” ， 故 gz31s,=0. 如 上 所 述 地 用 名 和 多 的 积分 曲线 把 妆 ， 妇 携带 至 50 面 外 ， 
便 得 坐标 系 {x*} ,其 中 心 =1 刀 三 凡 ， 妇 拓 站 ， 妇 =z. 应 说 明 两 点 :Op 由 式 (8-5-4) 
定义 ,我 们 只 在 50 面 上 定义 信 =p ,再 把 民 携 带 出 面 外 . 在 面 外 为 何 也 有 x?=p? 


@@ 当 V。p=0 时 这 种 定义 失效 ， 故 坐标 域 不 含 QaD =0 的 点 . 
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这 是 GV。p=0 ，E*V。x? =0( 携 带 法 的 要 求 ) [及 相应 的 weVap=0，YeVaz =0] 
以 及 (x 一 pp) Is,=0 的 联合 结果 . @@ 由 82 ls,=0, EV.g83=0 及 WV.823 =0 易 见 
823 =0 在 全 坐标 域 上 成 立 ， 后 两 式 的 证 明 如 下 ( 仅 以 EV。823 =0 为 例 ) 
GV.gn3 =E°Vo [gap (0/0x*) (0/0x)]= [ga (0/0x*) (0/0x:)] 
= gapl-% (0/0x*) J(0/0x) + go (0/0x) (0/0x3) =0, 
其 中 最 末 一 步 用 到 .%%(9/6x?)*=[&,3/9x* 了 =[3/91,9/6x*J=0 及 .2%(9/9x3)* =0. 

现在 令 1Q2 = 8 ，4=831022 ，w=W/V ， 则 式 (8-5-3) 可 改写 为 

ds =-V(dt -wdo)2+V-1p2dp2+422(do2+ Adz’). (8-5-5) 
于 是 决定 度 规 分 量 的 二 元 函数 又 从 6 个 减 为 4 个 , 即 V(P, zj , w(p, z), 人 2(p, 7z)， 
4(p, z) .如 果 待 求解 的 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 ， 则 式 (8-5-5) 还 可 简化 为 [ 见 
Wald(1984) P. 166] 

ds* =-—V(dt -wdg) +V [prdg’ +e? (dp’ +dz’)], yn(22). 
(8-5-6) 
上 式 表明 待 求 二 元 济 数 又 从 4 个 减 为 3 个 , 即 Vp,z),w(p,z) 和 y(p,z). 上 式 在 V=1， 
w=y=0 的 特例 下 化 为 阅 氏 度 规 在 柱 坐 标 系 (1, z, p, 网 的 线 元 达 表 式 
ds2 =—dt? + prdg* +dp’ +dz?. 

对 式 (8-5-6) 的 求解 感 兴趣 的 读者 可 参阅 Kramer et al.(1980) 第 18 章 . 只 想 知道 求解 
梗概 和 结论 的 读者 则 可 参阅 Wald(1984) P. 166~168. 

真空 爱 因 斯 坦 方程 稳 态 轴 对 称 解 的 一 个 重要 特例 是 Kerr 解 ， 它 描述 某 类 不 带 
电 的 旋转 星球 的 外 部 时 空 几何 ， 详 见 第 13 章 . 

如 果 轴 对 称 度 规 还 具有 沿 对 称 轴 的 平移 不 变性 ， 就 称 为 柱 对 称 度 规 
(cylindrically symmetric metric)， 准 确 地 说 ， 除 了 反映 轴 对 称 性 的 Killing 矢量 场 
W” = (6/09)" 外 , 柱 对 称 度 规 还 存在 一 个 反映 “ 沿 对 称 轴 的 平移 不 变性 ”的 Killing 
和 拓 量 场 1 ， 满 足 D[7,，Y] =0 ; 加 1 的 积分 曲线 同 胚 于 及. 

对 柱 对 称 度 规 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Kramer et al.(1980) 第 20 章 . 


§8.6 平面 对 称 度 规 简 介 [ 选 读 ] 


§8.2 在 给 出 球 对 称 度 规 的 定义 前 讨论 了 3 维 欧 氏 空间 中 2 维 球面 (S2, 有 pn) 的 
对 称 性 . 与 此 相仿 ,在 给 出 平面 对 称 度 规 的 定义 前 应 先 重 温 2 维 欧 氏 平面 (R?, 6,,) 
的 对 称 性 . 8$4.1 例 (1) 已 用 简单 方法 找到 ( 民 *, 6,) 的 全 部 (3 个 ) 独 立 Killing 矢量 场 ， 
即 反映 平移 对 称 性 的 如 =(0/0x)” 和 如 "=(B/0y)* 以 及 反映 旋转 对 称 性 的 
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三-y(0/0x)* +x(0/0y)". 用 5 6” ， 与 "可 线性 组 合 出 无 数 Killing 矢量 场 ( 注 
意 ， 组 合 系数 应 为 常数 而 不 是 到 上 的 函数 )， 它 们 对 应 的 等 度 规 映射 构成 一 个 3 
参数 等 度 规 群 ， 称 为 欧 氏 群 ， 记 作 E(2) ( 详 见 G.5.5 小 节 )， 仿 照 球 对 称 度 规 的 定 
义 ( 见 88.2 定义 1)， 可 给 出 平面 对 称 度 规 的 如 下 定义 : 

定义 1 时 空 度 规 gos 称 为 平面 对 称 的 (plane symmetric)， 若 其 等 度 规 群 含有 
一 个 与 E(2) 同 构 的 子 群 G3， 且 G3 的 所 有 轨道 都 是 2 维 平面 . 

Taub(1951) 证 明了 如 下 定理 : 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 平面 对 称 解 必 为 静态 度 规 ， 
其 线 元 形式 为 


d2 = 一 (dr2+dz2)+(+kZ2)(dX2+dy2)， (8-6-1) 
M+kz 


其 中 上 为 常数 ，(- d72? +dZ2) 的 系数 为 正 表明 工 和 也 分 别 为 类 时 和 类 空 坐标 ， 度 
规 分 量 不 含 了 说 明 (8/87)" 是 类 时 Killing 场 ， 因 而 度 规 为 静态 .Taub 文 开始 时 只 
要 求 度 规 有 平面 对 称 性 ， 即 只 要 求 有 3 个 Killing 矢量 场 (3/0X)* ，(B/6y)” 和 
-7Y(3/6X ) 中 X (8/87)", 由 此 就 能 证 出 必 含 第 4 个 (额外 的 ) Killing 矢量 场 (3/87)”. 
这 与 Birkhoff 定理 很 像 ， 不 但 如 此 ，, 而且 Taub 定理 也 犯 了 一 个 同 Birkhoff 定理 类 
似 的 错误 : 在 得 出 式 (8-6-1) 的 过 程 中 遗漏 了 与 之 平权 的 另 一 可 能 性 ， 事 实 上 ， 由 
真空 及 平面 对 称 性 出 发 可 证 度 规 要 么 如 式 (8-6-1)， 要 么 如 下 式 ; 


+ ta). (8-6-2) 


上 式 中 (-dT?+dZ?) 的 系数 为 负 ， 说 明 Z 为 类 时 坐标 ,7 为 类 空 坐标 , 度 规 分量 
不 含 了 说 明 (8/0T)" 为 类 空 Killing 场 ,与 其 他 两 个 类 空 Killing 场 (0/OX)® , (O/OY)® 
合 起 来 表明 时 空 是 空间 均匀 的 (spatially homogeneous)， 因 为 它 在 空间 的 3 个 方向 
(由 了， XX 和 了 轴 代 表 ) 上 有 平移 不 变性 、 这 个 度 规 没有 类 时 Killing 矢量 场 ， 因 而 
不 是 静态 的 .可见 Taub 定理 应 修正 为 : 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 平面 对 称 解 要 么 是 静 
态 的 ， 要么 是 空间 均匀 的 . 
Taub 文 的 另 一 缺点 是 式 (8-6-1) 含 有 任意 常数 ， 容 易 使 人 误 以 为 式 (8-6-1) 是 
一 个 单 参 度 规 族 ( 误 以 为 同 施 瓦 西 度 规 一 样 ， 施 瓦 西 度 规 的 参数 M 的 确 表明 它 是 
一 个 单 参 族 .)， 在 大 0 情况 下 引入 新 坐标 1= 人 3T，z = 人 -43(+AZ)，x=K203X， 
?=K22Y ， 则 式 (8-6-1) 和 (8-6-2) 变 为 
d =z (Cd2+dz2)+z(dxzz+dy2)， (8-6-1') 
ds =—z (dt? + dz?)+ z(dx? + dy’). (8-6-2') 
这 说 明 在 k 关 0 情况 下 式 (8-6-1) 和 (8-6-2) 各 代表 一 个 度 规 而 非 一 族 度 规 ,在 这 方面 ， 
Taub 度 规 与 施 瓦 西 度 规 很 不 一 样 . 
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对 电磁 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 平面 对 称 解 的 研究 最 早 可 追溯 至 1926 年 ， 但 其 通 
解 的 探求 则 始 于 20 世纪 70 年 代 ，Letelier and Tabensky(1974) 在 Patnaik(1970) 工 作 
的 基础 上 找到 由 平面 对 称 电磁 场 产 生 的 平面 对 称 度 规 的 通 解 [ 见 Kramer et al.(1980)] 


-二 (CaP+deD+I2CD (de + ey’), (8-6-3) 
其 中 Y'(z)=dY/ dz ， 而 Y(z) 由 下 式 隐 给 出 : 
(-4)2+242In(Y+4)=-Cz ， A,C 为 常数 . (8-6-4) 


与 式 (8-6-3) 相 应 的 电磁 场 ,为 非 类 光 无 源 电磁 场 ， 其 坐标 分 量 为 (把 t，xX，y，z 
分 别 认定 为 芒 ，n，x， 帮 ) 
=G Po=CYY?21/2， 4=4r(C2+C2)1C， Cl,C; 为 常数 . 
(8-6-5) 
当 Fap=0 时 式 (8-6-3) 简 化 为 式 (8-6-1)[ 对 (VoY)V*Y <0] 或 (8-6-2)[ 对 (VY)V?Y >0]. 
式 (8-6-3) 代 表 由 平面 对 称 电 磁场 Fs 产生 的 平面 对 称 度 规 . 所 谓 平面 对 称 电磁 
场 是 指 
%Fs=0, i=1, 2,3, (8-6-6) 
其 中 名 代表 反映 平面 对 称 性 的 3 个 Killing 矢量 场 ， 即 
Gr =(0/0x)", &" =(0/0y)", 6 =—y(0/0x)" +x(0/0y)". (8-6-7) 
不 难 验 证 (习题 ) 式 (8-6-5) 的 Fs 满足 式 (8-6-6)， 然 而 ， 平 面 对 称 度 规 也 可 由 非 平面 
对 称 的 电磁 场 产生 . 只 有 平移 对 称 性 而 没有 旋转 对 称 性 [ 即 式 (8-6-6) 只 对 i=1, 2 
成 立 ] 的 电磁 场 称 为 半 平 面 对 称 (semi-plane symmetric) 电 磁场 ( 改 用 “2/3 平面 对 称 ” 
会 更 贴切 )， 由 这 种 电磁 场 产 生 的 平面 对 称 度 规 的 个 别 特 解散 见于 某 些 文献 中 ， 李 
鉴 增 和 梁 灿 彬 [Li and Liang(1985)] 求 得 由 这 种 半 平 面 对 称 电磁 场 产生 的 平面 对 称 
度 规 的 通 解 ， 分 为 以 下 两 类 : 


A 类 ds? = dr tdz)+7 dx? ray’), (8-6-8a) 
B 类 de 4dr + a2) + (r+) (dX?+dY?), (8-6-8b) 
VT+ 


其 中 J(T+Z) 是 满足 j/J >0 的 任意 函数 (j=0J10T ).9 与 式 (8-6-8a)、(8-6-8b) 相 
应 的 电磁 场 是 半 (2/3) 平 面 对 称 类 光 无 源 电 磁场 . 通 解 (8-6-3) 和 (8-6-8) 分 别 对 应 于 
非 类 光 、 平 面 对 称 和 类 光 、 半 平面 对 称 无 源 电磁 场 .自然 要 问 : 由 电磁 场 (不 论 其 


人 两 个 不 同 函数 JIT+ 刀 按 式 (8-6-8a) 或 (8-6-8b) 给 出 的 线 元 可 能 只 差 一 个 坐标 变换 ( 即 从 一 个 出 发 通过 坐标 变 
换 可 得 另 一 个 ) 这 样 两 个 线 元 代表 相同 几何 ， 因 此 这 样 两 个 函数 J(T+ 刀 称 为 等 价 的 ， 要 弄 清 式 (8-6-8a) 和 (8-6-8b) 
描写 的 所 有 不 同 几何 , 就 要 找到 判断 任意 两 个 函数 J(T+ 刀 是 否 等 价 的 判 据 . 羡 志 全 等 找到 了 这 一 充 委 判 据 [Kuang, 
Li and Liang (1986)]. 
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对 称 性 如 何 ) 产 生 的 平面 对 称 度 规 除 式 (8-6-3) 和 (8-6-8) 外 还 有 没有 其 他 ? 序 志 全 
等 证 明 [Kuang, Li and Liang(1987)]: @ 电 磁场 产生 的 平面 对 称 度 规 只 有 式 (8-6-3) 
和 (8-6-8a)、(8-6-8b) 等 3 类 (及 由 它们 出 发 经 坐标 变换 而 得 的 线 元 ); @) 平 面 对 称 度 
规 (8-6-3) 不 能 由 有 源 电磁 场 产生 ; @@ 和 平面 对 称 度 规 (8-6-8a)、(8-6-8b) 也 可 由 有 源 电 
磁场 产生 , 即 A 和 B 类 的 每 一 度 规 既 可 解释 为 由 无 源 电磁 场 产 生 ， 也 可 解释 为 由 
有 源 电磁 场 产生 [这 两 种 解释 称 为 互相 对 偶 的 解释 (dual interpretatior), 两 者 对 应 于 
同一 能 动 张 量 Tap. ]， 两 者 都 是 类 光电 磁场 ， 前 者 是 半 (2/3) 平 面 对 称 的 (只 有 平移 
对 称 性 而 没有 旋转 对 称 性 )， 后 者 则 与 前 者 恰 相 反 ， 只 有 旋转 对 称 性 而 没有 平移 对 
称 性 ( 即 名 Fs =0， 色 Fp #0 ， 到 Fas 0)， 也 可 称 为 ( 另 一 类 ) 半 平面 对 称 电磁 
场 ， 更 准确 地 说 是 1/3 平面 对 称 电磁 场 ， 至 此 ， 由 电磁 场 产 生 的 平面 对 称 度 规 终 
于 得 以 穷尽 . 

半 平 面 对 称 电磁 场 可 以 产生 平面 对 称 度 规 的 事实 表明 电磁 场 的 对 称 性 可 以 弱 
于 度 规 的 对 称 性 .自然 要 问 : 度 规 的 对 称 性 可 否 弱 于 电磁 场 的 对 称 性 ? 例如 ， 是 
否 存在 由 平面 对 称 电磁 场 产生 的 半 平 面 对 称 度 规 ? 答案 是 肯定 的 ; 李 鉴 增 和 梁 灿 
彬 给 出 了 一 个 具体 例子 ( 特 解 )， 见 Li and Liang(1989)， 但 有 关 问 题 还 有 待 进一步 
探讨 . 

顺便 指出 ， 反 映 球 对 称 性 的 3 个 Killing 场地 位 均等 ， 不 存在 由 半 (2/3 或 1/3) 
球面 对 称 电 磁场 产生 的 球 对 称 度 规 . 由 电磁 场 产生 的 球 对 称 度 规 只 能 是 RN 度 规 ， 
其 电磁 场 只 能 是 球 对 称 的 无 源 非 类 光电 磁场 . 


§8.7 ”Newman-Penrose 形式 (NP formalism)[ 选 读 ] 


除 坐 标 基底 法 和 正 交 归 一 标 架 法 之 外 ， 相 对 论 还 经 常用 到 第 三 种 计算 曲率 的 
方法 ,就 是 Newman 和 Penrose 提出 的 “类 光标 架 法 ”[Newman and Penrose(1962)]， 
它 可 看 作 刚 性 标 架 法 的 一 个 变种 : 所 用 的 不 是 正 交 归 一 标 架 而 是 复 的 8“ 类 光标 
架 ”， 设 尸 是 4 维 时 空 (M,8uw) 的 一 点 ，{(en)?]} 是 已 的 一 个 正 交 归 一 标 架 ， 定 义 
点 的 4 个 特殊 矢量 如 下 : 


=- 方 Ka7 i) me = 二 () #1(@)’], 


@@ 电磁 场 的 源 (尘埃 ) 的 能 动 张 量 T2s 也 应 与 电磁 场 的 能 动 张 重 Tos 一 样 出 现在 爱 因 斯 坦 方程 右边 ,这 使 问题 变 
得 相当 复杂 ， 一 种 简化 讨论 是 约定 Ts =0 ， 其 物理 意义 可 参见 Tariq and Tupper (1976)，. 

加 把 82.2 定 义 2 中 的 及 改 为 全 体 复数 的 集合 C， 则 上 映射 V: 而 履 C 称 为 peMM 的 复 失 重 ,点 的 切 空间 儿 于 
是 拓展 为 n 维 复 矢量 空间 (用 复数 做 数 隧 ). 设 u 和 w 是 p 点 的 实 笑 量 且 VOf)=u(f)+iw(f)，We 天 就 说 
v=u+iw， 并 分 别称 4，w 为 的 实 部 和 座 部 . 仿 此 不 难 定义 复 张 重 及 其 实 部 和 座 部 . 
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1 a a 
r= 方 (7 -+ (8-7-D) 


则 gapm*m? = 8 而 "而 = gopl"1 = gopk"ks =0，, 即 4 个 都 是 类 光 矢量 . 请 注意 , m” 
和 而 * 都 是 复 矢量 ， 而 且 互相 共 罗 . 这 4 个 矢量 构成 p 点 的 一 个 基底 , 称 为 p 点 的 
一 个 类 光标 架 (null tetrad)， 为 与 其 他 标 架 相 区 别 ， 本 书 以 {(5,)] 代表 类 光标 架 ， 
并 规定 其 编号 为 [ 同 Kramer et al.(1980) 一 致 ] 
(a)°=m, (se)=m, (ea)=l, (es) =k". (8-7-2) 

相应 的 对 偶 基 矢 为 

(em (em, (eo=-k, (el),=-h. (8-7-20 
(5 可 看 作 §5.7 开始 时 提 及 的 任 一 基底 场 (e,)" 的 特例 ， 但 式 (8-7-1) 的 (e,)* 则 专 
指正 交 归 一 标 架 ， 请 勿 混淆 ， 不 难看 出 类 光标 架 中 任意 两 个 基 矢 的 内 积 只 有 以 下 
两 对 非 零 ; 


mm, = gapm’" Mm’ = g12 = 821 =1， Lk, = Seo = 834 = 843 = 一] ， 
因此 度 规 8 及 其 北 8% 在 该 标 架 的 分 量 8u 和 gM 组 成 的 矩阵 为 
010 0 
10 0 0 
(guv)= R00 =(g”"). (8-7-3) 
00-10 


与 85.7 一 样 ，(6,)"” 和 (e“) 的 编号 指标 也 可 用 gh” 和 g,, 升降 . 把 式 (5-7-5) 用 于 类 
光标 架 得 
Wa =(£,) Va(e'), (8-7-4) 
相应 的 里 奇 旋转 系数 为 
Corp =(2o) (es) VE),. 
式 (8-7-3) 表明 {(eo)") 是 ( 复 ) 刚 性 标 架 ， 因 此 有 9s =(5)。Vo(6,) 及 
Qjva = 一 wwa( 即 wu =-@w)， 相 应 的 里 奇 旋转 系数 
Op = (Es) (ep) VBE) wmp=-owp: (8-7-5) 
由 于 类 光标 架 指标 的 编号 为 1，2，3，4 而 非 0，1，2，3， 相 应 的 联络 1 形 
式 的 编号 指标 也 改 为 012，@w13，Q4，w23，0024，0034， 请 注意 与 类 光标 架 相 应 的 wp 
是 复数 ， 而 且 服 从 如 下 命题 : 
命题 8-7-1 若 把 Wwp 下 标 中 的 所 有 1 和 2 互 换 ( 保 持 3、4 不 变 )， 便 得 wp 的 
共 示 复 数 画 wp ,例如 ma4 = 34 ,0342 = B41, Vaz = B12 , O17 = 1 W344 = 4 
证 明 由 式 (8-7-5) 得 Ws =(B)(E,) Vs(5,)。， 用 此 式 不 难 证 明 本 命题 ， 例 
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如 ， 


Op = (54 六 (5) V,(B), = (6 ya Y Vole2), = an : 
命题 8-7-1 不 但 对 wump 成立， 而 且 对 所 有 带 有 类 光标 架 指 标的 量 (包括 张 量 ) 
也 成 立 ， 例 如 wdl = 而 ，Ool = 面 ; ，Ra = 天 ,R=R,, Ry = Ra. 

用 类 光标 架 法 求 曲率 张 量 的 过 程 与 用 正 交 归 一 标 架 法 类 似 ， 也 是 先 求 所 选 类 
光标 架 的 全 部 联络 1 形式 ,再 求全 部 曲率 2 形式 RR, .联络 1 形式 的 分 量 wump 仍 
可 由 式 (5-7-19) 和 (5-7-20) 计 算 , 其 中 的 (e，)" 现 在 应 理解 为 (s,)”. 求 得 全 部 mv 后 
仍 可 用 嘉 当 第 二 方程 计算 全 部 R,,. 

命题 8-7-2 嘉 当 第 二 结构 方程 (5-7-8) 在 类 光标 架 下 表现 为 


Rs = do4l +O4l 人 (21 + D43), (8-7-6a) 
Ra =dos — 32 和 (Wal + O43), (8-7-6b) 
Ry + Rs =d (1 + O43) + 2 和 Oa. (8-7-6c) 


证 明 嘉 当 第 二 方程 (5-7-8) 在 有 度 规 gop 时 可 改写 为 
Ry =dow + A =d0,, + 8" Oa Wey, 
其 中 g** 是 8 在 类 光标 架 的 分 量 , 注意 到 非 零 的 82T 只 有 82 =821=1 和 834=843 
=-1， 便 可 写 出 及 iv 的 全 部 (6 个 ) 独 立 分 量 如 下 : 


Ra = doO43 + Wa A Was + Dsy 和 Os (8-7-7a) 
Rs = da + a 人 (ol + 43), (8-7-7b) 
Rs = d@4 + Oa (Wy + 43), (8-7-7c) 
Ry = dy + Wy 人 (ol + O34)», (8-7-7d) 
Rs = dos + oO 人 (Oy + 034), (8-7-7e) 

Ry = dozl 一 023 和 Oa 一 024 A a1. (8-7-7f) 


考虑 到 命题 8-7-1， 这 6 个 等 式 其 实 也 不 全 独立 ， 因 为 忆 = 忆 , 及 RRs = 及 ,分别 
使 式 (8-7-7e) 及 (8-7-7b) 可 由 式 (8-7-7d) 及 (8-7-7c) 推 出 ， 此 外 ， 式 (8-7-7a) 及 (8-7-7f) 
可 分 别 改 写 为 

Ra =d@43 + as 和 Wai + O32 人 Wa = do +2Re (Oo 人 @4), (8-7-7a) 


Ry = do + os 和 Oa -oa 人 Wa = do +2iIm (os 人 @O4)， (8-7-7f) 
上 两 式 合 起 来 等 价 于 式 (8-7-6c)， 于 是 式 (8-7-7a)~(8-7-7 人 等 价 于 (8-7-6a)-(8-7-6c). 


Newman 和 Penrose 以 类 光标 架 为 基础 创立 的 整套 方法 称 为 Newman-Penrose 
形式 ， 简 称 NP 形式 (NP formalism)，NP 形式 的 基本 做 法 是 把 各 种 浓缩 方程 [如 方 
程 (8-7-6)] 拆 开 写成 多 个 分 量 方程 , 自然 出 现 大量 带 多 个 指标 的 量 , 如 0,,，，RR， 


up» Wpopy 


等 .为 了 简化 方程 的 外 观 (以 及 其 他 目的 )，NP 用 各 种 不 带 或 少 带 指标 的 专门 符号 
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代表 这 些 多 指标 量 ， 分 三 点 介绍 如 下 : 


(1) 由 于 有 命题 8-7-1, 在 24 个 复 wrp 的 线性 组 合 中 只 有 12 个 独立 复数 (与 正 
交 归 一 标 架 中 共有 24 个 独立 的 实 amp 的 事实 对 照 ， 便 会 发 现 这 是 很 自然 的 .)， 以 
12 个 不 带 指标 的 希腊 字母 代表 ap 的 12 个 独立 线性 组 合 ， 它 们 是 [其 中 用 到 式 


(8-7-5)] 
K=—044 =—m’k?Vok,, 


T=- =—m" Vk,, 


V= oo33 = LV,l,, 
A= 1 = Mme Vl, , 
4 = oa2 = 而 Vi ， 
A =,34 = 而 ooVbl， 


已 


bb 一 昌 | 一 


1 
(ol4 -at) = ZF Tk Vom lokbV ok,), 
B= 


和 
(oo — O341) = Fm Vom, —lmeV,k,), 


1 = 
7=5(03 — 03)= kV, — ml Vim) , 
2 


bl 一 


1 二 es 
au F702 一 ozz)= Fm Val mm’ mV ma ). 


这 12 个 希腊 字母 称 为 自 旋 系数 (spin coefficients， 简 称 施 系数 .). 
命题 8-7-3 24 个 arp 可 由 12 个 旋 系 数 表 出 如 下 : 


(8-7-8a) 
(8-7-8b) 
(8-7-8c) 
(8-7-8d) 
(8-7-8e) 
(8-7-8f) 
(8-7-8g) 
(8-7-8h) 


(8-7-8i) 
(8-7-8j) 
(8-7-8k) 


(8-7-8D 


Va=G-pB, a=4, Oa=-0, a=h, Vm=-P, oadl=-(Z+D)， 


om =B-a, oy = Wa =-p, V2 =h; do =-T, W342 


(w+ 万， 


OO = OY Oat V3=v, V3=-T, Wn =—(y+7), 
W456 Qia4 = 元 Va-K, V4=A, V4=-KR, Wn = (E+5). 
证 明 待 证 的 24 个 等 式 中 只 有 8 个 需要 证 明 (其 他 都 可 从 旋 系 数 的 定义 一 户 


而 知 )， 证 明 如 下 . 


首先 , 因 (&3) 和 (64) 为 实 矢量 , 故 w343 和 0 344 为 实数 . 其 次 ,由 wy13 = -ia 
=-0Wi3 可 得 Qi3+013=0， 所 以 @213 为 雇 数 . 同 理 可 知 w214 亦 为 虚数 而 


1 1 二 
7 024 O04)= Ost), 故 W434=2Re(s)=e+E，wy4=2iIm(e)=&-5. 类 
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1 
似 地 有 wuas =7Y+ 太 ao =7 一 关 .此 外 ， 由 和 Ga 的 定义 又 得 = 一 (Ql21 + 0341)， 


a=3 (oa om), 因而 @y41=-(G+P)，cz1=C-B， 由 此 又 易 得 @2= 记 一 
(342 =-(a+p). 口 
(2) 各 种 公式 中 经 常 出 现 旋 系 数 沿 4 个 基 矢 的 导数 ， 特 引入 以 下 4 个 求 导 符号 : 


6=mV,, 6=m°V,, A=l’V,, Da=k’V,. (8-7-9) 
(3) 黎 受 张 量 Ra 的 分 量 有 4 个 指标 ， 应 设法 用 指标 较 少 的 符号 代表 ，Rubc4 
由 其 “无 迹 部 分 ”( 外 尔 张 量 ) Cpe” 和 “有 迹 部 分 ”( 里 奇 张 量 )Rub 决定 ， 由 于 具有 
各 种 对 称 性 ， 外 尔 张 量 只 有 10 个 实 的 独立 分 量 ， 可 用 5 个 复数 六 ， 男 ， 辑 ， 即 ， 
加 代表 ， 定义 为 
1 
Po:= Cua Vi:= Coa Po:= 了 (Ca -Ca12), 4 := Ca， Ya := Co， 
(8-7-10) 
其 中 Cupeu 是 Coscd 在 类 光标 架 的 分 量 . 里 奇 张 量 Ro 由 于 对 称 性 Ras = Run 而 只 
10 个 实 的 独立 分 量 ， 它 在 类 光标 架 的 10 个 独立 分 量 Ra，Ra，Ra，R4，PR33，Raz， 
Ra, Ra, Ra, Ru 中 有 6 个 为 复数 ， 4 个 为 实数 ，Ru，Rs3，R33 的 实数 性 是 显 见 的 ， 
Rs1 也 是 实数 ， 因 为 Ri = Ri,= 羽 |， 由 这 4 个 实数 的 线性 组 合 可 定义 如 下 4 个 实数 : 
1 1 1 
Poo := 二 Ru， 四 := 4 Ra +R3), DD := Ra， R:=2(R -Ra). 
(8-7-11a) 
第 四 个 实数 R 其 实 就 是 标量 曲率 [ 易 证 标量 曲率 的 确 等 于 2 (Rs - Ri3)]， 由 Raw 的 
6 个 复 分 量 Ra2，R4a1，R32，R31，R22，Rit 则 可 定义 6 个 复数 


1 1 1 1 
Do 二 As， No:= 二 As， 人 := pi Goo := 2 Am， 
1 1 
DB:= 了 ， Z := 2 (8-7-11b) 


以 上 10 个 数 除 R 外 可 排 成 一 个 3x 3“ 共 频 对 称 ” 答 阵 [Di ] (满足 Di = DB ， 
Mr=0,12): 


0 2 


1 
Zz 


1 
Ra + Ro) 


i 
Ze 
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3 个 独立 的 复 对 角 元 与 3 个 实 对 角 元 及 实数 尺 合 起 来 正好 代表 Ros 的 10 个 实 独立 
分 量 . 

NP 形式 中 包含 3 个 非常 有 用 的 方程 组 , 即 (A)NP 方程 组 ; (B) 比 安 基 恒等式 ; 
(C) 对 易 关系 式 ， 分 别 介绍 如 下 . 

(A) NP 方程 组 

以 Bro,，…， 咏 2, R 等 10 个 量 以 及 加， 园 ， 罗 ， 轨 ， 辑 表达 R41, R32， Ry， 
Rs3， 以 12 个 旋 系 数 表达 O41，Q2，0w1，0tD43， 便 可 把 式 (8-7-6) 重 新 表述 为 如 下 的 
18 个 方程 ， 称 为 NP 方程 组 : 


Dp~-8xr=(p* +00)+p(e+5)-—Rr -xk(3¢+B-A)+ Doo, (8-7-12a) 
Do-é8xr=o(p+P)+o(3e -5)-x(r-x+G+3p)+ Yo, (8-7-12b) 
Dr-Ax=p(r+Az)+o(T+A)+r(e—E)—xK(3y +7) + + Do, (8-7-12c) 
Da-5e=a(p+5E-26)+p5- 庞 -以 -页 +z(E+P)+ 四 0， (8-7-12d) 
DB-8e=o(a+n)+PB(P-E)-x(H+7) -ea(G -A)+P,, (8-7-12e) 
Dy-Ae=a(r+7z)+PB(T+A) -7y(e+E) -ey +7)+Tr -vx +Y,+D —R/24, 
(8-7-12f) 
DA-5r=(pA+0) + +a(a-pB)-vr-A3e -5)+ Py, (8-7-12g) 
Du-6xr=(Pu+oA)+Aaz-u(e+5)-x(G -Pp)-vk+y, +R/12, (8-7-12h) 
Dv-Ax=pu(r+T)+AA+T)+Ay -7)—v(3e+E) + + (8-7-12i) 
AA4-Bv=-AN+DD -A -7)+v3a+B+r-t) -yy,, (8-7-12j) 
sp-5o=p(Z+ 有 -acGca- 爵 +rp- 爵 +k(U- 有 网 -由 + 四 (8-7-12k) 
6a-8p=(up-Ac)+aa+ BB-2ap ry(p-P+e(hu-DD-¥,+D1+R/24, 

_ (8-7-12D) 
84-6u=v(p-P+a(u-PD+u(a+pB)+AG-3p) -YY +D, (8-7-12m) 
6v -Ap=( + MM) +H +7) -Trtv(r 3p -a)+D,,, (8-7-12n) 
Sy -AB=7y(r-a-P)+ur-ov-ev -By -7-1)+ot+D,, (8-7-120) 
Sr-Ao=(uo+Ap)+r(r+B-a)-o(3y -7) xv + Do,, (8-7-12p) 
Ap-Br=-(ph+oA)+r(B-a-t)+p(y+7) + —y, -R/12, (8-7-12q) 
Aa-6y= v(p+e)-Ar+p+a(7 -D+r(B-t) -yy,. (8-7-12D 


注 1 嘉 当 第 二 方程 (8-7-6) 包 含 3 个 复 的 (0, 2) 型 反 称 张 量 方程 ， 每 个 方程 又 
相当 于 6 个 复 的 分 量 方程 ， 改 写 为 复 的 NP 方程 自然 是 18 个 . 

下 面 举例 说 明 NP 方程 的 证 明 . 先 以 式 (8-7-12a) 为 例 ， 它 其 实 是 式 (8-7-6a) 的 
第 四 、 二 分 量 方程 的 重新 表述 ，Rabes 在 类 光标 架 的 分 量 Razs1 可 表 为 


Ra = (4) (£3) Rapai = (es)” (ea)*[(daws ) + Wala 和 (aig + 43)] , 
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其 中 第 二 步 用 到 式 (8-7-6a)、 因 (@41)。 =a (EDs+DP(e)p+T(E)o+K (5 ， 故 
(ED (se2) (dos)a = (83) (22) (Yaous 一 Yeoso) 
=-00+p(s-E)+Dp- p+Rr-kAr+k(a+B)- x. 
最 末 一 步 繁 而 不 难 ， 留 作 练习 ， 推 算 中 经 常用 到 ww,*， 的 降 指 标 运算 ,为 此 要 借用 
8 在 类 光标 架 的 分 量 8 的 表达 式 (8-7-3)， 由 于 式 (8-7-3) 的 矩阵 很 简单 ， 计 算 十 
分 方便 .例如 
ad = gap2 = 8 0 = W422. 
此 外 ， 
(ea)" (£2) [waia 和 (oa + W435)] = (W212 + W432) — Pl214 + W434) = 2KQ — 2pe, 
因而 
Re = (Dp— dx)-(p? Se PE LOE (8-7-13) 
另 一 方面 ， 由 Doo 的 定义 及 R= Ro 得 
he Ren 《Rs 十 Res2 + Rat) 
(8-7-14) 
了 Ran + Ray41 — Raag4) = Ra， 
对 比 式 (8-7-13) 和 (8-7-14) 便 得 式 (8-7-12a). 可 见 式 (8-7-12a) 无 非 是 式 (8-7-6a) 的 一 个 
分 量 方程 ， 只 是 由 于 把 代表 曲率 分 量 的 Go 写 在 右边 而 使 初学 者 不 易 看 出 这 一 实 
质 . 下 面 再 以 较 复杂 的 式 (8-7-12f) 为 例 介 绍 推 证 过 程 . 它 是 式 (8-7-6c) 的 第 4, 3 分 
量 方程 的 重新 表述 ， 首 先 ， 
Ra2i+R4343=(E4) (és ) Rapa1t Rasa3) =(é4)" (se3) [do )co+(dwss)oo+2a32oA@sip]， 
其 中 第 二 步 用 到 式 (8-7-6c)， 经 完 长 而 直接 的 计算 得 
Rail + Ra =2[(DY ~ Ae) -a(r+7z)— PB(T+A)+y(E+E)+e(y +7) -tr+vk]. 
8-7-15 
另 一 方面 ,由 定义 式 (8-7-9) 知 吃 = (Class 一 Ce12)12. Fo 
用 于 n=4 得 


1 大 
Caped = Raped -ecRw —g8adRcs)— (gbeRaa 一 BedRea)] + GR(goc8ap ~ gad8cb). 
注意 到 式 (8-7-3)， 得 Cay3 = Rae3 -Ra - R16 ，C4s12 = Ra ， 因 而 


1 1 
到 =3(Res — Ra) -TR — 而 六 (8-7-16) 
而 从 式 (8-7-10) 知 B=(Ry+Ra)/4 及 R=2 (Rs 一 RR)， 效 
2(F, + 四 1 一 R124) = Ry 一 Ra = Re 十 Ra . (8-7-17) 


由 式 (8-7-17) 和 (8-7-15) 可 知 式 (8-7-12) 成 立 . 
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总 之 ，18 个 NP 方程 无 非 是 嘉 当 第 二 结构 方程 在 类 光标 架 的 具体 体现 ， 其 特 
点 是 把 浓缩 的 式 (8-7-6) 中 的 所 有 取 和 逐次 写 出 ,从 而 便于 实际 计算 . NP 方程 虽然 
个 数 众 多 ， 但 所 有 方程 都 只 涉及 一 阶 导数 ， 求 解 并 不 困难 .利用 选择 类 光标 架 的 
自由 性 [有 6 个 实 参量 可 供 选择 ， 见 Kramer et al.(1980) P. 45] 还 可 使 NP 方程 尽量 
简化 . 
(B) 比 安 基 恒等式 
第 3 章 早 已 从 歼 曼 张 量 Ru 的 定义 证 明了 它 满 足 比 安 基 恒等式 
VeRieid =0. 为 便于 应 用 ， 可 借 NP 类 光标 架 把 它 表 为 分 量 方程 组 ， 见 Kramer et 
al.(1981) P. 86~87. 
(C) 对 易 关系 式 
计算 黎 受 张 量 先 要 选 定 基底 场 {(eu)*}， 若 选 坐标 基底 ， 则 任意 两 个 基 和 拓 场 必 
然 对 易 ， 即 [3/8x' ,8/Bx'] =0. 然而 非 坐标 基底 却 不 如 此 简单 . 基底 {(eu)*} 中 的 
任意 两 个 基 和 拓 场 (er) 和 (ev) 的 对 易 子 可 用 式 (3-1-13) 表 为 
[eye =(e,) Vole,)’ ~(e,) Vo es)®, (8-7-18) 
其 中 V。 是 任 一 无 挠 导数 算 符 ， 把 计算 黎 曼 张 量 时 所 指定 的 那个 导数 算 符 (联络 ) 选 
做 上 式 的 V。， 则 由 式 (5-7-1) 便 得 
[eye =-27° (es) , (8-7-19) 
其 中 0 凡是 由 式 (5-7-1) 定 义 的 联络 系数 ， 与 联络 1 形式 wurs 的 关系 由 式 (5-7-4) 给 
出 . 式 (8-7-19) 就 是 用 标 架 法 计算 黎 受 张 量 时 的 对 易 关 系 (commutation relation)， 下 
面 讨论 它 在 NP 形式 中 的 具体 表达 式 . 借用 度 规 (之 逆 ) 在 类 光标 架 的 分 量 8A 可 把 
式 (5-7-4) 改 写 为 
7”, = 8 gy, (8-7-20) 
故 式 (8-7-19) 用 于 类 光标 架 成 为 
[ej 6 = 8 (wp ~ Ovpy) (es) . (8-7-21) 
分 别 取 pv 为 34，14，13，21， 则 上 式 在 作用 于 实 函数 时 具体 化 为 如 下 4 个 对 易 


关系 式 ( 若 再 取 pv 为 24 和 23， 所 得 结果 分 别 是 取 14 和 13 的 结果 的 复数 共 示 ， 
不 独立 . ): 


AD-DA=(y+7)D+(e+E)A-(r+z)d (T+A)8, (8-7-22a) 
5D-D8=(@+P-A)D+xrA-od-(D+e-5)6, (8-7-22b) 
5A-A5=-7D+(r-C-PA+E5+(-y+7)5， (8-7-22c) 


55-88=(Z-/D+(B-pA-(a-p)E-(B-a)s. (8-7-22d) 
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作用 于 实 函数 f 时 ， 式 (8-7-22a) 给 出 一 个 实 等 式 ，(8-7-22d) 给 出 一 个 虚 等 式 ， 
(8-7-22b) 和 (8-7-22c) 各 给 出 一 个 复 等 式 ， 故 式 (8-7-22) 相 当 于 6 个 实 等 式 ， 为 证 
式 (8-7-22a)， 只 须 证 明 它 两 边 作 用 于 任 一 ( 复 ) 标 量 场 了 给 出 相同 的 标量 场 ， 由 式 
(8-7-9) 得 
(AD -DA) = (1 Vk" -kV Vf =[1, KY Vf 

=[&3, 54] Wf = 8 (03g4-Oap3)(Eo) Vf 

= 8 (03p4 — Osp3) (Es) Vf 

=[g" (Oa —@4n) (5) + 82 (O14 — a3) (22) 

+8 (0344 ~ D443) (3) + 8 (0334 — 00433) (24)" J Vof 

={(-A -Tm + (zm —[-(e+5) -0 -[0-(y+7)k)} Vf 

=(y+7)Df +(e+5)Af (r+Az) 8 -(T+7) 8, 
于 是 式 (8-7-22a) 得 证 ， 其 他 3 式 的 证 明 仿 此 . 

为 帮助 初学 者 掌握 用 NP 形式 求解 爱 因 斯 坦 方程 的 方法 ， 本 书 给 出 两 个 求解 

实例 ， 分 别 见 8.8.2 小 节 和 选读 8-9-1. 


88.8 ”用 NP 形式 求解 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方 程 举例 [选读 ] 
8.8.1 NP 形式 中 的 麦 氏 方程 与 爱 因 斯 坦 方程 


由 于 有 反 称 性 ， 电 磁场 张 量 Fap 在 类 光标 架 的 复 分 量 中 至 多 只 有 6 个 独立 ， 
不 妨 取 为 Fa3，Fsa2，Fa1，F32，F31，Fx1， 但 它们 还 满足 如 下 关系 : 
Fs = Fs, Fo = Fs, Fra=B, Fn=-Fs=-b, 
可 见 6 者 中 Fa3 和 Fz 各 为 实数 和 虚数 (两 者 之 和 是 个 复数 )， 其 他 4 者 相当 于 两 个 
独立 复数 (可 取 为 Fal 和 Fw)， 因 此 在 NP 形式 中 以 3 个 复数 砚 ， 和 号 代表 ,其 
定义 为 


四 := Fa = Fk me, (8-8-1a) 
A Fat Bi)=2 Fol + mom), (8-8-1b) 
®, := Fy = Fym°lt. (8-8-1c) 
无 源 麦 氏 方程 
V°F,, =0， (8-8-2a) 
ViaFsa =0 (8-8-2b) 
在 NP 形式 中 具有 如 下 表达 式 : 


DD -E50 =(7 -20)0, +2pD, rg,, (8-8-3a) 
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D 四 -80 =-A40D, +27D +(p-25)9,, (8-8-3b) 
6D AD =(4-27) 0 +2r0, -ago ， (8-8-3c) 
89, AD =—vD, +219, +(r-2p)09,. (8-8-3d) 


仅 以 式 (8-8-3a) 为 例 给 出 证 明 如 下 : 
2D 办 =KeV[R(ke 用 十 而 op)]= Fak kV + Faolok° Vk® + ko lk VF 
+F,pm ek Vem + Fopmok Vem’ + mmok° VF,,. (8-8-4) 
上 式 右边 第 一 、 二 项 分 别 为 
KekeV = Fy,(e’ ), (Ea) Ve(E3) = Fg" ,34 
= Fg oo + Fg™ O34 + Fg™ a3 = TDo + zBo + Faat344 ; 
Flok° Vk® = 一 ED — kD, — Faas 
故 式 (8-8-4) 右 边 一 、 二 项 之 和 为 To + AB 一 KO, KB， ， 类 似 地 ， 式 (8-8-4) 右 边 
四 、 五 项 之 和 为 -Kk@D, +K -iB + XO ， 因 而 
2D® =2 x0 — kD,) + kkV, Fo + membke VF 
用 类 似 方法 还 可 求 得 
50 =2 (a@D, — pD) + km mV F,,. 
故 
D@ -80 =(r-2a)Go+2pGW — KD, + 了 eic + mmbk® — 2k° mom’ )V Fo, 
(8-8-5) 
令 G=(k?1ks 十 "mbk* 一 2k*mbm*)V。Fs， 则 铁证 式 (8-8-3a) 只 须 证 G=0. 为 此 当 
然 要 用 麦 氏 方程 ， 由 式 (8-7-3) 可 知 
g™ 一 ma 而 十 而 sme — lk kel, (8-8-6) 
故 麦 氏 方程 VaFp =0 可 表 为 (mie 而 * 十 而 mc -1oke 一 k15)VF, =0， 与 他 缩 并 得 
0= [meke 而 * + mekom® — (Iekok® + kk )] VF 
=[m° kom® — (mo mbk® + kombm’) 十 大 lp 大)]V Fy 
=[—mok° me 一 (一 me 而 ec + komem°) + kk VF, =G, 
其 中 第 二 步 是 因为 Vi。Fopj =0 导 致 而 人 ksmslV Fs =0 和 LekokaVFo =0， 第 三 步 
来 自 s = 一 Fs。， 式 (8-8-3) 的 其 他 3 个 方程 仿 此 得 证 . 
由 式 (7-2-6) 得 (习题 ) 


1 5 和 和 
D1 a=T oD = 


1 二 1 二 1 3 
RT TOD TT 0 (8-877) 
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1 5 1 1 ， 三 1 ， 三 
Tu =T2 = 区 名 和 Ts FR Ta =Ts 3 Ta = Do 
再 由 爱 因 斯 坦 方程 的 分 量 形式 Ruv =8rT 及 式 (8-7-11a) 和 (8-7-11b) 便 得 曲率 张 量 
的 代表 量 Go0，…， 四 和 电磁 场 张 量 的 代表 量 别 ， 四 ， 忠 的 如 下 简明 关系 : 
Co =2000u， Do =290,, Co =2000， 
On=200， Dy =299,, $y =209,8,. 
这 就 是 电磁 真空 时 空 的 爱 因 斯 坦 方 程 在 NP 形式 中 的 表达 式 ， 可 统一 表 为 如 下 的 
代数 方程 组 : 


(8-8-8) 


Di, =20G， 和 (8-8-9) 
8.4.1 小 节 曾 引入 复 量 工 以 定义 类 光电 磁场 ， 不 难 证 明 (习题 ) 廿 ,5 可 用 类 光 
标 架 中 的 电磁 场 分 量 岗 ，DI， 咏 按 下 式 表述 : 


E55™ =16(@ 9D, - D7), (8-8-10) 
于 是 电磁 场 的 类 光 条 件 又 可 等 价 地 表 为 
BD, -B=0. (8-8-11) 


8.8.2 “” 柱 对 称 条 件 下 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 求解 一 例 


本 小 节 以 具体 例子 介绍 用 Newman-Penrose 形式 求解 爱 因 斯 坦 - 麦 克 斯 韦 方程 
的 全 过 程 [ 见 Liang(1995)]. 设 所 求 度 规 在 某 坐 标 系 {1,z, 9, Pp} 中 的 线 元 取 如 下 形式 : 
ds2 =es(—dt? +dp’)+e"dz? +e'?tdg?, (8-8-12) 
其 中 允 7 和 X 是 1 和 p 的 待定 函数 而 与 z, 无关， 由 上 式 显 见 (8/0z)” 和 (0/0g)" 是 
互相 对 易 的 Killing 矢量 场 ， 设 (8/0g)*” 有 闭合 积分 曲线 ， 则 式 (8-8-12) 代 表 柱 对 称 
度 规 ， 见 88.5. 
令 7=t+DP，UM=1t-D ， 则 式 (8-8-12) 变 为 
ds* =— esdudy+erdz2+entxdp2， (8-8-13) 
上 式 中 的 忆 7 和 Xx 应 看 作 新 坐标 U4 和 的 函数 ， 把 正 交 的 坐标 基底 场 
{(8/01)°, (0/8p)", (0/0 z)°, (0/09)°} 
归 一 化 可 得 正 交 归 一 标 架 场 
(eo)” =e2/2 (8/87)°, (e)” =e <? (8/8p) ， 
(e)” =e -92 (3/8z)"， (ez)” =e 7720/09)°. (8-8-14) 
从 上 述 正 交 归 一 标 架 场 出 发 借助 于 式 (8-7-1) 可 方便 地 构成 类 光标 架 场 
m” = 让 "(0/00 —ie "72/20/09)"], (8-8-15a) 
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I “万 e-5/2[(8/80* ~ (0/0p)"]= V2 es (0/0u)’, 


人 - 方 es/2[(8/80" +(B/8p)*]= V2 es/?(0/00). 


me -= 方 [0102) +ie-orz/2(18p)"]， 


(8-8-15b) 
(8-8-15c) 


(8-8-15d) 


用 式 (5-7-19)[ 式 中 的 (e，,)” 应 理解 为 (&,)”] 和 (5-7-20) 或 其 他 方法 算出 全 部 py, , 便 
可 由 式 (8-7-8) 求 得 全 部 (12 个 ) 复 的 旋 系 数 如 下 : 


x=r=v=X=p=a=0, 


2 (+ 人 


人 Gv wv 
pen 2 2), 
4 Ou Ou 
4 av” 
ER 
4 av" 
4 Vosnd 
4 Bu ” 
7 人 sp 上 
4 Bu 


(8-8-16a) 


(8-8-16b) 


(8-8-16c) 


(8-8-16d) 


(8-8-16e) 


(8-8-16f) 


(8-8-16g) 


求解 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 书 方程 本 身 就 是 默认 电磁 场 是 唯一 的 物质 场 (“ 电 磁 真 
空 ”)， 电 磁场 能 动 张 量 Tap 的 无 迹 性 导致 标量 曲率 R 为 零 ， 注 意 到 式 (8-8-16a)， 


便 知 NP 方程 取 如 下 形式 : 


Dp=p(p+28)+0? + Do, 
Do=20(p+e)+¥o, 
0=P + Oh ， 

0=@o, 

0=P， 

Dy -Ae=-4e7y+Y¥,+, 
DA4=A(p-28)+ou+ Dy, 
Dyu= (Pp-28)+oA+Y,, 
0=P,+, 
A4=-24(4+7)-—Y¥,, 


(8-8-17a) 
(8-8-17b) 
(8-8-17c) 
(8-8-17d) 
(8-8-17e) 
(8-8-17f) 
(8-8-17g) 
(8-8-17h) 
(8-8-17i) 
(8-8-17j) 
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0=- 四 + 四 ， (8-8-17k) 
0=Jp-A0-¥,+®, ~ (8-8-17D) 
0=-Y,+@, (8-8-17m) 
-AU=AHA(L+27)+12+G， (8-8-17n) 
0=@,, (8-8-170) 
-Aog =o(4 -27)+ Ap+ Dh,, (8-8-17p) 
Ap=p(21 -1H)-o4-Y¥,, (8-8-179) 
0=- 吧 . (8-8-177) 

我 们 只 限于 讨论 无 源 电磁 场 的 情况 , 故 麦 氏 方程 在 式 (8-8-16a) 成 立时 取 如 下 形式 : 
D@ -50, =2p%,, (8-8-18a) 
D 办 -50 =-A49, + (p-25)9,, (8-8-18b) 
69 -AD =(14-27)8 -oF,, (8-8-18c) 
59, -AD =219,. (8-8-18d) 


注意 到 爱 因 斯 坦 方程 组 (8-8-9)， 可 知 式 (8-8-17d) 和 (8-8-170) 导 致力 =0 或 哆 = 四 
=0， 由 电磁 场 的 类 光 性 条 件 BB, -四 ?=0 可 知 ， 罗 = 号 =0 的 电磁 场 只 能 为 非 
类 光电 磁场 ， 而 四 = 0 的 电磁 场 则 既 可 类 光 又 可 非 类 光 ， 此 处 只 讨论 友 =0 的 非 
类 光电 磁场 ， 就 是 说 ,我 们 只 限于 寻求 @ =0 的 非 类 光电 磁场 解 (这 时 必 有 Dz 0 
和 ,#0)， 麦 氏 方 程 (8-8-18) 在 此 情况 下 简化 为 


0, =0, (8-8-19a) 
D®, =-A9, +(p-25)9,, (8-8-19b) 
-A@b =(4-27)0, -on,, (8-8-19c) 
59, =0. (8-8-19d) 


所 谓 求 解 爱 - 麦 方程 组 ， 就 是 求 出 满足 该 方程 组 的 度 规 蚤 数 &(1, p) ，1(t,P)， 
X(t,P) 及 电磁 场 函 数 折 和 咏 的 函数 形式 、 它 们 出 现在 下 列 3 组 方程 中 (互相 看 
合 ): 四 麦 氏 方程 (8-8-19); @@ 爱 因 斯 坦 方 程 Oiy =2@,B, (4, r=0, 1, 2) ; @) NP 
方程 (8-8-17)， 以 下 是 求解 过 程 . 
式 (8-8-19d) 导 致 

他- ce 
但 由 此 还 不 能 说 8@18z= 8 号 /80p =0， 因为 萝 为 复 值 函数 . 设 四 = Cei9 ,其 中 C 
和 6 为 实 值 函数 ， 则 


0， (8-8-20) 


@,, =20,8, =2C7. (8-8-21) 
因为 4 X% 4 都 同 z 和 9 无 关 ， 式 (8-8-17n) 表 明 C 同 z， 9 无关 ， 于 是 式 (8-8-20) 给 出 
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从 而 一 = 二 =0， 


即 忠 的 确 与 z 9 无 关 . 类 似 地 可 由 式 (8-8-19a) 、(8-8-17a) 和 爱 因 斯 坦 方程 
Coo =2 办 而 得 知 硬 也 与 z, 9 无关， 另 一 方面 ， 式 (8-8-19b) 和 (8-8-19c) 可 表 为 


4 | 285 ,207 4 8X Bp,, (8-8-22) 
Ov Ov QU Ov Ou 
0%. 0¢ 0n 37 or 

242+ -to,. 8-8-23 
bu (+ 各 + 交 ] 0 av? 0 


为 易于 求解 ， 只 讨论 Ox/0u =0 的 情况 .只 要 在 这 一 简化 条 件 下 有 解 ， 我 们 便 求 得 
一 个 精确 解 。 当然 事先 无 法 肯定 这 种 情况 一 定 有 解 ， 因 此 这 是 一 种 试探 性 求解 
法 .这 时 只 须 关 心 0x/v 0 的 情况 ， 因 为 x/Ou=0x/9u =0 将 使 线 元 式 (8-8-13) 
局 部 看 来 与 平面 对 称 线 元 无 异 ， 而 由 “ 半 平 面 对 称 ”( 局 部 看 来 就 是 柱 对 称 ) 的 电 
磁场 产生 的 平面 对 称 度 规 已 被 李 鉴 增 和 梁 灿 彬 所 穷尽 [Li and Liang(1985)]， 条 件 
8XY/Bu =0 带 来 许多 简化 ,例如 它 导 致 4=0， 而且 方程 (8-8-22) 现 在 可 被 积分 而 得 

_ Du, VU)=a(u) e424, (8-8-24) 
其 中 alw) 是 4 的 任意 复 值 浊 数 ， 且 a(u)z0( 否 则 =0， 与 讨论 前 提 相 悖 .)， 于 是 
由 爱 因 斯 坦 方程 Da =20DDB, 得 


Dylu, 由 =21a (WP e072. (8-8-25) 
待 解 的 麦 氏 方 程 现在 只 余 一 个 ， 即 式 (8-8-23)， 且 被 简化 为 
0%. 06 ,07n ， (28+2n+ 
二 -=2 | 之 + 一 二 (28+2n+2)14 下 
到 每 (¥ + 并 DD -xX'a(u) e 和 (8-8-26) 


其 中 ' 代 表 对 一 元 函数 求 导 ( 对 上 式 便 是 X'=dx/dv)， 条 件 6x/u=0 也 使 NP 方 
程 得 以 简化 ， 例 如 方程 (8-8-17g) 现 在 成 为 


1 Je.,0n 
-Go = 了 et 一 8-8-27 
Ca 4 EE ( ) 


这 说 明 doo 为 实数 ， 因 而 = Bro， 注意 到 a(u) 0( 和 否则 电磁 场 为 零 )， 式 (8-8-27) 
和 (8-8-9)、(8-8-24) 结 合 便 得 


,0n (-25+27+2)14 
Dlu, V)=-—— re 8-8-28 


上 式 对 4 求 偏 导 并 代入 式 (8-8-26) 得 


5 2 
-2 laP= [= 好 ( 凶 | ernz/2. (8-8-29) 
wu 
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. 现在 再 看 NP 方程 组 (8-8-17)， 方 程 (8) 已 经 用 掉 ， 借用 式 (8-8-16) 和 (8-8-27) 不 
难 验证 方程 (p) 已 自动 满足 ，@ =0 的 假定 导致 加 = Go= Ds= 四 = Bl1=0， 于 
是 方程 (d) 和 (0) 成 为 恒等式 ,方程 (c) 变 得 与 (k) 等 价 而 且 等 价 于 (e)， 它 们 无 非 表明 
时 空 的 外 尔 张 量 的 分 量 


=0. (8-8-30) 
同 理 ， 方 程 D) 、(m) 和 (D 等 价 且 给 出 
下 =0. (8-8-31) 
4= 0 则 使 方程 0) 和 (D) 大 为 简化 并 分 别 给 出 
到 =0， (8-8-32) 
和 用 =po. (8-8-33) 


把 方程 (D[ 即 式 (8-8-33)] 和 (b) 留 到 最 后 确定 允 和 加 (无 须 求解 )， 则 NP 方程 组 
(8-8-17) 的 待 解 方程 只 余 (a)、(D、(h)、(mD 和 (q) 5 个 ， 注 意 到 四 1 =0，4=0 和 式 
(8-8-33)， 它 们 取 如 下 形式 : 


Dp=p(p+28)+0° + Do, (8-8-34) 
Dy-As=-4ey+up, (8-8-35) 
Du=2u(p -6), (8-8-36) 
-AHU=HA(UL+27)+ 思 >， (8-8-37) 
Ap=2p (7 -4). (8-8-38) 


方程 (8-8-36) 与 (8-8-38) 等 价 并 等 价 于 
2， 
On -| On,1 + 


uv Bulav 2 
它 可 被 积分 而 得 
n(u, DW)=-3z+In fg(w)- f (wu)], (8-8-39) 
其 中 g( 四 和 fu) 是 任意 函数 .于 是 方程 (8-8-35) 成 为 
= pe 
它 可 被 积分 而 得 
gu, =-ZIn(e-/)+ F(W) + GW), (8-8-40) 


其 中 F(t) 和 G(U) 是 任意 函数 .把 式 (8-8-39) 和 (8-8-40) 代 入 式 (8-8-13) 得 
ds? =— (g—f) ?eqdudv+(g-f) (edz? +er?dg’). (8-8-41) 
用 下 式 定义 新 坐标 元 和 廊 : di=er 史 Ydu，d5=eSWdv， 则 
ds?=— (8 一 12d1d5+(8- 记 (ez2dz2+ez2dp2)， (8.8-42) 
车 取 F(u)=G(v)=0， 则 由 式 (8-8-41) 可 知 
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ds =- (g—f) ?dudv+(g—f) (ez2dz2+ez2dp2)、 (8-8-42') 
式 (8-8-42) 和 (8-8-42") 代 表 同 一 线 元 (两 者 的 差别 只 是 坐标 记号 由 页 ,六 下 为 Uu,U， 是 
非 实质 性 差别 .)， 可 见 取 F(u) = G(w) =0 不 会 丢 解 .今后 就 用 这 一 选择 ， 即 以 式 
(8-8-42') 为 线 元 . 
现在 尚 余 3 个 待 解 方程 ， 即 式 (8-8-29) 、(8-8-34) 和 (8-8-37)， 待 定 函 数 则 是 
g()，fw)，XK( 四 和 a(u)， 方 程 (8-8-37) 等 价 于 


2 
吕 - 辣 名 :名 ] +21aPerorz2 =0. (8-8-43) 
借助 于 式 (8-8-39) 和 (8-8-40)( 其 中 下 = U=0) 可 把 上 式 改写 为 
f"=21a(wW?. (8-8-44) 
式 (8-8-39) 则 使 方程 (8-8-29) 成 为 
af'= -2 1aP=0， (8-8-45) 


其 中 第 二 步 用 到 式 (8-8-44)， 上 式 表明 要 么 a'=0 要 么 f'=0， 但 由 式 (8-8-44) 知 后 
者 导致 a=0， 这 不 允许 ， 故 只 有 a'=0， 即 a= 常数 ， 于 是 式 (8-8-44) 可 被 积分 而 
得 
f'=2A2u+a, f = Au? +CIU+C，,， 其 中 A=lal， cl，c2z 为 积分 常 实数 . 
(8-8-46) 
现在 考虑 最 后 一 个 待 解 麦 氏 方 程 , 即 式 (8-8-34). 由 式 (8-8-28)、(8-8-39)、(8-8-40) 
和 (8-8-9) 得 


Doo =(32 laP) (g—f) rf", (8-8-47) 
代入 式 (8-8-34)， 经 计算 可 知 式 (8-8-34) 等 价 于 
8 g"(V) x (v) + g(0)= (0) (4 taP) lf?). (8-8-48) 


上 式 左边 不 是 的 函数 ， 右 边 不 是 的 函数 ， 因 而 左右 两 边 等 于 常数 ， 记 作 ， 
即 


88g"o)X (+8C)= 天 ， (8-8-49) 
fl)-(44°)' f° (m=K. (8-8-50) 

把 式 (8-8-44) 代 入 式 (8-8-50) 得 
K=c,—(4A’)'a, (8-8-51) 

于 是 线 元 式 (8-8-42') 可 以 表 为 


ds =— [g(v) -A au—cT ?dudv 
+[8(V) -Au -au—c](e * ?dz? + ero/2dg?), 
其 中 A, cl 和 cz 为 任意 常数 ， g() 和 X( 四 是 两 个 颇 为 任意 的 函数 ,但 两 者 之 间 的 关 
系 满足 式 (8-8-48)， 其 中 的 KK 以 式 (8-8-51) 的 形式 依赖 于 所 选 常数 4，cl 和 c2. 


(8-8-52) 
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结论 : 选 定 常数 4，cl 和 cy 后 ， 任 一 满足 式 (8-8-49) 的 实 函 数 对 (g( 四 ，XK( 吃 通过 
式 (8-8-52) 决 定 一 个 柱 对 称 度 规 , 其 相应 的 物质 场 是 由 满足 式 (8-8-28) 和 (8-8-24) 的 复 值 
通 数 对 (W, 咏 ) 所 描写 的 柱 对 称 非 类 光电 磁场 ， 满 足 式 (8-8-49) 的 实 函 数 对 (g(V)，X()) 
很 多 ,例如 在 选 cl 和 ca 为 零 后 玉 = 0， 以 下 3 个 函数 对 都 满足 KK=0 时 的 式 (8-8-49); 

(1) g(v)=sinv, ZX(v)= 2V2v. 

(2) g(0)=Inv, x(v)=4V2 (nv)'?. 

(3) g()=vV，X(V)=(2/a)Y2(a -DInv ,其 中 ell, oo) ， 本 例 构 成 爱 因 
斯 坦 - 麦 克 斯 韦 方程 的 柱 对 称 解 族 的 一 个 单 参 子 族 (以 Q 为 参数 )， 其 中 最 简单 的 一 
个 成 员 是 由 a=2 刻画 的 解 ， 即 8(O) = VIM2， Xx(v)=V2Inv. 

由 满足 式 (8-8-28) 和 (8-8-24) 的 复 值 函 数 对 ( 哆 , 忠 ) 描 写 的 电磁 场 Fos 也 可 用 其 
在 坐标 基底 {(8/80D)"，(3/8p)"，(8/8z)"，(3/8gp)*} 的 非 零 分 量 表 出 : 


到 =- 忆 =-ae-z40- Buz) ; (8-8-53a) 
Fo = 一 Po =ae + (1+ Suz) . (8-8-53b) 
Fo = 一 Fo =-azez (+ 区 5 (8-8-53c) 
Fo =—Fop =aye* "(1 -i X) ， (8-8-53d) 


其 中 已 .= Fs (6/191)*(319z)》， 其 他 类 似 ; ai aa e 民 分 别 是 复数 a 的 实 、 康 部 ， 不 
难 验证 由 式 (8-8-53) 构 成 的 Fa 满足 无 源 麦 氏 方程 VF =0 和 VisFoc =0 , 且 由 Fap 
按 式 (8-4-1) 构 成 的 能 动 张 量 726 满足 爱 因 斯 坦 方程 Tap = Rasp/8n， 其 中 Rs 是 度 规 


(8-8-52) 的 里 奇 张 量 . 
$8.9 Vaidya 度 规 和 Kinnersley 度 规 

8.9.1 从 施 瓦 西 度 规 到 Vaidya 度 规 

施 瓦 西 真 空 解 在 施 瓦 西 坐标 系 {1, r, 8 9} 的 线 元 为 

ds?( 施 )= - ( -办 | dt + 人 -2 dr2+r(d62+sin2gdp2) (r>2M). 

从 施 瓦 西 坐标 系 亿 以 g} 出 发 作 坐 标 变换 {4 7, 8 ojFy {4,7, 9, g}， 其 中 

usin, =rt2M an( 去 - [到 称 为 乌龟 (tortoise) 坐 标 ]，。 (8-9-1) 
则 施 瓦 西 线 元 变 为 如 下 形式 : 
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ds2( 施 )=-(L-2MrD)du2-2dudr+r2(dg2+sin2gdp2) 
=[-du? -2dxudr+rz(dg2 +sin2g dp2)]+2Mridx2 . (8-9-2) 
上 式 右边 方 括号 内 又 可 改写 为 -dz +dr? +r?(d9? +sin?g dp”) ， 这 无 非 是 平 直 线 
元 , 故 


ds?( 施 ) = ds?( 平 )+2M rdu2 . (8-9-3) 
只 要 将 上 式 的 常数 M 换 成 坐标 u 的 函数 m(x) ， 就 得 到 如 下 的 新 线 元 [ 称 为 
Vaidya( 外 狄 亚 ) 线 元 ]: 
ds (Vai) = ds?( 平 )+ 2m(u) r-!du? 
=—[1-2m(w)r du -2dudr+r’(d0? +sin’0 dg’). (8-9-4) 
以 gow 代表 Vaidya 度 规 ， 则 由 上 式 可 读 出 它 在 {u, 7, 8 9} 系 的 全 部 非 零 分 量 
Su =—[1—2m(wW)r !], gu =8m=-l, go = 普 ，8op =rsin20， (8-9-5) 


故 由 8w = 8pv(dx*)。(dx")。 得 Vaidya 度 规 的 抽象 指标 表达 式 
gap =—[1—2m(w)r Jdu) du), — (du) (dr), — (dr), (du), 


(8-9-6) 
+r2(dg)o(dg)p +r2sin2g (dg), (dg),. 
不 难 验 证 gw 之 逆 为 
sa lh la) 
Ou) \Or or) \Ou r Or) \ar 
(8-9-7) 


1 ( aY/aY, 1 /aY/ay 
+ 十 一 
r\80 狼 30 rzsin2 必 ap ) 八 ap ) . 
有 了 度 规 就 可 计算 其 爱 因 斯 坦 张 量 Cw = R。s -R8gw/12 ， 从 而 由 爱 因 斯 坦 方程 
Gw = 8r7. 求 得 其 能 动 张 量 7。， 以 便 看 清 这 一 度 规 与 什么 物质 场 相伴 随 . Vaidya 
度 规 的 非 零 分 量 已 由 式 (8-9-5) 表 出 ， 其 逆 矩 阵 的 非 零 分 量 则 为 
8"” =1-2m(0r， 8 =8=-1，8% = 壮 ，899 =(rsing)2， (8-9-8) 
代入 式 (3-2-10") 得 非 零 克 氏 符 为 
T=-m, Th= 六 srsing， 
Ti = mhr + mr 3(r — 2m), 2 
To=2m-m Too=(Cm-msin2g， 
TT To =—sing cosO, 
T= ,=r Trope eo (8-9-9) 
其 中 避 =dm(w)/du .代入 式 (3-4-21) 便 知 里 奇 张 量 Rw 的 非 零 分 量 只 有 一 个 ， 即 
R, =-2mr?, (8-9-10) 
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故 Rs = 一 2mar2(duz)o(dzop . (8-9-11) 
由 上 式 又 得 R=g”“R, =0， 故 Gs = Rs ， 于 是 由 爱 因 斯 坦 方程 Gw = 8xT 得 
Ty =— 3 (du), (du),. (8-9-12) 
Tr 
令 k=-(du)s, k=gk,=- 8 (du),, (8-9-13) 
则 由 式 (8-9-7) 易 见 
如 =(3/8r)"， (8-9-14) 
故 kk。 =0 ， 可 见 马 是 类 光 矢 量 场 .现在 式 (8-9-12) 又 可 表 为 
Tu =- 了 kk,. (8-9-12') 
上 式 在 扩 <0 时 可 看 作 如 下 形式 的 能 动 张 量 的 特例 : 
Ts =@O2zk (0 是 一 个 正定 函数 ). (8-9-15) 


什么 物质 场 才 有 上 式 所 示 的 能 动 张 量 ? 可 以 证 明 ( 见 下 册 附 录 D)， 无 源 类 光电 磁 
场 (满足 fF” =0) 的 能 动 张 量 可 以 表 为 式 (8-9-15) 的 形式 ， 其 中 
D? =E?/2n (E 为 某 正 交 归 一 标 架 测 得 的 电场 ). (8-9-16) 
类 光电 磁场 可 看 作 许多 沿 类 光 方 向 妨 运动 的 光子 组 成 的 物质 场 ， 此外， 其 他 静 质 
量 为 零 的 沿 k 向 运动 的 粒子 (例如 无 质量 标量 粒子 以 及 中 微 子 9) 组 成 的 物质 场 也 有 
式 (8-9-15) 的 能 动 张 量 形式 ， 这 类 物质 场 称 为 纯 辐射 场 (pure radiation field)， 总 之 ， 
能 动 张 量 可 表 为 式 (8-9-15) 的 物质 场 分 为 两 类 : QD 无 源 类 光电 磁场 ; @) 纯 辐射 场 . 两 
者 的 区 别 在 于 前 者 存在 2 形式 场 Ps， 满 足 无 源 麦 氏 方程 及 Ts = FF'14n， 可 以 
证 明 ( 见 选读 8-9-1) 与 式 (8-9-12) 相 应 的 物质 场 不 服从 无 源 麦 氏 方程 ， 因 此 Vaidya 
度 规 的 物质 场 是 纯 辐 射 场 而 非 类 光电 磁场. 
与 施 瓦 西 度 规 相 比较 ，Vaidya 度 规 主要 有 以 下 三 点 不 同 ，Q@ 前 者 的 质量 参数 
MM 为 常数 而 后 者 的 m 是 u 的 函数 . @ 前 者 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 Go = 0 的 解 而 后 
者 是 有 源 爱 因 斯 坦 方程 Gw = 8r7 的 解 , 其 中 Ts 代表 纯 辐射 场 . @) 通 过 对 Killing 
方程 求 通 解 可 以 证 明 ， 前 者 有 4 个 独立 Killing 矢量 场 ， 其 中 一 个 类 时 ， 因 而 是 
稳 态 度 规 ; 后 者 只 有 3 个 独立 Killing 矢量 场 (就 是 反映 球 对 称 性 的 那 3 个 )， 由 于 
缺少 类 时 Killing 场 ，Vaidya 解 不 是 稳 态度 规 ，Vaidya 度 规 的 上 述 3 个 特点 之 间 
存在 密切 联系 . 如 果 把 m 仍 解释 为 球 对 称 恒星 的 质量 ,把 解释 为 它 的 固有 时 (8.9.3 
小 节 将 看 到 这 种 解释 的 合理 性 ), 那么 m 是 u 的 函数 (特点 CD) 就 表明 恒星 的 质量 随 
时 间 以 变化 率 疡 改变， 为 什么 变 ? 因为 它 不 断 向 外 发 射 零 质量 粒子 (特点 @) (为 方 


@ 过 去 认为 中 微 子 静 质量 为 零 ， 故 有 此 说 ， 现 在 比较 普遍 地 相信 中 微 子 的 静 质 量 非 零 ， 若 按 此 信念, 则 中 微 
子 不 再 被 纳入 本 例 . 
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便 起 见 也 称 为 “光子 ”， 虽 然 它们 不 是 电磁 场 的 量子 )， 从 而 不 断 带 走 能 量 ， 计 算 
( 见 选 读 8-9-2) 表 明 ,单位 时 间 内 流 到 无 限 远 的 能 量 正 好 等 于 -次 , 即 等 于 恒星 能 ( 质 ) 
量 m 的 减 小 率 (默认 记 <0 中 ,符合 能 量 守恒 律 ， 正 是 m 随时 间 而 变 的 特征 才 使 得 
Vaidya 度 规 不 是 稳 态度 规 (特点 @， 鉴 于 上 述 特点 ，Vaidya 本 人 把 这 种 恒星 称 为 

“发 光 星 (shining star)” 虽然 所 发 的 “ 光 ” 不 是 光子 而 是 静 质量 非 零 的 其 他 粒子 . 自 
然 要 问 : 施 瓦 西 度 规 所 描述 的 静态 恒星 难道 就 不 发 光 ? 恒星 当然 要 发 光 , 问题 是 ， 
为 了 求解 简单 ， 施 瓦 西 把 恒星 所 发 出 的 (因而 自身 浸泡 于 其 中 的 ) 光 子 的 能 动 张 量 
加 以 忽略 ( 当 作 真 空 )， 这 才 有 众所周知 的 、 简 单 异 常 而 又 用 途 广大 的 施 瓦 西 真空 
解 ， 可 见 “ 施 瓦 西 真空 解 描述 静态 球 对 称 恒星 外 部 度 规 场 ” 这 一 熟知 的 物理 解释 
也 不 过 是 一 种 近似 的 说 法 . 
[选读 8-9-]] 

作为 NP 形式 的 另 一 个 应 用 实例 ， 我 们 用 类 光标 架 再 次 计算 Vaidya 度 规 的 黎 
要 张 量 ， 第 一 步 是 选择 适当 的 类 光标 架 {(&,)"}，Vaidya 度 规 gs 的 表达 式 (8-9-6) 
亦 可 表 为 
gab =—h(du), (du), — (du), (dr), ~ (dr), (du), 


+7*(d0),(d0), + r2sin2g (dg), (dp),, (39°17) 
其 中 
h=1- 40. (8-9-18) 
对 上 式 做 如 下 改写 将 带 来 重要 启发 : 
gob =— (du), [am + (an, | -| hdiu), + CA 
+{r[(d0), ~ising (dg)s]/V2}{r [(d0), +ising (dp),]/V2} (8-9-19) 


+{r[(d0), +ising (dg),]/V2}{r [((d0), -ising (dg),]/V2}. 
与 类 光标 架 {(&,)"} 的 一 般 表达 式 
Bab = Buv(E)a(E” ), =— kl, ~l,k, + im, + mm (8-9-20) 
对 比 可 以 “ 读 出 ”ma， 克 。 ，1 和 如 如 下 : 
k=-(du),, =-3h (dw), —(dr),, 


(8-9-21) 


ma -万 [db)。 -ising (dp)s], m= [(d0), +ising (dp),], 


Sh 


2 


中 作为 爱 因 斯 坦 方程 的 解 ,参数 mt 的 导数 可 正 可 负 (当然 还 可 为 等 )， 但 为 使 这 个 解 在 物理 上 能 被 解释 为 某 
种 可 接受 的 物质 场 [满足 式 (8-9-15)] 相 应 的 度 规 ， 就 得 要 求 加 <0 . 
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相应 的 四， 而 ,了 和 为 
k® =(0/0r)®, 1° =(0/0u)" -3 (0/ar)®, 


m= 去!9007 -isin2g (0/09)*]， 而 = 方 [oa +isin-!g (8/8p)?]. 


(8-9-217) 
请 读者 验证 这 一 类 光标 架 的 确 满足 
Bapm"m* = gapm’" me = gapl"l? = 8opKek =0, 8obmne =1, 8oblekb =-1. 
由 式 (5-7-19)[ 式 中 的 (e,】” 应 理解 为 (a)”] 和 (5-7-20) 或 其 他 方法 算出 全 部 wo , 便 
可 由 式 (8-7-8) 求 得 全 部 (12 个 ) 旋 系数 如 下 : 


K=O=V=T=A=X=E=0, (8-9-22a) 
p=-l, p=- Sa 7- 马 ，p--a- 起 ;0 (8-9-22b) 
利用 式 (8-9-22a) 可 把 NP 方程 简化 为 如 下 形式 : 

Dp=p? + Bo, (8-9-23a) 
0=2， (8-9-23b) 
0= 肥 + 四 ， (8-9-23c) 
Da=ap+%o, (8-9-23d) 
DB= BP+¥,, (8-9-23e) 
Dy =¥, +@1-R/24, (8-9-23f) 
0= oo， (8-9-23g) 
DAw= Pu+Y¥, +R/12， (8-9-23h) 
0= + D1, (8-9-23i) 
0=—Y,, (8-9-23j) 
p= p(a+P)-¥ +D, (8-9-23k) 
5a-8p= up+(aa+ PB -20p)-Y, + +R/I24, (8-9-23]) 
-8/4=-Y, +D,, (8-9-23m) 
-Ap=p2 + (y+7)+ DD,, (8-9-23n) 
-AB=7Y(-a-P)-PYy-7-W+®,, (8-9-230) 
0=@,, (8-9-23p) 
Ap=-ph+p(y+7)-¥,—R/l2, (8-9-23g) 
Aa=a(7 -D+rB-Y,. (8-9-237) 


用 式 (8-9-22b) 代 入 方程 组 (8-9-23) 便 可 容易 地 解 得 代表 外 尔 张 量 的 5 个 复数 号 ~ 到 
以 及 代表 里 奇 张 量 的 4 个 实数 Gho，Dh1， 吧 J，R 和 3 个 独立 复数 呈 !，DW,，@D， 
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其 中 非 零 者 只 有 两 个 : 
,=—m(W)/r’, (8-9-24) 
Dy =— mW) /Ir?. (8-9-25) 
注意 到 式 (8-7-11a)， 特 别 是 其 中 的 四 = R33/2， 可 知 Vaidya 度 规 的 里 奇 张 量 为 
Rs = Ra(e3), (Ee), = Rya(—ks) (hs) =20k,k, =—2m(u) r (du), (du),, 
(8-9-26) 
与 用 坐标 基底 法 [ 式 (3-4-21)] 求 得 的 Ros[ 见 式 (8-9-11)] 一 致 . 
利用 上 述 结果 还 可 补 证 Vaidya 度 规 相应 的 物质 场 不 是 电磁 场 ， 电 磁场 Fu 在 
NP 形式 中 由 复数 到 ，， 史 代表， 它们 与 里 奇 张 量 的 代表 量 W0,…， 咏 ,的 关系 
是 式 (8-8-8)， 因 为 Glo…, ys 中 只 有 Ds 非 零 ， 式 (8-8-8) 给 出 
而 = 四 =0， DB=Ae, (8-9-27) 
其 中 A=V-m(u)/2 r1，a 是 坐标 的 实 函 数 ， 代 入 无 源 麦 氏 方 程 (8-8-3)， 发 现 其 中 
的 式 (a)、(c) 为 恒等式 ，(b)、(d) 则 分 别 导致 
20 “eG (8-9-28) 
Br sing6p 80 
第 一 式 表明 w = cu g,p) ,第 二 式 的 唐 、 实 部 分 别 给 出 Ba/80 =0[ 因 而 c= aduug)] 
和 8a/8J =cosg， 两 者 互相 矛盾 .可见 Vaidya 度 规 的 物质 场 不 是 电磁 场 ， 从 而 只 
能 是 纯 辐射 场 . 
[选读 8-9-1 完 ] 


8.9.2 ”Kinnersley( 金 纳 斯 里 ) 度 规 


Vaidya 度 规 是 施 瓦 西 度 规 的 推广 ， 而 Kinnersley(1969) 定 义 的 新 度 规则 是 
Vaidya 度 规 的 推广 ， 下 面 介绍 这 一 度 
规 ， 设 LO 是 4 维 闵 氏 时 空 (R', nw) 中 
的 任意 光滑 类 时 曲线 (想像 为 某 个 火箭 
的 世界 线 )，u 是 固有 时 (此 处 用 u 而 不 
是 + 代表 固有 时 ， 用 意 将 自明 .)、 仿 昭 
Kinnersley ， 以 加 (而 不 是 本 书 惯 用 的 
V0) 代 表 Zo 的 4 速 , 即 1 =(3/8u)”. 设 
P 是 RR 的 任 一 点 ， 则 p 的 过 去 光 锥 面 
与 有 且 仅 有 一 个 交点 ” 记 作 4 ( 见 图 。 四 8! 每 时 室 点 在 类 时 线 LO 
8-10， 以 {X4] 代表 阅 氏 时 空 的 任 一 惯 


外 当 LW) 渐 近 类 光 (例如 第 6 章 习题 13 中 的 双 曲 线 ) 时 例外 . Kinnersley(1969) 不 讨论 这 一 例外 情形 . 
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性 坐标 系 ，44 代表 4 在 该 系 的 分 量 ，w” ， 儿 代表 P，4 点 在 该 系 的 位 矢 ， 即 
Ww” =y*(0/OX*) |,, ¢° =é*(0/OX*) 1 ,其 中 y=X*(p), 6* =X*(q). wu 和 4 
本 来 只 是 定义 在 L(w) 上 的 标量 场 和 矢量 场 ， 但 其 定义 域 可 自然 延 拓 至 全 R'; 
VYp eR* ， 有 唯一 的 geL ， 因 而 可 定义 u(p) := u(q) ，4Y(p) := 从 (q) [通过 定义 
1 的 坐标 分 量 4(p) 来 定义 4°1,， 即 4°1, := 44(q) (6/6X*)*1,.]， 由 此 可 知 矢 
量 场 的 每 条 积分 曲线 C(w) 在 坐标 系 {X“} 的 参数 式 为 
XY(u)=E?(w)+o” (常数 or 满足 noo” =0). (8-9-29) 
[因为 上 式 代表 的 曲线 的 切 矢 在 {X“) 系 的 分 量 dX“(w)/du =dé*(w)/du=A， 当 
0 =0 时 上 式 退 化 为 L(w) 的 参数 式 X“(u) =6*.] 这 表明 任 一 点 尸 的 4 都 满足 
28uu = (0/0u)" Ouu =1. (8-9-30) 
对 p 点 定义 矢量 o|, := w* -6”， 由 图 
8-11 可 知 ol, 类 光 ， 故 0 构成 类 光 矢 
量 场 , 它 是 类 光 超 曲面 族 ( 以 L 上 各 点 为 
锥 顶 的 未 来 光 锥 面 形成 的 族 ) 的 法 矢 场 . 
既然 每 点 p 都 有 类 时 矢量 1, 和 
类 光 矢 量 o”1, ,就 可 把 ac 以 ?为 
“时 间 ” 方 向 做 “3 + 1 分 解 ”, 就 是 说 ， 
! 把 "分 解 为 一 个 与 不 平行 的 分 量 ( 记 作 
图 8-12 p 点 的 类 光 矢量 (和 K) r4" ) 和 一 个 与 垂直 的 分 量 ( 记 作 6 ) 
A 之 和 ， 即 ( 见 图 8-12) 
0° =rAr +6°. (8-9-31) 
以 和 =m 人 2 缩 并 上 式 两 边 ， 注 意 到 A494 =-1 以 及 6 与 41° 正 交 ， 便 得 
r=-40o°. (8-9-32) 
再 令 karlg, n=rlG°, (8-9-33) 
则 (a) Kk =A +n, (b) ?ko =-1, (c) monn? =1. (8-9-34) 
公 可 看 作 o" 的 菜 种 “ 归 一 化 ”: 尼 的 时 间 分 量 1“ 和 空间 分 量 wr 的 长 度 都 为 1. 
既然 0” (因而 如 ) 是 以 L 上 各 点 为 锥 顶 的 各 个 未 来 光 锥 面 的 法 矢 场 ,k, = pk* 
就 是 这 些 超 曲 面 的 法 余 矢 ， 另 一 方面 ， 这 些 超 曲 面 是 等 u 面 又 表明 &x 是 它们 的 
法 余 和 撩 , 于 是 与 Qu 最 多 只 差 一 个 因子 , 即 点 =w Ou , 与 式 (8-9-34b) 及 (8-9-30) 
结合 得 a= -1， 故 


k, =- (du),. (8-9-35) 
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基于 以 上 讨论 ，Kinnersley 就 在 Rr 上 定义 了 后 来 以 其 姓氏 命名 的 度 规 ， 这 一 度 规 
可 用 抽象 指标 表 为 
Bab := Nap + 2m(u) r kk, = T7106 + 2m(u) rdu), (du),, (8-9-36) 
其 中 m(w) 是 wu 的 函数 ， 由 于 现在 R‘[ 抠 掉 KxO] 上 有 两 个 度 规 (us 和 gos)， 对 指标 
升降 问题 (以 及 其 他 涉及 度 规 的 问题 ) 就 要 格外 留意 .人 ，o“，kK? 等 原来 就 是 作为 
矢量 (有 上 指标 ) 定 义 的 ， 意 义 明确 。 我们 约定 ， 凡 由 指标 升降 获得 的 张 量 (如 和 4， 
4，ko) 一 律 都 是 用 7 升降 的 结果 .有 凡 涉 及 用 8 升降 的 张 量 将 明确 地 把 gw 写 出 ， 
例如 gop 人 2 ， 它 不 等 于 4 (76524) 
先 讨论 L(w) 是 ,的 测 地 线 ( 简 记 作 测 地 线 ) 的 简单 情况 、 这 时 Kinnersley 度 
规 (8-9-36) 归 结 为 Vaidya 度 规 (局 #0 时 ) 或 施 瓦 西 度 规 ( 记 =0 时 )， 为 看 出 这 点 ， 只 
须 选 适 当 坐 标 系 {u, r, & 9} 写 出 8 的 线 元 并 与 式 (8-9-4) 比 较 . 把 每 点 本 来 就 有 
的 u 和 7r 选 作 {u,r, 8, 9} 系 的 前 两 个 坐标 , 坐标 9 和 gp 则 尚 待定 义 . 设 {T, X,Y, 2} 
是 的 惯性 坐标 系 ， 其 空间 坐标 原点 
(X= 了 Y=Z=0) 的 世界 线 与 测 地 线 LO 
重合 , 则 4 在 该 系 的 分 量 为 窗 = (1, 0, 0， 
0) ( 见 图 8-13)， 故 式 (8-9-32) 的 满足 
r=-NwoA =—100" 4 =a0. 
另 一 方面 , 图 8-13 的 3 维 平面 2, 可 看 
作 时 刻 p 的 全 空间 ， 由 图 可 知 
oo = 直线 段 ga 之 长 = 直线 段 op 之 长， 
所 以 r= a" 表明 p 点 的 + 值 就 是 p 与 测 。 图 8-13 选 测 地 线 L(w) 为 惯性 系 (T,X,Y,Z} 
地 线 L(w) 的 空间 距离 ， 在 ,上 以 a 为 空间 坐标 原点 的 世界 线 
原点 、r 为 径 向 坐标 建立 球 坐标 系 {r, & 
9}， 其 中 6，g 由 下 式 定义 ， 
X=rsingcosyp ， Y=rsinOsing, Z=rcosb . 
此 {m 9 9} 与 4 结合 便 得 到 所 要 的 4 维和 坐标 系 {u, 7, & 9}. 此 系 的 ur 与 {T,X, Y, 2Z} 
系 的 7 有 如 下 关系 : T=u+r， 故 7 在 此 系 的 线 元 为 -du? -2dudr 
+r?(d9? +sin?9 dp?) ,因此 Kinnersley 度 规 8u 的 线 元 为 
dj =-[1 -2m(w)r du? —2dudr+r*(dO? +sin’g dg’), (8-9-37) 
与 式 (8-9-4) 形 式 一 样 ， 可 见 Kinnersley 度 规 (8-9-36) 在 L( 必 是 有 测 地 线 的 情况 下 归 
结 为 Vaidya 度 规 ( 训 0 时 ) 或 施 瓦 西 度 规 ( 记 =0 时 )，Kinnersley 的 真正 推广 是 在 


@@ 但 gal 却 等 于 (=nwk*) ， 因 为 由 式 (8-9-36) 得 gaspk* = nak*+2mr1(dw)(du),k* ， 而 好 (du)。 
=k96bu =0 (按照 的 定义 ， 在 从 的 积分 曲线 上 u 为 常数 ). 
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Lu) 不 是 7 测 地 线 的 情况 ， 下 面 详 加 讨论 . 
8.9.3 ”Kinnersley 度 规 (详细 讨论 ) 


当 LWW 不 是 7 测 地 线 时 L(w) 的 4 加 速 人 .0,4 非 零 (0 是 与 7 适 配 的 导数 算 
符 ), 并 与 4 速 2 正 交 .仿照 Kinnersley, 以 入 代表 4 加 速 229,X47 , 则 ma 好 =0. 我 
们 仍 想 选择 适当 坐标 系 {u, r, & 9} 表示 Kinnerslay 度 规 ，u,r 的 定义 与 L(w) 是 测 地 
线 时 一 样 ， 只 是 > 的 几何 意义 现在 略 有 
不 同 . 设 p 是 任 一 时 空 点 , 则 它 决定 Lu) 
上 的 唯一 g 点 . 过 9 作 切 于 L(w) 的 7 测 
地 线 G,， 它 所 决定 的 惯性 参考 系 记 作 
双 . 以 zp 和 了 代表 .多 系 的 两 张 同时 
面 ， 它 们 分 别 含 p 和 g. 仿照 8.9.2 小 节 
的 讨论 可 知 由 式 (8-9-32) 确 定 的 r 代表 p 
点 与 G4 的 空间 距离 ( 见 图 8-14). 以 Gy 

图 8-14 p 点 的 r 值 代表 观 者 G6 与 火箭 ”代表 多 系 中 过 p 的 惯性 观 者 , 则 + 亦 可 
Zw) 的 推迟 距离 
看 作 Cr 与 Kw) 在 时 刻 区 ,的 空间 距离 ( 即 
图 中 p' 与 4 的 距离 )， 在 电动 力学 中 称 4 为 与 相应 的 “推迟 时 刻 ”(retarded 
time)( 请 注意 ，2。 其 实 “ 迟 于 ”Z,, 但 习惯 上 称 5 为 推迟 时 刻 . )， 故 > 所 代表 的 
是 G6, 与 uw) 的 推迟 距离 . 

下 面 介绍 {w r, & 9} 系 中 9 和 9 坐标 的 定义 ，L 上任 一 点 4 决定 一 个 瞬时 静止 
惯性 观 者 Ge 和 一 个 瞬时 静止 惯性 参考 系 多 . 按 下 列 要 求 在 ,多 ,内 定义 一 个 瞬时 静 
止 惯性 坐标 系 {X“}={T, X,Y,Z} : @D 以 Gy 为 空间 坐标 原点 (X=Y=Z=0) 的 世界 
线 , @ 以 q 为 线 上 T=0 的 点 , @Z 轴 与 裕 1, 同 向 (X 轴 方向 仍 有 任意 性 )， 以 此 系 
的 Z 轴 为 极 轴 在 g 点 的 未 来 光 锥 面 ( 含 p 点 ) 上 用 下 式 定义 9 和 gp 坐标: 

X=rsinOcosgp, Y=rsingsing, Z=rcos0. (8-9-38) 
因为 4 加 速 各 的 方向 随 9 点 沿 工 线 的 移动 而 连续 变化 ， 所 以 在 定义 9 和 gp 时 要 不 
断 旋 转 指向 北极 的 方向 ， 以 保证 它 在 任何 时 刻 都 与 各 保持 一 致 

在 此 基础 上 经 一 番 计算 ( 详 见 选读 8-9-2) 便 可 求 得 Kinnerslay 度 规 gs 在 {ur， 

8 9} 系 的 全 体 非 零 分 量 : 


Bu =-1-2a(u) rcosO +r°(f? + gsin’0)+2m(u) r7!, Bur = Bm =—!1, 


Bi0 = Bou=—rf, Bio=80u=-r8sin0, goo=r?, goo=r?sin’O, 


(8-9-39a) 
式 中 
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f =aluwsing+b(u)sing—c(u)cosp,  g=[b(u)cosp+c(u)sing]cotl, 
(8-9-39b) 
其 中 的 
a(wW ala (Wl=[nA (WA 0)? (8-9-39c) 
是 Ko 的 4 加 速 的 大 小 ,b 和 < 描写 各 的 方向 随时 间 ( 指 的 变化 率 ， 详 见 选读 
8-9-2. 若 L(w) 有 一 段 为 类 时 双 曲 线 ( 见 第 6 章 习题 13), 则 该 段 内 a = 常数 ,b=c=0. 
计算 还 给 出 Kinnersley 度 规 的 里 奇 张 量 Ros 和 标量 曲率 R， 分 别 为 
Rs =—2r (m+3macosO) kk,, R=0, (8-9-40) 
“ 故 其 相应 的 Tw 为 
Ty =—— (m+3macos0) kk, . (8-9-41) 
4nr 


与 式 (8-9-12”) 类 似 , 上 式 对 应 的 物质 场 也 是 纯 辐 射 场 而 不 是 电磁 场 , 它 由 非 光子 的 
零 质量 粒子 组 成 ， 但 为 方便 起 见 也 称 之 为 “光子 ”. 

如 前 说 述 , 当 Zoo 是 了 7 测 地 线 及 办 关 0 时 Kinnersley 度 规 归结 为 Vaidya 度 规 . 借 
助 于 LW) 还 可 对 Vaidya 度 规 的 物理 意义 做 更 形象 的 解释 .解释 时 要 注意 一 点 : 及 4 
上 有 度 规 场 。 和 gas(Vai) ， 前 面谈 及 测 地 线 、4 加 速 、…… 时 都 用 7 及 其 适 配 
导数 算 符 0。 判断， 不 妨 这 样 想像 : 某 恒星 在 闵 氏 时 空中 以 L(w) 为 世界 线 作 测 地 运 
动 (惯性 运动 ) 由 于 不 断 发 射 粒子 ,自身 质 (能 ) 量 不 断 减 小 ( 训 <0). 恒星 的 4 动量 
以 及 周围 辐射 场 的 能 动 张 量 7 共同 激发 引力 场 ， 使 时 空 变 得 弯曲 ， 时 空 几何 由 
gab(Vai) 描述 [但 不 能 问 及 “世界 线 用 gos(Vai) 判断 是 否 测 地 线 ” 一 类 的 问题 ， 因 
为 gw(Vai) 在 线 上 无 定义 (r= 0).]， 由 于 测 地 线 L(u)“ 不 偏 不 倚 ”( 各 向 同性 )， 
8ab(Vai) 有 球 对 称 性 , 但 办 0 使 它 失去 稳 态 性 . 这 一 形象 的 物理 解释 还 可 推广 到 
Kinnersley 度 规 gs(Kin)， 现在 Lo) 不 是 7 测 地 线 ， 其 辐射 不 再 各 向 同性 ， 因 而 不 
宣 再 看 作 恒 星 的 世界 线 ， 于 是 把 恒星 改 为 火箭 .这 一 火箭 以 非 各 向 同性 的 方式 不 
断 向 外 发 射 “ 光 子 ”( 一 定 程度 上 类 似 于 真实 火箭 不 断 喷气 )， 因 此 文献 中 称 之 为 
光子 火箭 (photon rockeb， 火 稍 因 发 射 “ 光 子 ”而 受到 的 反 冲 (recoil) 使 自身 的 能 量 
和 3 动量 不 断 变化 , 前 者 体现 为 加 <0， 后 者 使 3 动量 的 时 变 率 非 零 . 改 用 4 维 语 
言 ， 以 严 代 表 火 箭 的 4 动量 ， 则 已 =m24" ， 故 其 时 变 率 为 疡 =ma +mi” ,其 
中 色 = 入 0oP" ,第 一 、 二 项 分 别 代表 能 量 、3 动量 的 时 变 率 ， 上 式 在 9 点 的 瞬时 
静止 惯性 系 {X“} 的 分 量 式 为 

Pr = 万 1 二 mi 入， (8-9-42) 
因为 对 9 点 有 


人 @ 请 注意 本 书 的 a(w) 从 定义 起 就 与 Kinnersley (1969) 及 Bonnor(1994) 差 一 负 号 -. 
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=(1,0,0,0)， ”=(0,0,0,a) ( 因 Z 轴 与 各 同 向 )， (8-9-43) 

所 以 火箭 能 量 的 增加 率 = 包 = ma40 = 郊 ， (8-9-44a) 

火箭 动量 的 i 分 量 的 增加 率 = Pr = mA =(0,0, ma). (8-9-44b) 

现在 证 明 这 种 由 反 冲 导致 的 火箭 能 、 动 量 增加 率 恰好 等 于 火箭 发 射 的 “光子 ”在 

单位 时 间 内 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 乘 以 -1. 为 此 应 计算 从 图 8-14 中 的 球面 5 流出 

去 的 能 、 动量， 设 {X“} 是 4 点 的 瞬时 静止 惯性 系 ， 则 {(e,)"}={(6/0X“)"} 是 R* 

上 的 正 交 归 一 4 标 架 场 . 86.4 指出 7"%(= -元 ,) 是 能 流 密度 的 j 分 量 , 故 7T%(e))* 是 

能 流 密度 矢量 ， 所 以 

单位 时 间 流 出 5 面 的 能 量 = | TY (Ce)) nadS = | ， TinjdS, (8-9-45) 

其 中 n= um， 而 必 则 是 球面 8 的 外 向 单位 法 和 撩 , 即 式 (8-9-33) 的 mn， 再 者 ，86.4 

还 指出 TY(e;)*(ej* 是 3 动量 流 密度 张 量 , 它 与 任 一 空间 单位 矢 缩 并 就 给 出 沿 该 向 
的 3 动量 流 密度 矢量 ， 所 以 

单位 时 间 流出 S 面 的 3 动量 = 7’(e)*(ejymwds = | TY(e)rmd3 ， (8-9-46) 


单位 时 间 流出 8 面 的 3 动量 的 ;分 量 = | 7nds. (8-9-47) 
式 (8-9-45) 和 (8-9-47) 可 综合 表 为 
单位 时 间 流出 8 面 的 4 动量 的 /分 量 = 7mds . (8-9-48) 


由 4 的 瞬时 静止 惯性 系 {X“} 以 及 坐标 9, 9 的 定义 可 知 对 5 面 上 任 一 点 有 (参见 图 
8-14 和 8-12) 
入 =000) 及 n*=(0, sinOcosg, singsinp，cosg)， (8-9-49) 
代入 妃 =4 和 2 +m 得 
k* =(], singcosp, singsinp， cosO), (8-9-50) 
所 以 ktn, =1 ， 与 式 (8-9-41) 结 合 便 得 


和 9 I 
Tn, = 一 有 人 +3macos0) kk"n, =— 2 +3macosO)k”, (8-9-51) 
于 是 
单位 时 间 流 出 S 面 的 能 量 = - w+ramacosg) kods 
Tr 


1 p2r pr 
= 一 一 一 dp| (站 +3mmacosg) rzsing dg= -站 ， 
4mrr "0 0 


(8-9-52a) 
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单位 时 间 流出 8 面 的 3 动量 的 第 3 分量 = -| ,0+3macos0) ad5 
Pe | “dp “ia+3macosg)cosg rzsingdg= ma， (8-9-52b) 
0 0 


四 4nr? 
类 似 可 得 


单位 时 间 流 出 5 面 的 动量 的 第 1, 2 分 量 = 0. (8-9-52c) 
式 (8-9-52) 在 上 一 四 时 照样 成 立 ， 与 式 (8-9-44) 比 较 便 证 明了 待 证 结论 ， 即 火箭 的 
能 、 动 量 增加 率 恰好 等 于 它 发 射 的 “光子 ”在 单位 时 间 内 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 
乘 以 -1. 

基于 以 上 物理 解释 , 不 妨 称 Kinnersley 解 为 “任意 加 速 质点 解 ”[Kramer et 
al. (1980)]， 或 说 Kinnersley 度 规 代表 “任意 加 速 质点 的 引力 场 ”. 不 过 应 该 注意 : 
QD “加速 质点 ”是 指 火 箭 的 4 加 速 入 =220,4 非 零 (a#0), 而 这 4 加 速 是 以 mp 衡 
量 的 . 为 何不 用 gw 衡量 ? 答案 是 : 火箭 世界 线 的 +=0, go 在 线 上 失去 意义 (奇异 )， 
根本 不 能 用 它 衡量 火箭 世界 线 上 的 任何 量 . @ 这 “加 速 质点 的 引力 场 " 是 由 质点 ( 火 
第) 及 其 所 发 出 的 “光子 ”共同 激发 的 ，gas 对 应 的 Ta 是 火箭 外 部 纯 辐射 场 的 能 动 
张 量 . 

以 上 关于 Kinnersley 度 规 的 讨论 还 存在 若干 微妙 问题 ， 效 列 出 以 下 三 个 ; 

(1) 在 计算 流出 球面 5 的 能 量 和 动量 时 ， 凡 涉及 度 规 之 处 都 是 默默 地 用 mu 进 
行 的 ， 而 Kinnersley 时 空 的 度 规 应 是 Kinnersley 度 规 gu， 上述 计 算 的 合法 性 自然 
应 该 受到 质疑 ， Bonnor(1994) 对 此 曾 给 出 如 下 回答 (大 意 而 非 直译 ); gw 与 yw 的 差 
别 仅 在 于 含 mr 的 一 项 ， 添 加 此 项 将 对 式 (8-9-510) 中 的 m 的 归 一 化 产生 影响 ， 但 
这 对 积分 的 贡献 在 8 趋 于 无 限 大 时 趋 于 零 . 所以， 忽略 含 mr 的 项 看 来 不 会 影响 
计算 结果 . 

(2) 在 物理 学 家 所 知道 的 物质 场 中 ， 任 何 观 者 在 任何 时 刻 测 得 的 能 量 密度 To 
都 不 小 于 零 (这 称 为 弱 能 量 条 件 ， 详 见 附录 D)， 设 (p, Z°) 为 任 一 瞬时 观 者 ， 则 由 
式 (8-9-45) 得 

1 
nr 


Tw =T2°2” = > (kZ°) (m+3macosO). 


当 a=0 时 (Vaidya), 只 须 令 次 <0 便 可 保证 Too> 0. 但 ax0 的 情况 却 不 如 此 简单 ， 
关键 是 cos9 可 正 可 负 . 不 过 ， 只 要 默认 四 >0， 就 不 难看 出 Tm >0 等 价 于 
-所 /3m > acos9 .因此 ， 为 使 To 对 任何 2 值 都 非 负 ， 除 要 求 思 <0 外 还 应 要 求 
4< -网 /3m ， 可 以 认为 这 是 能 量 条 件 对 Kinnersiey 度 规 的 两 个 参数 m 和 a 的 关系 
的 某 种 限制 . 

(3) Bonnor(1994) 指 出 ， 既 然 火箭 做 加 速 运动 ， 它 应 该 发 射 引力 波 ， 而 引力 波 
将 携带 能 、 动 量 至 无 限 远 ， 然 而 前 已 证 明 ， 在 不 考虑 引力 波 的 前 提 下 ， 单 由 “ 光 
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子 ” 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 已 经 恰好 满足 平衡 要 求 ， 即 恰好 等 于 火箭 的 能 、 动 量 
增加 率 乘 以 -1， 这 暗示 引力 波 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 为 零 ， 于 是 出 现 一 个 伴 雇 : 
Kinnersley 时 空 到 底 有 无 引力 辐射 ? 针对 这 一 问题 ，Damour et al(1994) 及 Dain et 
al(2002) 用 非常 不 同 的 手法 对 Kinnersley 时 空 的 引力 辐射 做 了 研究 ， 基 本 结论 是 : 
点 状 加 速 火箭 及 其 周围 的 “光子 ”都 发 射 引力 辐射 ， 两 者 带 到 无 限 远 的 能 、 动 量 
互相 抵消 ， 总 体 说 来 Kinnersley 时 空 没有 引力 辐射 (由 引力 波 带 到 无 限 远 的 能 、 动 
量 为 零 ) 
[选读 8-9-2] 

现在 给 出 式 (8-9-39) 的 详细 推导 过 程 . 由 式 (8-9-36) 可 知 go， 和 7p 在 {4,7,0,9} 
系 的 全 部 分 量 中 只 有 uu 分 量 不 同 ， 具 体 说 ， 若 分 别 以 8u，,8ur，…'8pp 和 
Wg gw， "goo 代表 gop 和 TI 在 {u,7,0,g) 系 的 分 量 ， 则 

Buu = Bum +2MrT, Bur= "Bu, Bw0= Bu0, Bup = Bups a 


0 0 
Bm = Br, 8 = 810, Brp = "gig, 800= 08og，8o = 08op，8op = Bpps 


因此 只 须 计算 "go"8ur，… "gow 
我 们 来 对 到" 的 任 一 点 已 计算 "8ulp， "gwrlp，…, "gools， 已 点 在 二 线 上 决定 一 
点 9， 正 文 已 借 9 定义 了 一 个 肯 时 静止 惯性 坐标 系 {X“}={T,X,Y,Z}， 把 
0 =W” -6 中 的 W* 政 记 作 X* 得 “=or+E4 ,再 利用 式 (8-9-33) 便 得 两 系 的 坐 
标 变换 关系 
X=0r +E! =rk’(u,0, 9)+ Er(u), (8-9-54) 
其 中 k4 代 表 k" 在 {X4} 系 的 分 量 [ 凡 以 JV,.… 或 0,1,… 为 指标 的 量 都 代表 某 张 量 
在 {X“} 系 (而 非 [4,7,0,@} 系 ) 的 分 量 .] 因为 {X“} 是 惯性 坐标 系 ，71p 在 {X/] 系 
的 分 量 自然 等 于 Tv ， 利 用 坐标 变换 式 (8-9-54) 便 可 写 出 7 在 {u,7,0,9] 系 的 各 分 
量 的 表达 式 ， 首先 
Og Mw Dm rie + Er) CR 人 
=r kk +2rm ke te 
其 中 顶 上 加 点 代表 对 UW 的 导数 (或 偏 导数 )， 例如 E9=dE /du ， 岂 =Ok1/Bu， 因 为 
曲线 L(u) 的 参数 式 是 XA(M)=EY(u) ， 所 以 Et 二 dE41du 等 于 LW) 的 切 和 撩 4 在 
{X*} 系 的 分 量 A4 ， 注 意 到 攻 ,ALXY = 一 1 便 得 
gi =—1+2rn kA 十 FRR . (8-9-55a) 
其 次 
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BX4 OX" pp vo 
Vg = Br MR te KY rk’k +A 1l, (8-9-55b) 
其 中 wkk* =0 可 由 vk*k” =0 推 出 ，NorMpkr = 一 1 则 来 自 4ok”=-1。， 用 类 似 


方法 可 求 得 Wp 在 {U7,0,9} 系 的 其 他 分 量 的 表达 式 : 


"gw | va 十 rvA rk" g ? (8-9-55c) 

gg = rk kg + rad ko, (8-9-55d) 

og =Nvk*k" =0， (8-9-55e) 

go =rmwk*k”g =0 (第 二 个 等 号 来 自力 vk*k” =0)， (8-9-55f) 
?gr =mlwkpkro =0( 同 上 理 )， (8-9-558) 

dg09 =r wk’ gk"’o, (8-9-55h) 

gop = rmak’g i (8-9-55i) 

gp = 7 kk, (8-9-55j) 


欲求 以 上 各 式 的 最 终 形式 ， 必 须 计 算 k* 对 uw，0 和 g 的 偏 导 数 ， 即 K，k*g 和 
Kk4。， 为 求 kKg 和 k4。 只 须 关 心 以 固定 的 g 点 为 顶点 的 未 来 光 锥 面 (= 常数 ) 上 的 
Kk”， 这 时 式 (8-9-50) 成 立 ， 再 次 列 出 如 下 (并 赋予 新 式 号 ): 


k* =(], singcosp, singsinp，cosO) ， (8-9-56a) 

于 是 k*g =(0, cosgcosp, cosOsing, -sinO), (8-9-56b) 

以 wp =(0, -singsinp, singcosp,0)， (8-9-56c) 

因而 Mvk’ ok’ g=1, Mk gk’s =0, Nkok’,p=sin0. (8-9-56d) 
此 外 ，AL =(1,0,0,0) 还 导致 

MA kt g = A ks =0. (8-9-56e) 


现在 剩 下 最 复杂 的 一 步 ， 即 计算 有 
设 忆 ， 万 是 两 个 相 邻 时 空 点 ， 它 们 的 r"，0，9 值 对 应 相等 ，u 值 依次 为 4 和 


UW+du，. 以 9，5 分 别 代表 pp， 户 在 LOD 线 上 对 应 的 点 ， 则 Kelp 从 9 指向 已，kel 从 
5 指向， 记 k* =k"|, ，Z” ==k"|;， 则 

有 二 kr 

Hl lim (8-9-57) 
其 中 ks 和 x“ 分 别 是 k* 和 x" 在 9g 点 的 眠 时 静止 惯性 坐标 系 {X“}={T, X,Y,2} 的 
分 量 ， 有 已 表 为 式 (8-9-56a)， 关 键 是 如 何 求 X， 以 { 京 “= 人, 京 , 产 元] 代表 点 
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的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 [ 按 式 (8-9-38) 所 在 段 的 要 求 定义 , 只 须 改 g 为 9#.], 则 Xx" 在 
{及 4} 系 的 分 量 为 

入 =(singcosp, singsinp， cosg). (8-9-58) 
铭 从 如 求 得 Y“， 应 先 弄 清 {及 4} 系 与 {X4} 系 的 关系 ， 根 据 要 求 ，{X4} 系 的 乙 
轴 应 与 如 1 同 向 ，{ 总 ^} 系 的 去 灿 应 与 4?|; 同 向 ， 请 注意 ，{ 束 “} 与 {X%] 是 两 个 
不 同 惯性 参考 系 , 多 ;和 .及 内 的 惯性 坐标 系 ， 因 为 了 坐标 线 G。 与 下 坐标 线 G; [过 了 
切 于 LW) 线 的 测 地 线 ] 一 般 不 平行 ， 但 既然 都 是 惯性 坐标 系 ， 总 可 通过 适当 的 平 
移 和 洛 伦 兹 变换 把 一 个 变 到 另 一 个 ， 这 一 变换 可 由 以 下 3 步 组 成 : OD 用 一 个 平移 
把 {[X“} 系 的 原点 ( 指 了 =X =Y=Z=0 的 点 ) 从 9g 移 至 5， 得 坐标 系 {X%} ，@ 加 用 
T'~Z' 面 内 的 一 个 伪 转 动 把 {X"} 系 变 为 {只 “} 系 (其 中 个 轴 与 主轴 平行 )， 它 与 
{X 仆 系 一 样 是 惯性 参考 系 .2; 内 的 惯性 坐标 系 ， 只 是 全 轴 一 般 与 ilj 不 同 向 ， 这 
正 是 它 与 { 台 4]} 系 的 关键 区 别 .@ 对 { 症 “) 系 施行 一 个 空间 转动 尺 使 之 变 到 { 况 /} ， 
其 中 己 轴 与 各 1 同 向 ， 此 及 又 可 看 作 两 个 转动 玉 和 及; 的 相继 作用 (复合 映射 )， 其 


中 情 是 绕 症 轴 的 转动 ， 结 果 是 亿 轴 转 到 一 个 新 位 置 ( 记 作 人 ， 见 图 8-15)， 它 是 以 
了 为 轴 、 以 艺 为 母线 的 圆锥 与 六 ~ 这 面 的 交 线 ， 设 为 此 要 转 的 角度 为 bdu; R, 是 
绕 记 和 轴 的 转动 ， 结 果 是 之 轴 转 到 与 亏 灿 重合 ， 设 为 此 要 转 的 角度 为 cdu.” 这 三 步 
过 程 可 以 表 为 
(T,X,Y,2) 一 下 17" 大 7 DZ 一 全 转动 ，{ 丰 ， 训 ， 疡 访 ] 一 们 各 转动 R_》 信 ,元 , 疡 , 记 ] ， 
(8-9-59) 
空间 转动 R 的 必要 性 来 自我 们 要 求 9, 9 的 
极 灿 (Z 轴 ) 总 与 各 同 向 ， 若 Nl 与 宫 |, 平 
行 (意味 着 加 的 方向 在 这 du 时 间 内 无 变 
化 )， 则 因 T" ~ Z' 面 内 的 擅 转 动 保持 X' ， 
Y' ，Z' 轴 的 方向 , 故 伪 转 动 后 无 须 再 做 空 
间 转 动 就 能 保证 分 轴 与 如 lj 同 向 ， 因 此 
图 8-15 先 绕 总 轴 转 bdu, 再 绕 记 四 转 cdu， 万 -CO0 只 要 9. 与 和 所 
业 和 之 和 和 现时 b=c=0. 反之 ， 只 要 加 lj 与 和 不 平行 ， 


则 包 轴 便 不 与 4?l; 同 向 ， 故 必须 转动 适当 
角度 bdu 和 cdu 以 达到 到 灿 与 i 同 向 的 要 求 . 可 见 b 和 c 的 确 反映 了 4 加 速 训 的 


四 经 两 步 转 动 后 的 站 轴 仍 未 必 与 蚁 轴 重 合 ， 但 这 不 成 问题 ， 因 为 各 点 的 具 时 静止 惯性 系 的 处 轴 的 选 法 本 来 
就 存在 灵活 性 ， 当 初 就 应 有 这 种 “ 先 见 之 明 ”， 即 按照 转 后 的 六 轴 来 选 证 轴 . 
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方向 的 变化 率 . 

有 了 以 上 认识 就 可 从 入 的 表达 式 (8-9-58) 出 发 计算 Xx“， 从 而 代入 式 (8-9-57) 
以 求 得 放 . 既然 空 间 举 标 系 {用 ,也 } 与 { 京 , 疡 ,到 以 空间 转动 R 相 联系 ,就 可 把 XY 
在 两 系 的 分 量 入 及 入 表 为 列 矩阵 并 写 出 如 下 等 式 : 


四 | sl 


过 4 
委 |=Rl 天 |， (8-9-60) 
二 
其 中 及 = R2RI 是 由 转角 bdu 和 cdu 描述 的 3x3 拢 阵 ， 由 图 8-15 及 附录 G 得 
cos(cdu) 0 sin(cdu) ||1 0 0 
R=RR=| 0 1 0 ||lo cos(bdu) -sin(bdu) 
-Sin(cdx) 0 cos(cdu)||0O sin(bdu) cos(bdu) 


cos(cdu) sin(bdu)sin(cdu) cos(bdu)sin(cdu) 

0 cos(bdu) —sin(bdu) 
—sin(cdu) sin(bdu)cos(cdu) cos(bdu)cos(cdu) 
由 于 du 最 终 要 趋 于 零 , 可取 cos (bdu) = cos (cdu) 1，sin (bdu) = bdu ， sin(cdu) = 
Cdu, 再 略 去 含 (du)? 的 2 阶 小 项 ， 得 


1 0 cdu 
0 1 -bdul. (8-9-61) 
-cdu bdu 1 


把 上 式 及 由 式 (8-9-58) 给 出 的 尖 代 入 式 (8-9-60) 得 


2 1 0 cdu]fsingcosp 
l=| 0 1 -bdu||singsing 
-cdu bdu 1 cosD 


(8-9-62a) 


Singcosm +cducosb 
singsing 一 bpducosO 

ER 
由 于 空间 转动 不 影响 4 矢量 的 0 分 量 , 故 

如 = 宫 =1 [第 二 步 用 到 式 (8-9-58)]， (8-9-62b) 
与 式 (8-9-62a) 结 合 便 有 全 部 人 然而 式 (8-9-57) 所 要 的 是 XY*， 由 式 (8-9-59) 可 知 
{只 人 系 与 {X“} 系 以 一 个 平移 和 一 个 伪 转 动 相 联系 ， 而 平移 不 会 改变 4 矢量 的 分 
量 ， 故 只 须 考虑 伪 转动 的 影响 、 因 为 { 况 4} 系 相 对 于 {X”} 系 以 速率 v=adu 洛 Z 
轴 正 向 平 动 ， 而 du 下 0 保证 Y=(1-v?) ?一 1， 故 由 /1 的 党 伦 兹 变 摘 得 
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XY =P +(ad), Y= Y= +ad) ee. (8-9-63) 
把 式 (8-9-62) 的 2 代入 上 式 给 出 

X=1+(adu) (~cdusinOcosg + bdusinOsing +cos0)s1+aducosO , 

Xx!=sinOcosp+cducosO, Xx? =sinOsing—bducosO, (8-9-64) 


Xx =(-cdusinGcosg +bdusinGsing +cos0)—adu. 
把 上 式 及 式 (8-9-56a) 代 入 (8-9-57) 便 得 (写成 行 矩 阵 以 省 篇 幅 ) 

Kk* = (acosg，ccosg，-bcosg，-csingcosp+bsingsinp +a). (8-9-65) 
最 后 ， 把 式 (8-9-56b,c) 及 上 式 代入 式 (8-9-55) 以 求 得 1 在 {u, m 咏 9} 系 的 全 部 分 
量 ， 再 代入 式 (8-9-53) 便 得 Kinnersley 度 规 go 在 {u,r, 0, 9} 系 的 全 部 分 量 ， 结 果 
便 是 式 (8-9-39)， 它 们 与 Kinnersley(1969) 的 式 (13)、(14) 实 质 一 致 ， 某 些 正 负 号 
的 区 别 来 自 两 个 原因 : (D 本 书号 差 与 该 文 不 同 ; @ 本 书 的 @ 和 c 分 别 对 应 于 该 文 
的 -a 和 -5. 


[选读 8-9-2 完 ] 
88.10 坐标 条 件 ， 广 义 相对 论 的 规范 自由 性 
8.10.1 坐标 条 件 
真空 爱 因 斯 坦 方程 
Gu =0 (8-10-1) 
是 张 量 方程 .为 了 求解 ， 可 选择 适当 坐标 系 并 改写 为 分 量 方程 组 
GuwCO=0， mv=0,1, 2, 3， (8-10-2) 


其 中 Gw (9 的 x 表明 每 个 G,, 都 是 4 个 坐标 的 函数 ， 因 

Gl) = Ra -3 RO 0), 
而 R(x) 和 R(X) 可 由 g(x) 及 其 偏 导数 表 出 ， 故 式 (8-10-2) 可 看 作 关于 未 知 函数 
8 人 的 偏 微 分 方程 组 . 又 因 g,, = gw , 故 guv (9 中 只 含 10 个 独立 待定 函数 . 另 


一 方面 ， 由 于 式 (8-10-2) 对 4 Y 有 对 称 性 ， 它 也 只 含 10 个 代数 上 独立 的 偏 微分 方 
程 ， 在 适当 的 边界 条 件 下 ， 由 10 个 独立 方程 决定 10 个 独立 函数 是 合理 的 然而 事 
情 并 非 如 此 简单 ， 曲 率 张 量 Ru 满足 比 安 基 恒等式 YioRsss* =0 ， 由 它 可 得 


VaG" =0[ 式 (3-4-17)]， 写 成 分 量 后 相当 于 4 个 关于 函数 gwv (x) 的 微分 恒等式 


Gn=0, (8-10-3) 
因此 独立 方程 只 有 10 -4=6 个 .10 个 待定 函数 g,,(x) 只 须 满足 6 个 独立 微分 方 
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程 ,它们 岂非 太 自由 了 吗 ? 事实 的 确 如 此 . 关键 在 于 式 (8-10-2) 是 张 量 方程 Gu =0 
的 分 量 方程 组 , 待 求 函数 组 gm (x) 是 度 规 张 量 go 的 坐标 分 量 , 若 函数 组 gw (0 是 
方程 组 (8-10-2) 的 解 ， 则 它 配 以 坐标 基 矢 所 得 的 张 量 gw 满足 张 量 方程 Gw =0, 所 
以 由 gv() 出 发 按 张 量 分 量变 换 律 求 得 的 新 函数 组 8;,(x') 也 是 方程 组 (8-10-2) 的 
解 . gv( 作 为 x 的 函数 ) 和 g/, (作为 x 的 函数 ) 一 般 说 来 有 不 同 的 函数 形式 ， 因 此 
gw(x*) 与 8iw(x") 是 方程 组 (8-10-2) 的 两 组 不 同 解 。 可见， 边界 条 件 只 能 把 方程 组 
(8-10-2) 的 解 确定 到 “ 差 一 个 坐标 变换 ”的 程度 , 就 是 说 , 能 确定 唯一 的 时 空 几何 ， 
但 不 能 确定 到 使 用 哪个 坐标 系 (这 是 很 合理 的 : 坐标 系 的 选择 本 来 就 有 任意 性 ,如 
果 连 用 哪个 坐标 系 也 能 确定 , 那 倒是 奇怪 了 . ). 例如 , 施 瓦 西 解 (8-3-18) 由 以 下 10 
个 函数 g(x) 构 成: 
go0(r)=—(1-2M/r), gn(n)=(1-2M/n), gn(n)=r’, 8a(r)=r2sin20， 
B01=80 =80=82=83=8»3=0. 
(8-10-4) 
用 下 式 定 义 新 的 坐标 系 (各 向 同性 坐标 系 ){1", ,0', 9") : 
t=t, r=r'(l1+M/2r"), 0=0', 9=9', (8-10-5) 
则 式 (8-3-18) 成 为 
ds2 =— [(1—M/27)/(+ M/2r)] dr 
+(+M/2r)4[dr2+r2(dg2+sin2g'do2)]， 
它 代 表 的 10 个 函数 gw(x) 与 式 (8-10-4) 不 同 ， 例 如 gm(r)=-[G-M/12r)/ 
(1+M/2r) 对 自 变量 的 依赖 关系 显然 有 别 于 go(r) 对 自 变量 > 的 依赖 关系 . 但 
由 8imr(x) 求 得 的 Rev 也 为 零 ， 可 见 式 (8-10-6) 和 (8-3-18) 都 是 真空 爱 因 斯 坦 方程 
Gu =0 满 足 相同 边界 条 件 ( 球 对 称 ) 的 解 ， 代 表 相 同 几 何 ， 这 就 是 “边界 条 件 不 足 
以 决定 唯一 解 ， 但 可 确定 唯一 几何 ”的 一 个 例子 . 
由 于 坐标 变换 涉及 (由 老 坐标 表达 新 坐标 的 ) 4 个 任意 函数 ， 可 以 说 广义 协 变 
性 为 方程 组 (8-10-2) 提 供 了 4 个 “自由 度 ”. 如 果 要 去 掉 这 种 不 确定 性 ， 就 得 指定 
某 个 具体 坐标 系 , 即 对 函数 组 gm(z) 指 定 4 个 附加 方程 , 这 4 个 方程 合 称 坐标 条 件 
(coordinate condition)， 下 列 4 个 方程 就 是 坐标 条 件 的 一 个 例子 : 
sm=-1 gwu=0 (i=l, 2, 3)， (8-10-7) 
满足 这 一 条 件 的 坐标 叫 高 斯 法 坐标 ( 详 见 选读 8-10-1). 坐标 条 件 的 另 一 例子 是 要 求 
坐标 x 满足 如 下 的 4 个 方程 : 
8eVVoxz =0 (C=0,1,2, 3). (8-10-8) 
计算 表明 [ 见 温 伯 格 (1972) 中 译本 P. 183~185] 上 列 方程 等 价 于 如 下 4 个 方程 ; 


(8-10-6) 
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sg*T,=0 (4=0,1,2,3). (8-10-8") 

式 (8-10-8) 或 (8-10-8') 称 为 谐 和 坐标 条 件 ， 因 为 满足 a2~“V。V。f =0 的 函数 了 称 为 谐 
和 函数 (harmonic function). 式 (8-10-8') 更 清楚 地 表明 这 一 坐标 条 件 的 确 是 关于 函数 
组 gj,(x) 的 附加 方程 . 

坐标 条 件 显然 不 是 广义 协 变 方程 ， 因 为 它 的 任务 正 是 挑选 特殊 坐标 系 以 消 
除 由 爱 因 斯 坦 方程 的 广义 协 变性 导致 的 8,,(x) 的 不 确定 性 .坐标 条 件 还 应 满足 
如 下 要 求 : 从 任 一 组 函数 8,,(x) 出 发 ， 总 可 通过 坐标 变换 使 所 得 的 g;,(x') 满足 
坐标 条 件 . 
[选读 8-10-1] 

高 斯 法 坐标 系 是 借用 测 地 线 定义 的 坐标 系 ， 设 互 是 时 空 (M,8up) 中 的 任 一 类 
空 超 曲面 ,nm 是 了 上 的 单位 法 矢 场 ，{x*} 是 了 上 某 一 开 域 U Cc 区 的 任 一 3 维 坐标 
系 .U 中 任 一 点 pp 及 其 单位 法 矢 n* 1, (法 于 
工 ) 决 定 唯一 的 测 地 线 At) [约定 1(p)=0]， 
它 同 荆 正 交 . 虽然 U 中 各 点 发 出 的 这 些 测 
地 线 有 可 能 相交 ( 见 图 8-16) 或 出 现 其 他 不 理 
想 情况 ,但 可 证 明 ， 只 要 U 取得 合适 ， 则 
M 中 必 有 含 吕 的 开 子 集 N， 对 其 中 任 一 点 
4 存在 唯一 的 peU 使 9 位 于 从 p 发 出 的 测 


地 线 y(D 上 .定义 开 1 sx 1, 并 把 Y(D) 在 gq 
的 参数 值 Kg) 选 作 4 的 第 零 坐 标 ， 则 坐标 
eg 系 {t, x}( 以 NN 为 坐标 域 ) 称 为 高 斯 法 坐标 
其 坐标 域 为 入 系 (Gaussian normal coordinate system)， 下 
面 证 明 高 斯 法 坐标 满足 式 (8-10-7). 注意 到 

测 地 线 y() 是 1 坐标 线 ， 其 切 矢 (0/01)" 是 第 零 坐标 基 秋 ， 便 有 

go00 = gab(O/O1)® (0/01)? . 
又 因 (8100)”1,=n*1, , 故 go01s=(non”)ls= 一 1. 因为 切 矢 (8180)" 沿 测 地 线 y(D) 平 移 ， 
而 平移 保 内 积 ， 所 以 

Bo0 la=[(0/0t), (0/01)"] =[(0/01),(0/01)°],=-l, vgeN. (8-10-9) 
以 五 代表 1 为 常数 的 超 曲 面 ， 则 x 坐标 线 由 于 1 为 常数 而 躺 在 了 上 ， 故 3 个 空间 坐 
标 基 矢 (6/6x')* 处 处 切 于 马 . 因为 go; = gop(0/01)"(910x')”， 欠 证 go; =0(i=1,2,3) 
只 须 证明 测 地 线 y(H) 与 任 一 荆 , 正 交 ， 由 7 (6 的 构造 可 知 这 对 号 = 了 无 疑 正确 ， 即 
80ilp=0，, 因此 只 须 证 明 8oi = (8/31)。(B/3x ) 沿 y(D) 为 常数 , 而 下 式 表明 的 确 如 此 : 
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(0/01)? V,[(0/0t), (0/0x')"]=(0/0t), (0/0r)* V, (0/0x')” 
=(0/01), (0/0x’)? V, (0/0r)’ 
1 


/ar )zVs[(3/80D)。(3/30?] 
工 
2 


(0/0x')V, go0 = 0， 


其 中 第 一 步 用 到 测 地 线 方程 ， 第 二 步 用 到 坐标 基 夭 的 对 易 性 ， 第 三 步 用 到 某 布 尼 
蒋 律 ， 最 末 一 步 用 到 式 (8-10-9). 
[选读 8-10-1 完 ] 
下 面 讨论 有 源 爱 因 斯 坦 方程 ， 以 尘埃 为 例 ， 设 其 4 速 场 和 固有 密度 场 分 别 为 
UV" 和 p， 则 其 能 动 张 量 Ts = pU。U。 = Pp gaeU “gsaU”， 故 爱 因 斯 坦 方程 为 


G =8np gaoU giaU®, (8-10-10) 
其 在 任 一 坐标 系 的 分 量 方 程 则 为 
Guw =8np gy U" gpU?, J, v=0, 1, 2, 3. (8-10-11) 


如 前 所 述 ( 见 87.7)， 应 把 gov，w^“，P 作 为 0+4+1=15 个 未 知 函数 求解 ， 式 
(8-10-11) 含 有 10 个 独立 方程 ( 比 安 基 恒 等 式 现在 由 于 “ 孤 掌 难 鸣 ” 而 不 再 使 独立 
方程 数 减少 ， 详 见 选读 8-10-2)， 加 上 一 个 4 速 类 时 归 一 条 件 gyU*U” = -1 和 4 
个 坐标 条 件 ， 共 有 10 + 1+ 4 = 15 个 独立 方程 ， 正 好 用 以 确定 上 述 15 个 待 求 函 
数 [ 见 Synge(1960) P. 187~188]，9.3.1 小 节 将 为 本 讨论 提供 一 个 具体 例子 . 
[选读 8-10-2] 

似乎 可 提出 另 一 看 法 : 能 动 张 量 满足 VT =0，, 对 尘埃 就 是 V*(pUsU,)=0， 
与 比 安 基 恒 等 式 V”G。 =0 结合 便 可 由 式 (8-10-10) 得 V"(G -8npUsU，)=0 ,其 分 
量 方程 为 

Gy -8r (PU*U,),, =0, v=0, 1, 2, 3. (8-10-12) 

这 4 个 恒等式 使 式 (8-10-11) 的 10 个 方程 中 只 有 6 个 独立 . 加 上 4 个 坐标 条 件 便 是 
10 个 独立 方程 .只 要 把 p 和 U” 看 作 已 知 量 ， 则 10 个 待 求 函数 g(x) 恰 可 由 这 
10 个 方程 决定 . 这 种 看 法 的 关键 问题 是 “把 p 和 1L1 "看 作 已 知 量 是 意义 含糊 的 . 作 
为 尘埃 的 4 过 场 ，U" 不 能 是 任 一 矢量 场 , 它 首 先 要 类 时 且 归 一 ,而 在 没有 度 规 时 
类 时 和 归 一 都 无 意义 ; 其 次 ， 指 定 U” 和 p 时 应 满足 V,(pU°U，)=0， 这 既 涉 及 
V6(= 8beU“) 又 涉及 V。( 应 满足 Vogbe =0)， 而 这 两 者 在 没有 度 规 时 都 无 意义 ， 可 
见 ， 所 谓 “事先 给 定 尘 埃 的 p 和 1" ”是 说 不 清楚 的 . 说 得 清楚 的 做 法 是 把 p 和 U” 
与 8 一 同 看 作 待 求 量 联 立 求解 .既然 如 此 ， 事 先 就 没有 Ve(PU。.Us)=0 ， 因 此 没 
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有 式 (8-10-12)， 由 于 “ 孤 掌 难 鸣 ”， 只 用 G4,:， =0 不 足以 使 式 (8-10-11) 的 方程 数 
减少 . 如 果 事先 坚持 p 和 U" 要 满足 V"(pUsU。)=0, 固然 可 以 构造 出 用 以 “ 冲 掉 ” 
4 个 方程 的 恒等式 (8-10-12), 然而 Y“(PUaUs)=0 本 身 又 对 应 于 4 个 限制 待定 函数 
的 方程 ， 这 样 一 加 一 减 ， 最 终 独 立方 程 仍 是 15 个 . 

[选读 8-10-2 完 ] 


8.10.2 ”广义 相对 论 的 规范 自由 性 

以 上 讨论 也 可 改 用 几何 语言 陈述 , 即 不 谈 分 量 方程 组 Gu, = 8r7,v 而 讨论 张 量 
方程 Cw =8rTos ， 以 真空 场 方程 Gw = 0 为 例 ， 可 以 证 明 如 下 命题 ( 见 稍 后 ): 设 
$ : M 一 M 是 微分 同 胚 ，Rw[8] 是 度 规 go 的 里 奇 张 量 ， 则 

长 (Rs[8])= Rs[ 息 8] . (8-10-13) 
由 此 易 得 Ge[8]= 0 人 Gos[lp.8]=0. 这 表明 gw 是 Gu =0 的 解 当 且 仅 当 办 8w 也 
是 . 可 见 边界 条 件 只 能 把 爱 因 斯 坦 方程 的 解 go 确定 到 差 一 个 微分 同 胚 的 程度 . 这 
其 实 是 前 面 关 于 边界 条 件 只 能 把 gw 确定 到 “ 差 一 个 坐标 变换 ”这 一 被 动 提 法 的 
等 价 主动 提 法 (参阅 选读 4-1-1)， 在 被 动 提 法 中 ， 同 一 度 规 场 gp 在 不 同 坐标 系 的 
分 量 8 和 g;, 代表 相同 的 (局 域 ) 几 何 ; 在 主动 提 法 中 , 设 p: M -> M 是 微分 同 胚 ， 
则 gos 和 8&6s = 内 8u 代表 相同 几何 .为 避免 误解 ， 先 考虑 两 个 流 形 M 和 用 ， 若 存 
在 微分 同 胚 映射 办 M 一 矿 ， 则 M 与 厄 就 “ 像 得 不 能 再 像 ”， 再 考虑 两 个 时 空 (更 
一 般 地 ， 两 个 广义 黎 曼 空间 ) (M, ga,) 和 ( 肛 ,8) .如 果 存 在 微分 同 胚 映射 
从 M 祖 用 且 和 gop = gs ， 则 这 两 个 时 空 也 就 “ 像 得 不 能 再 像 *， 即 它们 有 相同 几 
何 ， 用 (M, 8) 能 描述 的 现象 都 可 用 (用 , 8 ) 做 等 价 描述 ， 例 如 ， 设 M 中 总 点 有 
两 个 矢量 和, 则 必 中 4(p) 点 也 有 两 个 相应 的 矢量 Gu* 和 加， 而且 hur 与 
0" 的 内 积 go pcp) (Gu)*(tv》》 等 于 ur 与 的 内 积 go 1, wv， 因为 
Bab lp uv = (6° 8)os lp ue = Bop lcp) (bu) (G0)? . 

还 可 证 明 pur 与 pw 的 张 量 积 对 应 于 w 与 的 张 量 积 ， 即 (pu)(Gv?)= 
(uv) ,等 等 总之，“p 点 有 什么 ，p(p) 点 就 有 什么 ; 在 p 能 做 什么 , 在 9(p) 
也 能 做 什么 ,而 且 结 果 一 样 (在 和 下 对 应 ). ”不 妨 通 俗 地 说 “如 能 把 (M, gs) 中 的 
任 一 台 戏 搬 到 ( 履 , go) 去 唱 ”(“ 易 地 唱戏 ). 这 一 讨论 也 适用 于 履 =M 的 情况 . 设 
M 有 度 规 场 go 及 微分 同 胚 p#: M 一 M ， 则 根据 (M, gw) 与 ( 必 , bgss)“ 像 得 不 能 
再 像 ”的 讨论 ， 可 知 (M, gw) 与 (M,#8w) 在 几何 上 等 价 ， 然 而 应 该 注意 ， 这 时 
M 中 一 点 p 有 两 个 度 规 go 1, 和 的 gs lp ， 设 uw ，v" 为 点 p 的 矢量 , 所 谓 (M,g,。) 


第 8 章 ” 爱 因 斯 坦 方 程 的 求解 “307 - 


与 (M, pgow) 等 价 并 非 指 guo 1, uv* = (bg)op 1, uv (这 只 当 # 为 等 度 规 映 射 时 成 
立 )， 而 是 指 guolpuez = (hg)oplycp) (hw)" (Gv ， 即 “把 p 点 的 整 台 戏 搬 到 Hp) 去 
唱 ”. 举 一 个 应 用 例子 ， 以 Rs. 和 饮 ,.“ 分别 代表 gw 和 8 的 黎 曼 张 量 场 ， 假 定 
已 知 Ra” lp 而 欲求 记 。?lsp)， 如 果 人 懂得“ 易 地 唱戏 ”， 只 须 用 #% 把 Rs,“1, 推 前 
到 Y(p) .说 得 细致 些 就 是 ,在 计算 Ra 1, 时 我 们 已 做 了 如 下 操作 : 先 求 出 与 gw 
适 配 的 V。， 再 由 (VoV。 -V6V。) ao = Rp 4 求 得 Ra 1, ， 这 一 操作 好 比 “ 唱 了 
一 台 戏 ”为 求 忆 ,lp) ， 本 来 也 要 做 类 似 操作 : 先 求 出 与 $6。 适 配 的 多 。 ， 再 由 
(Vo9， -Vsva)aoe = 玉 osay 求 得 已 ss lw， 但 事实 上 不 必 这 样 再 做 一 遍 ， 因 为 我 
们 相信 ， 只 要 用 和 把 在 p 点 对 go (及 其 派生 量 ) 的 操作 结果 推 前 到 y(p) 点 ， 一 定 
等 于 在 (p) 点 对 86s( 及 其 派生 量 ) 的 操作 结果 ， 即 相信 
phRope’ |) = Rs wp. (8-10-14) 
对 Ras ，R ，Gos ，…… 等 一 切 由 go 决定 的 量 (全 部 几何 量 ) 都 有 类 似 关系 ， 可 见 
前 面 的 式 (8-10-13) 成 立 。， 如 果 愿意 ,读者 也 可 用 直接 计算 验证 式 (8-10-14)， 提示: 
先 验 证 与 86 适 配 的 9。 满足 
Vs( 办 7) = 双 (Ye7) (其 中 了 为 任意 型 张 量 场 ). (8-10-15) 
总 之 , 在 上 述 “ 易 地 唱戏 ”的 意义 上 可 以 说 M 上 度 规 场 go 与 gws ( 当 乡 为 
微分 同 胚 时 ) 描 述 相同 几何 , 或 说 go 与 妈 8w 等 价 . 可见 度 规 场 与 几何 之 间 并 非 一 
一 对 应 , 而 是 一 种 几何 对 应 于 度 规 场 的 一 个 等 价 类 {86,). 这 与 电磁 理论 中 4 势 4, 
的 规范 变换 不 改变 电磁 场 类似， 因此 把 “ gw 变 为 双 g 不 改变 几何 ”的 这 一 
性 质 称 为 广义 相对 论 的 规范 自由 性 (gauge freedom)， 具 有 规范 自由 性 是 广义 相对 
论 的 一 个 重要 特点 , 可 以 说 这 一 物理 理论 天 生 就 有 规范 自由 性 (正如 用 4 势 表述 的 
电磁 理论 天 生 就 有 规范 自由 性 那样 ) 这 一 规范 自由 性 在 深入 学 习 广 义 相对 论 时 有 
重要 意义 ， 例 如 ， 见 下 册 第 14, 15 章 . “规范 变换 ”和 “规范 不 变性 ”等 概念 最 
早 来 自 电磁 理论 ， 后 来 逐渐 成 为 理论 物理 中 非常 重要 的 概念 ， 大 致 说 来 ， 不 改变 
实质 的 变换 都 可 称 为 规范 变换 (gauge transformation)， 相 应 的 不 变性 (自由 性 ) 则 称 
为 规范 不 变性 (自由 性 )， 为 便于 处 理 ， 讨 论 具体 问题 时 也 可 选 定 某 种 规范 ， 这 种 
做 法 称 为 “规范 固定 (gauge fixing)”. 对 广义 相对 论 而 言 ， 选 定 坐标 系 就 是 一 种 规 
范 固定 ， 可 见 坐标 条 件 的 指定 无 非 是 一 种 规范 固定 ， 本 书 至 今 涉及 的 规范 变换 除 
电磁 4 势 的 变换 外 主要 的 还 有 两 种 :D 线 性 引力 论 中 的 规范 变换 [ 式 (7-8-14)],G@) 广 
义 相对 论 中 的 规范 变换 (在 主动 语言 中 是 指 微分 同 胚 变换 从 M -> M ， 在 被 动 语言 
中 是 指 坐标 变换 . )， 其 实 四 不 过 是 @ 的 一 种 无 限 小 形式 ， 理 由 如 下 .线性 引力 论 
中 的 规范 变换 是 指 
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Vos 六 =Yap +0s;+0s6。 (其 中 纪 是 “无 限 小 ”矢量 场 ) 

变换 前 后 的 度 规 go。 = Nos + yo 和 8 = 7 + Yao 的 差别 为 
Bob — Bab =0aGo + Opa (8-10-16) 

引进 矢量 场 * 和 实数 + 以 便 把 6 表 为 6 =14" (其 中 1 为 与 4 同 阶 的 小 量 , 即 一 阶 
小 量 )， 则 由 李 导 数 公式 得 376 =06h+964。， 而 

号 1 = 鸡 (8u -Yop) 兰 区 8op (第 二 项 因 是 二 阶 小 而 被 略 去 )， 
故 Bohs + Ophs SLBap Sh’ Bab — Bap)t. (8-10-17) 
与 式 (8-10-16) 对 比 得 办 8 - 8op 兰 8op -8o5p， 故 8p 兰 办 8 ， 可 见 变换 后 的 新 度 
规 8&6 与 原 度 规 gw 在 一 级 近似 下 只 差 到 一 个 微分 同 胚 . 

我 们 关心 的 当然 不 仅 是 时 空 几何 ， 而 且 还 有 物理 .以 下 是 一 般 结论 : 设 物理 
理论 由 流 形 M 及 其 上 若干 个 张 量 场 T9 描述 (例如 ， 对 电磁 真空 时 空 ，7T 至 少 包 
括 gw 和 Fs.)， 则 (M,T 四 ) 与 (M,7 中 ) 描 述 相 同 物理 当 且 仅 当 存在 微分 同 胚 
$6:M 一 M 使 YO = 从 TO . 


习 题 

1. 试 证 命题 8-1-1. 

2. 设 Y(7) 是 图 8-6 中 五 上 从 p, 到 p, 的 .8 和 gp 都 为 常数 的 曲线 (以 径 向 坐标 "为 曲线 参数 )， 
试 证 y(n) 是 ( 非 仿 射 参数 化 的 ) 测 地 线 ， 提 示 : 用 式 (5-7-2). 

73. 设 如 是 稳 态 时 空 的 类 时 Killing 矢量 场 ，x = (-8e 人 ) 

(a) 试 证 + 在 如 的 积分 曲线 上 为 常数 ; 

(b) 试 证 稳 态 观 者 的 4 加 速 4” = Y" (ln z) ， 提 示 : 利用 Killing 方程 Vv“&”=0 和 (a) 的 结果 

-4. 试 证 : (a) 电磁 场 能 动 张 重 的 迹 为 零 ， 即 7T= g”T。 =0 ; (b) 电磁 真空 时 空 的 标量 曲率 
R=0. 

“5. 试 证 式 (8-4-7) 和 (8-4-28). 

6. 设 ,是 任意 时 空中 的 2 形式 场 ，"F,s 是 F 的 对 偶 2 形式 场 ，a e[0,27] 为 常 实数 ， 
则 瑟 , = Fcosa -“F ,sina 称 为 F, 的、 角度 为 a 的 一 个 对 偶 转 动 (duality rotation). - 

(a) 试 证 ,为 无 源 电 磁场 当 目 仅 当 ,为 无 源 电 磁场 [证 明 很 易 。 若 用 麦 氏 方程 的 外 微分 表 
达 式 (7-2-7") 和 (7-2-8') 甚 至 一 望 便 知 .]. 

(b) 试 证 电磁 场 F。 和 Fs。 有 相同 能 动 张 量 .提示 : 用 T 的 对 称 表示 式 (6-6-24) 可 简化 证 明 . 

(0) 令 MH =2F,F®, N=2F, F*, M'=2F,F™, N'=2F, Fw ， 试 证 

M'=M cos2a — Nsin2a, N'=M sin2a + Neos2a. 

(d) 令 荆 ,=F +i'F,, Zw =F +i'F, , 则 KK = 了 Zw 和 KK'= 蔬 5， 为 复 标量 场 , 故 在 每 
一 时 空 点 的 K 和 K' 相当 于 复 平面 上 的 两 个 矢量 . 试用 (c) 的 结果 证 明 矢 量 K' 是 矢量 K 逆 时 针 转 
2a 角 的 结果 ( 即 1K1=|K'|,K' 与 的 辐 角 差 为 2a.). 

人) 设 (E, 豆 和 ( 巨 , 可 是 瞬时 观 者 分 别 测 ,和 瑟 所 得 的 电场 和 磁场 ， 试 证 


E'=Ecosa+ Bsina, B=-Esina+Bcosa. 
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注 : 对 偶 转动 的 进一步 物理 意义 见 本 书 下 册 及 Jackson(1975). 
7. n 维 时空 称 为 爱 因 斯 坦 时 空 ， 若 Re = R8。12 ， 其 中 8。 ，R。 和 R 分 别 为 度 规 、 里 奇 
张 量 和 标量 曲率 ， 试 证 电磁 真空 时 空 (其 中 电磁 场 非 零 ) 不 是 爱 因 斯 坦 时 空 。 注 : 由 第 3 章 习题 
17 可 知 任意 2 维 时 空 必 为 爱 因 斯 坦 时 空 . 
8. 考虑 Taub 的 平面 对 称 真空 解 (8-6-17). 
(a) 写 出 静态 观 者 的 4 速 用 坐标 基 矢 的 表达 式 ; 
(b) 设 两 静态 观 者 的 空间 坐标 分 别 为 (x, y, z1) 和 (x, y, zz2)， 求 他 们 间 的 空间 距离 . 
9. 试 证 式 (8-6-5) 的 Fs。 有 平面 对 称 性 , 即 名 Fs=0 (i=1,，2, 3), 其 中 名 =(3[8n" ， 
"二 (0/0y)*，" = 一 y(3/6x)* +x(9/0y)" 是 反映 度 规 (8-6-3) 平 面 对 称 性 的 Killing 场 . 
*10. 推出 有 源 麦 氏 方程 在 NP 形式 中 的 表达 式 . 答案 : 在 式 (8-8-3) 的 每 式 右边 各 加 一 项 , 依 
次 为 -4r1 ，-4r1: ，-4r1 ，-47J,(J1,J2,J3, J 是 J 在 类 光标 架 的 分 量 ). 
*11. 试 证 式 (8-8-7) 和 (8-8-10). 
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第 8 章 前 3 节 已 对 静态 球 对 称 度 规 及 施 瓦 西 真空 解 做 过 讨论 ， 该 章 的 重点 在 
于 求解 ， 鉴 于 施 瓦 西 解 的 非常 重要 性 ， 本 章 拟 对 与 之 关系 密切 的 若干 问题 做 进 一 
步 讨论 : 第 1 节 讨 论 施 瓦 西 时 空 的 类 时 和 类 光 测 地 线 ; 第 2 节 介 绍 爱 因 斯 坦 早 年 
用 施 瓦 西 真 空 解 提出 的 对 广义 相对 论 的 三 大 实验 验证 ， 即 引力 红 移 、 水 星 近 日 点 
进 动 和 星光 在 太阳 引力 场 中 的 偏 折 ; 第 3 节 讨论 球 对 称 恒星 内 部 的 时 空 几何 、 物 
理 状态 以 及 球 对 称 恒星 的 演化 ; 第 4 节 详细 分 析 施 瓦 西 时 空 的 延 拓 理论 


$9.1 施 瓦 西 时 空 的 测 地 线 


以 X9D 表 示 类 时 ( 光 ) 测 地 线 ， 对 类 时 测 地 线 ，r 代表 固有 时 ; 对 类 光 测 地 线 ，r 
代表 某 一 选 定 仿 射 参数 ， 欲求 X) 的 参数 表达 式 多 D， 一 般 应 求解 如 下 微分 方程 
组 : 


2 Fo 
5 + AS 0， 1=0, 1, 2, 3. (9-1-1) 
由 于 各 未 知 函 数 必 () 及 其 导数 在 各 方程 中 互相 耦合 ， 求 解 一 般 并 不 简单 ， 但 若 时 
空 有 数量 足够 的 Killing 矢量 场 ， 就 可 利用 定理 4-3-3 巧妙 地 求 得 xD)， 施 瓦 西 时 
空 就 是 一 例 。 在 应 用 这 一 定理 前 ， 还 可 利用 施 瓦 西 时空 的 球 对 称 性 对 所 讨论 的 测 
地 线 的 坐标 表示 作 一 简化 . 
命题 9-1-1 设 y(D) 是 施 瓦 西 时 空 的 一 条 类 时 或 类 光 测 地 线 ， 则 总 可 这 样 选择 
施 瓦 西 坐 标 , 使 X?) 的 9 值 永 为 ww2， 换 句 话 说， 使 Xe 永 在 “赤道 面 ”内 . 


() 所 是 测 地 线 yo 在 己 点 的 4 速 [的 投影 . 人 ) 轨道 球面 上 p 点 及 矢量 w* 决 定 
凡是 厅 切 于 轨道 球面 的 分 量 唯一 测 地 线 (大 圆 ) 


图 9-! 命题 9-1-1 证 明 用 图 
证 明 vYpsy(z) ,过 p 的 轨道 球面 .( 见 & 8.2 定 义 1D) 必 身 在 过 p 的 等 1 面 ， 
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上 [图 9-1(a)]， 施 瓦 西 系 的 9，y% 坐标 的 选择 存在 相当 任意 性 ， 如 能 这 样 选 9，9， 
使 某 点 pey(7) 的 9 值 为 W2 且 p 的 4 速 U" =(3/3r) 的 0 分量 为 零 ， 注意 到 施 瓦 
西 线 元 式 (8-3-18) 在 变换 9r r- 9 下 的 不 变性 保证 南北 半球 关于 赤道 的 对 称 性 ， 
便 知 整 条 yz) 线 有 9(p) = mW2， 因此 只 须 证 明 对 9, 9 的 这 种 选 法 确实 可 以 做 到 ， 因 
测 地 线 与 等 1 面 不 总 是 正 交 ( 否 则 成 为 静态 观 者 世界 线 , 就 不 是 测 地 线 ), 故 总 可 在 
XD 上 取 点 p, 其 U“ 在 2, 上 的 投影 2” =0. 过 p 的 轨道 球面 .7cZ,. 车 hp 有 
切 于 .的 分 量 v*， 则 (p,v") 决 定 .上 的 唯一 测 地 线 ， 即 大 圆 [ 见 图 9-1(b)]， 就 
以 此 大 圆 为 赤道 定义 .史上 的 坐标 6，9; 若 B“ 没 有 切 于 .的 分 量 v*[ 即 yo) 是 径 
向 测 地 线 ]， 则 选 . 光 上 的 任 一 过 p 的 大 圆 为 赤道 . 用 $ 8.3 的 “携带 ”法 将 .上 
的 9，y 坐标 携带 出 去 所 得 的 施 瓦 西 坐 标 系 {rt，r，9，y] 便 满足 刚才 的 要 求 ， 即 @ 
0(p)=m/2; @ (6/07)" 在 坐标 基 矢 (38/89)" 的 分 量 dg/drl 为 零 . 口 

关于 一 点 Pey(z) 满足 中、@) 保 证 全 线 必 有 bp) = 2 的 结论 也 可 做 如 下 的 定 
量 证 明 : 由 施 瓦 西 线 元 的 7, 表达 式 (8-3-20) 可 知 式 (9-1-1) 中 y=2 的 方程 为 

$0 120 singcosg (2) =0. (9-1-2) 

因为 测 地 线 Xp 事先 给 定 ， 选 定 坐标 系 后 其 KD，rz)，65D)，9(9 就 都 是 确定 的 函 
数 ， 为 证 明 全 线 有 0(p) = ww2， 只 须 注意 式 (9-1-2) 是 关于 bz) 的 2 阶 常 微 分 方程 ， 
而 Ur) = m2 是 满足 初始 条 件 gp) = m2 和 db/drlp= 0 的 唯一 解 . 

根据 命题 9-1-1， 总 可 选 施 瓦 西 坐标 使 所 论 测 地 线 Xz) 的 参数 表达 式 为 

t=1(7), r=r(r)， 0=7/2, p=9(7). 


a el Se 三 1 (对 类 时 测 地 线 ) 
设 Ue =(0/9r 为 (的 切 矢 ， 定 义 K:= -guUPt， mx-{ Da 
且 


ee LY 的 : (时 [二 do 了 
Swlar) (ar) sm dr) sn 闻 ] +ss [加] 

加 2M /ay 2M dr 让 ,fdpYy 

--(- r ]( 扫 + r ] 的 ~ (名 \ (0-1-3) 
其 中 最 后 一 步 用 到 0= mW2. 注意 到 (8/380” 和 (68/09)” 是 Killing 矢量 场 , 可 先 利用 定 
理 4-3-3 定义 测 地 线 XeD 上 的 两 个 常量 


a b 
811a dt 2M ] dt 
E= -~ = =|1- 着 
eol2] 8 B07 ( > Es (9-1-4) 


“312 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


a b 
二 8 ||831-。 皮 -2d2 9-1-5 
玖 国 -党 on 
再 把 式 (9-1-4)、(9-1-5) 代 入 式 (9-1-3) 得 
=-1 -1 2 2 
-=-(- 玫 ] +(1- 开 ] ( 侍 ] + -10) 
r 区 dr 六 


这 方程 只 含 未 知 函数 r() 及 其 1 阶 导数 ,原则 上 可 以 求解 . 把 求 得 的 ra 代 人 方程 
(9-1-4)、(9-1-5)， 原 则 上 便 可 解 出 未 知 函 数 Ko 和 g(r)， 从 而 得 到 y(?) 的 参数 表达 
式 . 
下 面 讨论 两 个 常量 已 和 工 的 物理 意义 ， 设 yo) 为 类 时 测 地 线 ， 则 它 代表 自由 
质点 的 世界 线 . 设 质点 的 质量 为 m, 则 U* = (3/8r)* 及 P “三 mU "分别 是 它 的 4 速 
和 4 动量 . 设 p 为 XD 上 一 点 , G 为 过 p 点 的 静态 观 者 , G 在 p 的 4 速 为 2°( 见 图 
9-2)， = (0/01)” 为 静态 Killing 矢量 场 ， 则 由 Z ”Zs= -1 可 知 
Ze = 多， (9-1-7) 
其 中 X = (- 介 名 六 .由 式 (6-3-17) 可 知 -ZaP ”是 观 者 G 对 质点 做 当时 当地 观测 
(local measurement) 得 到 的 能 量 值 ， 过 去 记 作 天， 现在 为 避免 混淆 改 记 作 Es . 式 
(9-1-4) 定 义 的 无 可 改写 为 
E=-&U"=- 16 Pa -之 Z_Pa -ZE (9-1-8) 
m m m 


可 见 EE s. 如 果 测 地 线 Xo 伸 向 无 限 远 ， 则 因 上 -时 
EE wjm， 故 E 可 解释 为 无 限 远 的 静态 观 者 对 该 质点 做 
当时 当地 测量 所 得 的 单位 质量 的 能 量 ， 既 然 马 在 XD 上 为 
和 常量 ， 已 * 在 X(D 上 就 不 是 常量 ， 即 在 自由 质点 运动 过 程 
6 中 守恒 的 是 而 不 是 Ew. 于 是 可 物理 地 把 E 解 释 为 自由 
质点 每 单位 质量 所 具有 的 总 能 量 (包括 引力 势能 )， 反 之 ， 
站 下 Ww。 是 静态 观 者 G 做 当时 当地 测量 所 得 的 能 量 , 它 不 包括 
eS 引力 势能 ， 沿 测 地 线 并 非 守恒 量 ， 这 可 做 如 下 物理 解释 : 
自由 质点 虽然 除 引力 外 不 受 力 ， 但 在 运动 过 程 中 引力 对 
四 它 做 本 功 ， 故 不 考虑 引力 势能 的 能 量 Es 不 是 常量 ， 类似 
X9 的 当时 当地 测量 。 ”地 , 若 yD 是 类 光 测 地 线 , 则 E 可 解释 为 光子 的 总 能 量 夺 
以 让 1. 


[选读 9-1-1] 

对 于 不 伸 向 无 限 远 的 类 时 测 地 线 (zj( 例 如 绕 日 转动 的 地 球 ), 已 当然 仍 是 常量 ， 
但 已 找 不 到 与 无 限 远 观 者 的 直接 联系 虽然 有 些 文献 仍 称 之 为 无 限 远 观 者 测 得 的 
能 量 ， 但 本 书 作 者 更 倾向 于 如 下 看 法 : “ 某 观 者 测 得 的 某 量 ”中 “ 测 得 ”一 词 的 
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最 清晰 的 含义 是 当时 当地 测量 ， 而 这 要 求 观 者 与 质点 (世界 线 ) 相 交 ， 当 质点 世界 
线 不 伸 到 无 限 远 时 ， 若 要 附加 “无 限 远 观 者 测 得 的 ”之 类 的 定语 ， 就 应 明确 约定 
一 个 间接 测量 方案 (例如 借助 于 发 到 无 限 远 的 光 )， 但 在 不 少 情况 下 难以 找到 一 种 
自然 的 间接 测量 方案 ， 不 伸 向 无 限 远 的 类 时 测 地 线 的 已 也 许 就 是 一 例 ， 我 们 倾向 
于 把 已 就 称 为 以 该 测 地 线 为 世界 线 的 质点 的 能 量 而 不 加 定语 [ 见 Wald(1984)]， 它 
有 能 量 的 量 纲 , 甚至 在 物理 上 可 以 被 解释 为 Es 与 引力 势能 之 和 ,因此 对 能 量 一 词 
当之无愧 ， 但 它 不 是 哪个 观 者 测 得 的 能 量 ，“ 无 限 远 观 者 测 得 的 ”之 类 的 定语 是 
否 有 蛇 足 之 嫌 ? 
[选读 9-1-1 完 ] 
再 讨论 常量 工 的 物理 意义 ， 设 p 为 类 时 测 地 线 X) 上 任 一 点 ，Z “是 p 点 的 静 
态 观 者 的 4 速 , 把 p 点 的 坐标 基 矢 归 一 化 便 得 p 点 切 空间 V, 的 一 个 正 交 归 一 4 标 
架 : 
(eo)" =(1-2M/r) (0/9) =2Z°,  (e)*=(-2M/PDI2(B/r)， 
(e)" =r"1(0/00)° ， (e)" =r" (0/09)’, 
其 对 偶 标 架 为 
(e)a=0-2M/r) (dD), (es=(L-2M1rrV2(dr)， 
(e?)。 = r(dg)。， . (e), =r(d9),. 
以 Wp 代表 Vp 中 与 2° 正 交 的 3 维 子 空间 ， 则 以 上 两 式 中 的 {(e1)”, (ez)”, (e3)"} 
和 {(e )o (es (es) 分别 是 W 的 正 交 归 一 3 标 架 及 其 对 偶 标 架 ， 以 下 的 3 维 语言 
都 相对 于 静态 参考 系 而 言 、 设 以 "为 自由 质点 yD 在 p 点 的 4 速 ，u*e W, 是 其 3 
速 ， 则 其 3 动量 为 p* = Ya” ,其 中 m 为 质点 的 质量 ，y = - 0“Z。. 仿照 网 氏 空间 
中 质点 角 动 量 了 的 定义 了 :=Fx 互 ， 把 XD 代表 的 自由 质点 的 角 动 量 定义 为 
普 :et ,其 中 必 = re 六 .我 们 来 证 明 由 式 (9-1-5) 定 义 的 1Z1 就 是 y(D) 代 表 的 
单位 质量 自由 质点 的 角 动 量 的 大 小 . 注意 到 必 沿 径 向 , 可 知 w 的 径 向 分 量 对 j* 无 
贡献 ， 因 此 
ja =ymespe rhu (e3) = maEats rua(e?)。 =— ymrui(e’),, 
jl=lymra? l= Iymru®(e’), 1= lymriu’ (dg), = lmriU"(dp), 1 
= 1mr?(0/0r)’ (dg), l=m | ridg/drl=m IL 1, (9-1-9) 
其 中 第 四 步 用 到 U。 的 分 解 式 U“ =y(Z* +u*) 及 Ze(e)。=0 ， 最 后 一 步 用 到 式 
(9-1-5). 可 见 工 (的 绝对 值 ) 是 单位 质量 自由 质点 相对 于 静态 参考 系 的 3 角 动 量 的 大 
小 ， 简 称 单位 质量 的 角 动 量 . 类似 地 ， 若 y(9) 是 类 光 测 地 线 ， 则 L 是 光子 的 角 动 
量 乘 以 i!. 
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8$9.2 广义 相对 论 的 经 典 实验 验证 


爱 因 斯 坦 创立 广义 相对 论 的 原始 动机 基本 上 是 纯 理论 的 。 然而， 任何 物理 理 
论 问世 后 都 要 面 对 实验 验证 的 问题 ， 爱 因 斯 坦 很 早 就 从 广义 相对 论 出 发 借助 于 施 
瓦 西 真 空 解 做 了 三 个 有 可 能 与 实验 对 比 的 重要 预言 (后 人 称 为 三 大 经 典 验证 )， 最 
早 的 一 个 (1907 年 ) 是 光波 的 引力 红 移 ， 其 他 两 个 分 别 是 水 星 近日 点 的 进 动 和 星光 
在 太阳 引力 场 中 的 偏 折 ， 近 日 点 进 动 的 计算 结果 与 早已 存在 的 观测 数据 吻合 ， 星 
光 偏 折 的 预言 很 快 也 取得 观测 的 支持 ， 然 而 ， 由 于 缺乏 精度 足够 的 实验 技术 测量 
极端 微弱 的 广义 相对 论 效应 (包括 引力 红 移 ) ,广义 相对 论 的 实验 研究 从 20 世纪 10 
年 代 末 期 起 的 45 年 中 进展 缓慢 ， 几 乎 止步 不 前 . 从 20 世纪 60 年 代 开始 , 由 于 科 
技 的 进步 及 天 文 观 测 的 新 发 现 ， 广 义 相对 论 的 实验 验证 进入 全 盛 时 期 ， 既 有 对 星 
光 偏 折 和 引力 红 移 的 精度 更 高 的 验证 ， 又 有 一 系列 全 新 的 实验 ， 可 以 说 ， 广 义 相 
对 论 通 过 了 迄今 的 所 有 实验 检验 ,虽然 精度 和 难度 更 高 的 许多 实验 还 有 待 进行 . 本 
节 只 讨论 爱 因 斯 坦 提 出 的 三 个 经 典 实验 验证 ， 关 于 相对 论 引力 理论 的 实验 验证 的 
过 去 、 现 在 和 未 来 ， 可 参阅 Ni Wei tou ( 倪 维 斗 2005). 


9.2.1 引力 红 移 


本 小 节 先 讨论 稳 态 时 空 的 引力 红 移 ， 再 把 施 瓦 西 时 空 作 为 特例 得 出 红 移 具体 
表达 式 ， 在 几何 光学 近似 下 可 认为 光 信号 沿 类 光 测 地 线 传播 ( 见 §7.2 末 )， 且 4 波 
矢 为 K“ 的 光子 相对 于 4 速 为 2° 的 观 者 的 角 频 率 为 [ 见 式 (7-2-11)] o = -KZ". 

6 设 G 和 G' 是 任意 稳 态 时 空中 任意 稳 态 参考 系 的 
两 个 观 者 ，G 在 p 时 发 出 的 光子 在 p' 时 到 达 G' ( 见 图 
9-3)， 以 Z" 代 表 观 者 的 4 速 ， K “代表 光子 的 4 波 矢 ， 
则 光子 在 p 和 p' 时 相对 于 稳 态 观 者 的 角 频 率 分 别 为 

@=-(K,2°)l,, @'=-(Ks2°)|y. (9-2-1) 
稳 态 观 者 世界 线 重合 于 Killing 场 6° 的 积分 曲线 ， 故 
名 =X2" ,Xx 可 由 ZZ。 = 一 1 求 得 为 +=(-566)"?， 
于 是 式 (9-2-1) 成 为 w=[(CKoe)X-] 和 
2'=[(-K。5*) x "ly :注意 到 光子 世界 线 为 测 地 线 ， 
图 9.3， 稳 态 时 空 引力 红 移 的 。 其 切 矢 为 及 "， 而 包 是 Killing 场 ， 由 定理 4-3-3 可 知 

推导 。G 和 G 是 稳 态 观 者 Ko" 在 线 上 为 常数 ， 即 (K。6")1,= (Ks6")1,. 于 是 由 
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式 (9-2-1) 得 ” 
到 -二 或 全- 之， (9-2-2) 
四 YX 4 YX 


其 中 和光 分 别 是 与 。 和 w' 对 应 的 波长 , 办 = (- 介 名 多 lv .下 面 以 施 瓦 西 时 空 的 
静态 观 者 为 特例 给 出 定量 结果 . 设 {1, r, 9, 9} 为 施 瓦 西 
坐标 , 则 反映 静态 性 的 类 时 Killing 场 为 4 = (3/30”, 故 


b 
CN J KA (A 
X=- = so 2 A 8oo pa 


代入 式 (9-2-2) 得 
N14=01-2MIr) -2M/r)?. (9-2-3) 

当 普 >r( 即 光源 比 接收 者 靠近 恒星 ) 时 ， 有 4 人? > 4 ， 可 见 古 
接收 者 接 到 的 光波 波长 比 发 射 时 要 长 ， 这 就 是 红 移 ， 可 效应 测量 地 面 附 
以 认为 两 个 稳 态 观 者 G 和 G' 之 间 没 有 相对 运动 ,所 以 可 近 的 引力 红 移 
把 这 红 移 解释 为 纯粹 起 因 于 引力 场 (时 空 弯曲 )， 故 称 引 
力 红 移 (gravitational redshifp ，Y = (一 如 名 多 2 因而 称 为 (引力 ) 红 移 因子 . 

红 移 的 程度 可 用 相对 红 移 量 (简称 红 移 )z = (2 - 4) /4 描写， 计算 表明 ， 从 太 
阳 表 面 发 出 的 光 到 达 地 球 时 (把 太阳 作为 引力 场 源 )， 相 对 红 移 量 约 只 有 2x10“. 
为 了 加 大 红 移 ， 可 测量 从 白矮星 发 来 的 光 ， 白 矮星 是 一 种 密度 比 普通 恒星 高 得 多 
的 星体 ( 详 见 9.3.2 小 节 )， 由 于 密度 高 ， 其 周围 的 引力 场 比 太阳 周围 引力 场 强 得 
多 .白矮星 来 光 的 红 移 可 达 太 阳 来 光 红 移 的 几 十 倍 . 在 广义 相对 论 发 表 后 ， 人 们 
曾 几 次 测 过 白矮星 来 光 的 红 移 ， 但 结果 还 不 足以 确证 理论 的 预言 ， 第 一 次 成 功 的 
高 精度 引力 红 移 实验 是 Pound 和 Rebka 等 在 1960 年 利用 穆 斯 堡 尔 效应 完成 的 . 穆 
斯 堡 尔 在 1960 年 发 现 ， 某 些 原子 核 (如 ”Fe) 在 特定 条 件 下 可 以 发 出 谱 线 宽度 很 罕 
(很 尖锐 ) 的 Y 射 线 ,含有 这 种 原子 核 的 晶体 又 能 对 这 种 频率 的 Y 射线 做 选择 性 其 高 
的 共振 吸收 .假定 这 种 射线 的 频率 不 论 由 于 什么 原因 而 有 微小 变化 ， 它 被 这 种 
晶体 吸收 的 程度 就 显著 降低 .这 就 为 测 出 由 地 球 引 力 场 造 成 的 极其 微弱 的 引力 红 
移 提供 了 强 有 力 的 手段 ， 把 两 块 这 样 的 晶体 分 置 于 地 球 表面 的 不 同 高 度 处 ， 较 低 
的 一 块 (图 9-4 中 的 E) 作 为 发 射 体 ， 较 高 的 一 块 ( 见 图 中 的 A) 作 为 接收 体 ， 虽 然 根 
据 两 者 高 度 差 (12.5m) 算 得 的 红 移 只 有 1.36X 10”, 但 A 对 E 所 发 7 射线 的 吸收 率 
仍然 由 于 Y 射线 的 微弱 引力 红 移 而 有 所 下 降 ， 为 了 确认 这 一 下 降 并 测 出 下 降 的 数 
量 , 可 令 A 以 某 一 常 速率 向 E 运动 ， 利 用 由 于 多 普 勒 效应 出 现 的 “ 蓝 移 ”( 波 长 


< 一- 一 A 


cc BE 


四 稳 态 时 空中 的 两 点 p.p' 之 间 可 有 不 止 一 条 类 光 测 地 线 [ 见 Sachs and Wu(1977) 习 题 7.3.2]， 式 (9-2-2) 表 明 红 
移 只 取决 于 p,p' 点 而 与 类 光 测 地 线 无 关 . 
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减 小 ) 抵 消 引力 红 移 、 当 速率 调 至 某 一 适当 值 时 ( 仅 为 3x10” m/s)， 吸 收 率 达到 最 
大 值 ， 由 此 便 可 测 得 引力 红 移 的 数值 ， 本 实验 的 精确 度 很 高 (相对 不 确定 度 约 为 
1%)， 所 得 结果 同 理论 值 符合 得 很 好 ， 后 来 还 有 更 精确 的 实验 验证 [可 参阅 
Will(1993)]. 


9.2.2 水星 近日 点 进 动 


按照 牛顿 力学 ,行星 的 轨道 是 以 太阳 为 一 个 焦点 的 椭 回 ， 然 而 观测 结果 与 此 
略 有 歧 离 ， 以 最 靠近 太阳 的 水 星 为 例 ， 虽 然 它 在 每 一 周期 中 的 轨道 很 接近 权 
但 两 个 相 邻 周期 的 两 个 “本 图 ”的 长 轴 并 不 重合 ， 表 现在 它 的 近日 点 (perihelion) 
的 微小 改变 上 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 由 于 积累 效应 ， “椭圆 ”的 长 轴 ( 因 而 近日 点 ) 
线 太阳 的 缓慢 转动 变 得 可 以 观测 ， 这 现象 叫 近日点 的 进 动 (precession， 在 广义 相 
对 论 间 世 前 ， 早 已 测 得 水 星 近日 点 的 进 动 率 约 为 每 世纪 5600”(" 代表 弧 秒 ) 人 
们 对 此 曾 深入 研究 并 找 出 许多 可 能 原因 (包括 其 他 行星 的 影响 )， 发 现 所 有 这 些 因 
素 造成 的 进 动 率 为 每 世纪 5557"， 还 有 每 世纪 43" 无 法 解释 ， 这 就 是 著名 的 “43 
秒 问题 ”， 爱 因 斯 坦 根据 广义 相对 论 认为 水 星 是 在 由 太阳 造成 的 弯曲 时 空中 的 自 
由 质点 ， 通 过 对 施 瓦 西 时 空 的 类 时 测 地 线 的 近似 计算 自然 导出 水 星 的 轨道 不 是 闭 
合 曲线 、 其 近日 点 的 进 动 率 恰 为 每 世纪 43" 的 结论 ， 这 一 结果 大 大 加 强 了 人 们 对 
广义 相对 论 的 信心 ， 下 面 介绍 广义 相对 论 对 近日 点 进 动 的 推 证 . 

设 太阳 系 只 有 太阳 和 水 星 并 略 去 水 星 的 引力 场 ， 即 只 讨论 水 星 在 太阳 引力 场 
(外 引力 场 ) 作 用 下 的 运动 。 先 用 牛顿 引力 论 讨论 ， 令 太阳 和 水 星 的 质量 分 别 为 M 
和 m， 则 水 星 的 引力 势能 为 

CD =-Mm/r (本 书 用 几何 单位 制 ， 其 中 G=1.). (9-2-4) 
取 球 坐标 系 使 水 星 轨 道 在 赤道 面 上 (9 = w2， 这 总 可 做 到 ， 见 § 9.1. )， 则 水 星 的 束 
度 字 只 有 径 向 分 量 w= drdr 和 切 向 分 量 ww =rdp/dr ， 故 动能 为 m(w,?+u?)/2. 


由 机 械 能 守恒 律 有 


Dm? tu )+U(r)=A, (9-2-5) 
其 中 常数 4 为 总 机 械 能 ， 设 水 星 单位 质量 角 动量 大 小 为 1L1， 则 
L=ru, =r*dg/ dt, (9-2-6) 


由 式 (9-2-4)、(9-2-5)、(9-2-6) 出 发 经 计算 得 

( dr ] 2 2Mr3 24r4 
二 
dp 已 mm 
令 L= 店 ， 则 Jz#0， 故 上 式 成 为 


(9-2-7) 
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2 
a 2 -24. 2M 9-2-8; 
的 MW 区 
对 9 求 导 得 号 (+ “ 光 ]- 0 ,因此 要 各 =0 (全 轨 角 )， 要 么 
d? M 
+4 (9-2-9) 
上 式 的 解 为 
Jp)= [ltecos (p90)], (9-2-10) 
其 中 e 和 go 为 积分 常数 ， 不 失 一 般 性 ， 取 go =0， 则 
HP) = (ltecosp). (9-2-11) 
这 是 圆锥 截 线 方程 ，e 是 偏心 率 ， 把 式 (9-2-11) 及 其 导数 代 回 式 (9-2-8) 便 得 
ez =1+2AL /mM?. (9-2-12) 


当 0<e<1 时 为 椭圆 ，dw/dp =0( 圆 轨道 ) 已 作为 e=0 的 特例 含 于 其 中 . 
然而 广义 相对 论 却 给 出 略微 不 同 的 结果 .， 令 x =1( 类 时 测 地 线 )， 将 式 (9-1-6) 
除 以 (dp/1dr)* ， 利 用 式 (9-1-5) 经 计算 得 


2 
dr Bt 六 2M | _ 
的 -+ [5 (- 至 j=° (92-13) 
仍 设 ws 王 ， 则 上 式 化 为 
Ls 
d 1 2M 
的 tHE D+ NA+2MA (9-2-14) 
对 gp 求 导 得 Tht pM +3 (9-2-15) 
[2 


与 式 (9-2-9) 对 比 发 现 净 多 一 项 3M ye* (广义 相对 论 修正 项 ), 因而 难于 求解 ， 幸 好 水 
星 的 r 比 太阳 的 M 大 得 多 ， 即 M/r <1， 故 修正 项 3Mp? = (3M/1PU< AN，8 可 
设法 求 近似 解 。 牛 顿 引 力 论 中 的 解 式 (9-2-11) 可 看 作 零 级 近似 ， 为 明确 起 见 记 作 
A(O) ， 即 
af 
Wl(9)= Tl+tecos 9g), (9-2-16) 


把 这 零 级 近似 解 代入 式 (9-2-15) 右 边 第 二 项 后 所 得 方程 可 看 作 一 级 近似 解 /4(9) 应 


人 做 数量 计算 时 最 好 改 回国 际 单位 制 , 即 补 上 物理 常数 G 和 c. 由 附录 A 可 知 M/1 r 实 为 (GM / c?) /7 .太阳 
质量 MM 对 应 的 GMicse 1.5km, 水 星 近日 点 与 太阳 的 距离 则 约 为 5x107km , 故 (GM/c?Yr<<l. 
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满足 的 方程 ， 即 
dp M 2 M 3M3 2 
a 4 +3Mp 2 各 (1+2ecosp+e -cos 9). (9-2-17) 
不 难 验证 其 解 为 
3M3 i 2f1_1 
MH(9)= pm(9)+ 7 l+epsing+e' 3 6 (9-2-18) 


我 们 关心 的 是 近日 点 ， 对 jo(9) 而 言 ， 近 日 点 的 9 值 为 0,27,…， pu(g) 的 表达 
式 虽 与 /oly) 有 诸多 不 同 ,但 如 果 没 有 epsing 项 ， 近 日 点 的 9 值 并 无 改变 ， 只 有 
epsing 项 能 使 水 星 偏离 闭合 轨道 , 从 而 出 现 近日 点 的 进 动 , 而 且 进 动 角 随 9 值 的 
增加 而 增加 (有 积累 效应 )， 于 是 在 只 关心 近日 点 进 动 时 可 略 去 式 (9-2-18) 方 括号 中 
除 epsing 外 的 各 项 而 写 为 [其 中 po(p) 已 用 式 (9-2-16) 代 入 ] 


2 
hp)= 算 [etopr oun ol. (9-2-19) 


因 MP2-w [ 见 式 (9-2-16)]， 故 M2 1/ 已 ~MA=MIr<l. 令 
se=3M*/L, (9-2-20) 
则 cosep =1，sinegp =ep ， 于 是 由 式 (9-2-19) 得 
su(9)s lb +ecos (9— ep)]. (9-2-21) 
这 表明 水 星 的 轨道 近似 为 椭圆 ， 式 (9-2-21) 右 边 虽 仍 是 周期 函数 , 但 周期 已 不 像 式 
(9-2-16) 那 样 为 2r， 近 日 点 是 了 最 小 的 点 ， 即 cos (p- sp) =1 的 点 .9 = 0 当然 是 近 


日 点 ; 但 当 p = 2r 时 
Apy cos (WO 一 ESV)=cos( 2 一 2rE) 尖 1 . 

ON 设 为 满足 cos(P 一 ep)=1 而 又 最 接近 2x 的 g 值 ， 则 

4 “、 不 难 验 证 ( 略 去 高 阶 小 量 2re2) 
\ 分 兰 2r+2r2 . (9-2-22) 

| | 可 见 水 星 近日 点 在 每 周期 内 的 进 动 角 为 ( 见 图 9-5) 

人 1 Agp 兰 2re= 6rM2/ 已 . (9-2-23) 
se | es 以 上 讨论 其 实 对 任何 行星 都 适用 .代入 具体 数据 

可 得 水 星 近日 点 的 进 动 率 为 43% 世 纪 . 

9.2.3 ”星光 偏 折 


远方 恒星 射 到 地 面 的 光线 经 过 太阳 附近 时 要 受 太阳 引力 场 影响 而 弯曲 ， 这 是 
广义 相对 论 的 一 个 重要 预言 。 本 小 节 介 绍 这 一 预言 的 导出 ， 在 4 维 语言 中 ， 光 子 
的 世界 线 是 类 光 测 地 线 . 令 式 (9-1-6) 的 x=0 ， 用 类 似 于 式 (9-2-13) 的 推导 方法 ， 
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不 难 推出 
的 村 到 让 ( S 并 ] =0. (9-2-24) 
仍 设 ws 一 ， 则 上 式 化 为 
的 + 人 = 号 +2MA . (9-2-25) 
对 9 求 导 得 
+A=3MA2 . (9-2-26) 
dp 
当 M= 0 时 ( 平 直 时 空 )， 方 程 (9-2-26) 的 通 解 为 
AD) = jsin(p+ 四 (9-2-27) 


其 中 ! 和 a 为 积分 常数 ， 设 p = 0 时 光子 在 无 限 远 ， 即 pwO) = 1rO)=0, 则 a= 0， 
故 


AD)=] sing. (9-2-28) 


这 是 2 维 欧 氏 空 间 中 用 极 坐 标 {r，p} 表 示 的 直线 方程 .要 看 出 这 点 , 取 r=0 为 笛 
卡 儿 坐标 系 {x， 刀 的 原点 ， 则 

X=rcosg, (9-2-29) 

=rsing = 二 sinp=1= 常 数 (9-2-30) 


其 中 第 三 步 用 到 式 (9-2-28)， 可 见 光子 的 空间 轨迹 是 与 原点 距离 为 ! 的 直线 ( 见 图 
9-6)， 注 意 ,r 和 9 沿 该 直线 都 在 变化 (不 变 的 是 y)， 由 于 7 的 取 值 范围 为 (0, om) ， 
式 (9-2-29) 表 明 x 的 取 值 范围 是 (-o%o，o%) . 要 讨论 星光 偏 折 当 然 不 能 取 M = 0. 但 因 
M/r < 之 1， 求 一 级 近似 解 yi(g) 便 足够 ， 把 式 (9-2-28) 的 wo) 看 作 零 级 近似 解 yo(g) 
代入 式 (9-2-26) 右 边 便 得 yu(g) 满 足 的 微分 方程 


r=0 x 


图 9-6 平 直 时 空中 光子 的 空间 轨迹 
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2 
二 和 + AN(p)=3ML sinzg (9-2-31) 
dg 下 
不 难 验证 下 式 是 方程 9-2-31) 的 解 
M9) = sing+ (lcosp). (9-2-32) 


由 上 式 知 y1(0) =0， 即 (0) =m ， 说 明光 子 的 9 坐标 为 零 时 离 太阳 无 限 远 (远方 恒 
星 的 可 看 作 吧 )， 但 式 (9-2-32) 与 (9-2-28) 的 不 同 表 明光 子 经 过 太阳 附近 又 离 太阳 
而 去 时 的 “去 向 ”不 同 : 由 式 (9-2-28) 知 y(n) = 0 ， 表 明光 子 远离 “太阳 ”( 这 “ 太 
阳 ” 的 M = 0) 而 去 时 9 坐标 为 x; 而 由 式 (9-2-32) 却 有 y(n) 0 ， 我 们 预期 它 沿 一 
个 与 + 略 有 差别 的 方向 rp 远离 太阳 而 去 ( 见 图 9-7), 即 (r+ B)= 0. 为 求 偏 折 角 
,把 9=r+B 代 人 式 (9-2-32) 并 利用 MA(r+ =0 得 


0=A(r+ p=} sin (r+ B+-cos (n+ PF. 


9=(x+P)/2 


图 9-7 太阳 使 时 空 弯曲 ， 星 光 的 空间 轨迹 受 偏 折 ， 偏 折 角 B 明显 夸大 


有 很 小 导致 sin (n+ B)s-B，cos (r+D)<-1， 代 人 上 式 便 得 

=4M11. (9-2-33) 
上 式 表明 偏 折 角 8 随 1 的 减 小 而 增 大 .1 的 最 小 值 等 于 太阳 半径 。 以 此 为 1 值 代入 
式 (9-2-33) [ 补 上 物理 常数 G 和 c 后 的 式 (9-2-33) 成 为 B=4GM /lc?] 求 得 B=1.75”. 
这 就 是 广义 相对 论 对 星光 偏 折 角 的 定量 预言 .为 了 用 观测 验证 这 一 预言 ， 可 设法 
拍摄 当 星光 被 太阳 偏 折 时 恒星 的 视 位 置 ， 并 与 半年 前 (或 后 ) 当 地 球 转 到 太阳 另 一 
侧 时 摄 得 的 恒星 真实 位 置 比较 。 然 而 观测 恒星 的 视 位置 并 不 容易 ， 因 为 太阳 离 
地 球 比 所 要 观测 的 恒星 近 得 多 ,在 太阳 的 光芒 中 根本 无 法 看 见 星光 (“大 白天 看 星 
星 ”0)， 于 是 想到 利用 日 全 食 . 日 全 食 时 ， 阳 光 被 位 于 太阳 与 地 球 之 间 的 月 球 所 
遮挡 ,但 远方 星体 的 光 却 可 以 “ 绕 过 ”太阳 到 达 地 球 . 在 第 一 次 世界 大 战 后 不 久 ， 
就 有 两 支 考察 队 从 英国 出 发 分 别 到 巴西 和 非洲 对 1919 年 3 月 29 日 的 日 全 食 进行 
观测 ， 两 队 观 测 的 结果 分 别 是 理论 预期 值 的 1.13 土 0.07 倍 和 0.92 土 0.17 倍 ， 这 被 
认为 是 对 理论 的 重要 支持 ， 它 们 在 多 数 欧美 报纸 的 公布 引起 了 对 战争 厌倦 的 公众 
的 注意 ， 并 使 爱 因 斯 坦 名 声 显赫 .但 爱 因 斯 坦 对 此 反应 平静 .他 对 自己 的 理论 是 
如 此 相信 (基于 其 优雅 性 和 内 部 自治 性 )， 以 臻 曾 说 过 “如 果 观 测 结果 竟 与 理论 背 
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离 ， 我 将 对 全 能 的 上 帝 感到 遗憾 .” 一 类 的 话 . 然而 ,后 来 对 巴西 考察 队 结果 的 独 
立 分 析 认为 观测 值 只 是 理论 值 的 1.0 至 1.3 倍 , 不 如 原来 乐观 . 后 来 又 有 多 次 对 日 
全 食 的 观测 ， 但 仍 不 能 认为 是 对 广义 相对 论 的 完全 肯定 的 支持 ， 关 键 在 于 用 牛顿 
引力 论 也 能 预言 星光 被 太阳 偏 折 ， 只 是 偏 折 角 约 为 广义 相对 论 预言 值 之 半 ， 因 此 
还 很 难说 观测 结果 对 广义 相对 论 还 是 对 牛顿 引力 论 更 有 利 [ 详 见 Will(1993)]. 


$9.3 球 对 称 恒星 及 其 演化 
9.3.1 静态 球 对 称 恒星 内 部 解 


本 小 节 讨论 静态 球 对 称 星体 的 内 部 时 空 度 规 和 内 部 状态 ， 星 内 物质 场 可 相当 
精确 地 看 作 理 想 流体 ， 其 能 动 张 量 为 
Tap = (P+ P)UaU, + pgap * (9-3-1) 
星体 为 静态 意味 着 星 内 每 一 随 动 观 者 都 可 看 作 静 态 观 者 ,其 4 速 7 与 静态 Killing 
矢量 场 儿 = (8/30 平行 ， 仍 选用 施 瓦 西 坐标 系 ， 则 线 元 仍 可 用 式 (8-3-2) 表 示 ， 由 
UrU。=-1 及 6&6 = go = 一 et4 得 
Ur=e4(0/0)” 及 UVU,=- es(dt),, (9-3-2) 
故 由 式 (9-3-1) 可 得 Tu 的 非 零 坐标 分 量 如 下 : 
Too =To(3/80"(3/80 = pe24， Ti=Ts(B/ar)"(3/8m) = pe2 ， 
Ty =T,s(0/00)° (08/00 =pr’, Ty=T,,(0/09) (0/09) = pr2sin20 ， 
爱 因 斯 坦 方程 组 Ru -Rg,,/2=8rT,, 可 改写 为 R4, ~ R64,/2=8nT*, ， 注 意 到 
8 只 有 对 角 分 量 ， 得 
T=8"Tw=-p, TY=8"T1=p, T=8*T%=p, T=g8"T3=p. (9-3-3) 
另 一 方面 ， 由 式 (8-3-5)~(8-3-8) 的 非 零 R,, 出 发 可 求 得 
R=2e ?3[—A"+A'B' -42+2r1(B' -4 一 r2]+2r2， 
进而 求 得 非 零 的 R4, - R64, /2 如 下 : 
Roo -- Ran = 27)-r, 


Ru 一 了 Ra =e-28(24' r1+ 元 2 一 r2 ， 
RS -5 =e-22[4" 一 4'B'+A2+(A 一 BO)r]， 


1 
Ra3; -- 26 =e 3[A"— A'B'+ A? +(A'-B')r-!], 
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与 式 (9-3-3) 一 同 代入 R4, -R64,/2=8nT“, ， 便 知 它 只 含 如 下 3 个 独立 方程 : 


8np=-e3(2B'r 1 —r?)-r?, (9-3-4) 
Brp=e 2A rr +r )-r, (9-3-5) 
8rp =e-28[4" 一 4B'+A2+(4' 一 B) rl]. (9-3-6) 
方程 (9-3-4) 可 改写 为 
8npr? =2re 3B' -es +1= re) ， 
故 可 积分 得 
re-280) =r 一 2m(r)+C， (9-3-7) 
其 中 C 为 积分 常数 ， 函 数 m(n) 定 义 为 
m(r) := 4 | pCDxz2dxr . (9-3-8) 


若 C#0, 则 由 式 (9-3-7) 和 (9-3-8) 可 知 r 一 0 时 es 一 oo, 但 e-?2 = 8 ,在 星体 中 
心 (r=0)g" =% 不 合理 ， 故 C=0. 于 是 由 式 (9-3-7) 知 


| 
mn-0"m || . (9-3-9) 


r 


设 星体 半径 为 R, 则 当 ~>R 时 度 规 应 为 施 瓦 西 真空 解 [ 见 式 (8-3-18)]， 内 、 外 度 规 
在 星体 表面 (r= R) 应 该 连续 ,把 r=R 代入 式 (9-3-9) 得 


2m(R)T! 
an-| -2 人 2] 


另 一 方面 ， 由 施 瓦 西 真 空 解 得 


两 式 对 比 并 利用 式 (9-3-8) 得 
M =m(R)=4n | Prar， (9-3-10) 


[选读 9-3-1] 
式 (9-3-10) 表 面 看 来 与 牛顿 力学 中 星体 质量 M 与 密度 p(n) 的 关系 一 样 . 然而 问 
题 并 非 如 此 简单 ， 由 于 静态 参考 系 在 时 刻 1 的 空间 瑟 有 非 欧 几何 hai( 类 似 于 8.3.2 


小 节 末 的 讨论 )， 其 3 维 固 有 体 元 ( 即 与 hap 相 适 配 的 体 元 ) 为 
72 
eviaradonap- [1-20 rsing drAdgAdp， 
r 


因此 计算 积分 时 不 能 像 在 3 维 欧 氏 空 间 那样 用 r? sin0 dr 入 d9 入 dg 作 体 元 ， 而 式 


第 9 章 施 瓦 西 时 空 323. 


(9-3-10) 中 的 M 却 正 是 以 r? sin0dr 入 d9 入 dq 为 体 元 对 p(r) 求 积分 的 结果 ， 从 数 
学 角度 看 ， 在 3 维 非 欧 空间 ( 马 ，hu) 中 以 r?sinGdr 和 dO 和 dg 为 体 元 求 得 的 积分 
(9-3-10) 有 点 不 伦 不 类 ,然而 这 并 不 意味 着 式 (9-3-10) 中 的 M 是 个 不 伦 不 类 的 量 . 实 
际 上 ， 作 为 施 瓦 西 解 的 唯一 参数 ，M 的 物理 意义 非常 明确 : 它 是 施 瓦 西 时 空 的 总 
质量 (总 能 量 )， 包 括 引 力 势能 ( 详 见 第 12 章 )、 然 而 ,p(n) 是 星 内 静态 观 者 做 当时 当 
地 观测 所 得 的 能 量 密度 ， 包 含 星 内 每 一 粒子 (主要 是 核子 ) 的 静 能 密度 和 星体 的 内 
能 (热能 、 压 缩 能 ， 等 等 ) 密 度 ， 唯 独 不 含 引力 势能 ， 这 同 89.1 关于 巨 和 已 * 的 差别 
的 讨论 类 似 : 观 者 的 当时 当地 测量 结果 不 包含 引力 场 对 能 量 的 贡献 .因此 包含 引 
力 势 能 的 M 本 来 就 不 应 等 于 不 包含 引 力 场 的 贡献 的 p(n) 的 积分 P(r) s .请 特别 注 
意 


-2 
Jome=J oo | -2 rzsing drAdgAdyp 
a 


-2 
=4rf “p(n) |-22] rzdr 
0 r 


Warf" om ridr=M. 
AP(7) 不 含 引力 场 贡献 的 事实 与 另 一 事实 一 一 引力 场 能 的 非 定 域 性 一 有 密切 关 
系 ， 所 谓 引力 场 能 的 非 定 域 性 ， 简 单 说 就 是 引力 场 能 密度 没有 意义 : 不 存在 这 样 
一 个 量 ， 它 可 以 被 合理 地 解释 为 引力 场 的 能 量 密度 (注意 与 以 下 事实 对 比 : 电磁 场 
能 密度 意义 明确 并 有 具体 表达 式 .)， 详 见 第 12 章 ， 然而， 引力 场 能 非 定 域 性 的 结 
论 不 表明 引力 场 本 身 没有 能 量 ， 长 期 、 曲 折 的 努力 的 一 个 重要 结果 是 : 对 渐 近 平 
直 时 空 (物理 上 对 应 于 孤立 引力 体系 ) 可 以 定义 总 能 量 的 概念 ， 它 包含 连同 引力 场 
在 内 的 一 切 能 量 的 贡献 ， 把 这 一 定义 用 于 参数 为 M 的 施 瓦 西 时 空 ， 发 现 M 正 是 
该 时 空 (作为 渐 近 平 直 时 空 ) 的 总 能 量 . 
[选读 9-3-1 完 ] 
把 式 (9-3-9) 代 人 方程 (9-3-5) 得 

dA_ m(n)+4npr’ 

drr [r—2m(7)] i 
在 牛顿 近似 下 ， 中 静态 参考 系 的 3 维 空间 可 近似 看 作 欧 氏 空间 ， 有 1s 8 
=[1-2m(n) /rn ， 故 mmD<r;@p<p 导 致 pr < pr? ~m(r) ,因而 式 (9-3-11) 
近似 为 


(9-3-11) 


A mn) 


dr (9-3-12) 
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而 球 对 称 情 况 下 的 牛顿 引力 势 g 满足 
a m0 (9-3-13) 


可 见 4 是 牛顿 引力 势 在 静态 球 对 称 弯曲 时 空中 的 ( 某 种 意义 上 的 ) 对 应 量 . 式 (9-3-13) 
其 实 是 牛顿 引力 论 的 泊 松 方程 Vp=4np 在 球 对 称 情 况 下 的 表现 ， 球 对 称 时 


V2p=4np 成 为 
ld 
a ¥] as 
积分 得 | "p(xA) x dx =m(7), 
dr 0 
此 即 式 (9-3-13). 


至 此 ， 待 解 的 3 个 方程 中 只 剩 方 程 (9-3-6) 尚 未 触及 ， 把 式 (9-3-9)、(9-3-11) 代 
人 式 (9-3-6), 原则 上 便 可 求解 , 但 运算 颇 为 复杂 . 借用 如 下 事实 (证 明 见 选读 9-3-2) 
可 简化 运算 : 在 方程 (9-3-4)、(9-3-5) 已 满足 的 前 提 下 ， 方 程 (9-3-6) 等 价 于 
(0/0r)?v°T, =0. (9-3-6') 
由 式 (9-3-1) 得 
VT = UUsV (p+P)+(p+ Pp) UVU, + UVU') + Vp. 
注意 到 (8/9r)* 同 必 正 交 ， 可 知 式 (9-3-6) 等 价 于 
0=(3/8m)VeT = (p+ p) (0/0ry UV’U, +(0/0ry Vop, (9-3-14) 
而 (3/ar)*Vop=dp/dr， (9-3-15) 
(2/8m)UaYeUs = -UsU "V0/0r) =es (dt),e-(0/01)" V, (0/0r)® 
=(d1), Tio(0/0x°) =T0 =dA/dr, 
其 中 第 三 步 用 到 式 (5-7-2)( 克 氏 符 的 等 价 定义 ), 第 五 步 用 到 式 (8-3-4)， 把 上 式 和 式 
(9-3-15) 代 入 式 (9-3-14) 便 得 


dp: Se 
Fy A (9-3-16) 
再 用 式 (9-3-11) 得 
dp__ m(r) + 4npr’ 
ar=- P+ 和 (9-3-17) 


这 就 是 著名 的 OV 流体 静 力学 平衡 方程 (Oppenheimer-Volkoff eqguation), 其 牛顿 近 
似 为 
dp ~ _pm(r) 


a (9-3-18) 


其 中 用 到 p< p,m() <r 及 pr? < pr ~m(r). 上 式 是 牛顿 力学 中 熟知 的 流体 和 静 
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力学 平衡 方程 ,可 借助 图 9-8 简单 导出 . 由 于 球 对 称 性 ， 薄 球 层 中 任 一 体 元 dV 所 
受 的 来 自 星球 的 引力 ( 自 引力 ) 指 向 球 心 ， 另 一 方面 ，dY 又 受到 来 自 压强 梯度 
dp/dr<0 的 外 向 力 ， 当 它 与 自 引 力 相等 [满足 式 (9-3-18)] 时 星球 处 于 流体 静 力 学 平 
衡 . 


p+dp<p 


图 9-8 压强 梯度 使 体 元 dy 受 力 与 自 引力 平衡 ， 由 此 可 推出 式 (9-3-18) 
综 上 所 述 ， 静态 球 对 称 星体 内 部 的 时 空 度 规 为 
-1 
ds2 =— enNgr? 小 -=| dr2+rz(dg2+sin2g dp2)， (9-3-19) 
r 


其 中 函数 m(n) 由 式 (9-3-8) 定 义 ， 函 数 A(") 要 满足 方程 (9-3-11)， 流 体 静 力 学 平衡 的 
充 要 条 件 是 式 (9-3-17). 

球 对 称 星体 的 内 部 状态 由 A()，m(n)，p( 和 p(n) 等 4 个 函数 决定 ,它们 必须 
满足 的 方程 只 有 (9-3-8)、(9-3-11) 和 (9-3-17) 三 个 . 要 确定 星体 内 部 状态 还 须 指定 第 
4 个 方程 ， 称 为 物 态 方 程 ， 简 单 说 就 是 能 量 密度 p 和 压强 p 的 关系 f(p, p) =0 (其 
中 /代表 某 个 函数 关系 ) 指定 物 态 方程 后 就 只 剩 3 个 待定 函数 A (n),m (和 pp (7)， 
它们 必须 满足 微分 方程 (9-3-11)、(9-3-17) 以 及 来 自 式 (9-3-8) 的 

LE 4rp(r)r2 . (9-3-20) 

dr 

这 3 个 方程 都 是 1 阶 常 微分 方程 , 一 旦 知道 初始 条 件 A (0), m (0) 和 p (0) 后 便 有 确 
定 解 . 由 式 (9-3-8) 可 知 m (0)==0, 所 以 m (0) 不 用 (也 不 能 任意 ) 指 定 . 指定 4 (0) (后 
面 还 要 调整 ) 和 po=p(0) 后 ,对 上 述 3 个 微分 方程 从 r=0 起 积分 ,直至 p =0 为 止 [只 
要 物 态 方程 满足 如 下 合理 要 求 : 对 所 有 P>0 有 p=0， 则 OV 方程 (9-3-17) 自 动 保 
证 压强 p 由 里 向 外 单调 下 降 .],p = 0 处 就 是 星球 表面 ,相应 的 > 值 就 是 星球 半径 R， 
而 m(R) 就 是 星球 总 质 (能 ) 量 M (包括 引力 势能 92， 有 了 R 后 还 要 反 过 来 修改 A(0) 


外 一 般 地 说 , 压强 p 不 但 是 密度 p 的 函数 , 而 且 依赖 于 星体 的 比 炳 ( 即 每 个 核子 的 平均 箭 ) 和 化 学 组 成 . 只 当 比 境 
和 化 学 组 成 在 星体 内 部 处 处 相同 时 p 才 只 是 p 的 函数 , 物 态 方程 才 可 表 为 fp.p) = 0. 普 通 恒星 (包括 太阳 ) 的 比 炳 并 
非 处 处 相同 . 然而 , 后 面 要 讨论 的 白矮星 和 中 子 旺 内 可 认为 比 丧 处 处 为 零 , 正文 的 讨论 有 助 于 对 这 些 “ 非 普通 星体 ” 
的 研究 . 
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值 (加 一 常数 ) 以 保证 在 星球 表面 与 球 外 真空 解 的 联结 条 件 得 到 满足 ， 即 

e24(P) -1—2M/R, (9-3-21) 
因此 ， 一 个 指定 的 po 值 就 决定 一 组 函数 A(r)，m(r) 和 p(r)， 星体 的 内 部 状态 和 度 
规 就 全 盘 定局 ， 对 于 真实 的 物 态 方程 ， 式 (9-3-17) 等 难于 求 得 精确 解 ， 因 此 需要 数 
值 解法 ， 然 而 ， 对 理想 化 的 物 态 方程 却 可 解析 地 求 得 积分 ， 最 简单 也 最 有 用 的 一 
种 理想 化 是 
压强 无 关 ， 这 虽然 不 是 一 个 很 好 的 恒星 模型 ， 但 仍 不 失 为 压强 不 太 大 的 小 恒星 的 
一 级 近似 ， 这 时 式 (9-3-8) 成 为 

m(r) =4np r313 . (9-3-22) 
上 式 对 广义 相对 论 及 牛顿 引力 论 都 成 立 ， 对 牛顿 引力 论 ， 方程 .3.18) 在 4 为 常数 
时 简化 为 SP =- 竺 P2r ， 在 初 值 po 指 定 后 的 唯一 解 为 p()=- 字 npr?+ po， 恒 


星 半 径 R 则 可 由 i =0 确 定 : 
0= p(R) -pz +po» 


于 是 po 又 可 用 R 表 出 : 
P= oz (9-3-23) 
故 p(n) 亦 可 用 R 表 为 

plD)=3np(R? 7). (0-3-24) 
在 牛顿 引力 论 不 成 立时 ， 就 要 求解 OV 方程 (9-3-17)， 施 瓦 西 于 1916 年 求 得 

其 解 为 (因此 均匀 密度 星 内 度 规 叫 施 瓦 西 内 解 ) 

(1-2M/R)? 一 (1-2Mr21R3)V2 

(1-2Mr21R3)02 -3 (1-2M /RY 


p(N)=p (9-3-25) 
相应 的 中 心 压强 为 
1~-(1-2M /R)'? 
3 (1-2M/R)®? -1 
不 难 证 明 (习题 )， 当 R> M 时 式 (9-3-26) 近 似 回 到 牛顿 引力 论 的 式 (9-3-23). 
令 7=(1-2M/R)”， 则 式 (9-3-26) 成 为 

po= 2 ， (9-3-27) 
由 dpwdY < 0 可知 po 随 MIR 增 大 而 增 大 . 这 是 容易 理解 的 , 因为 M 越 大 时 自 引力 
越 强 ， 为 抗衡 自 引力 所 需 的 压强 梯度 越 大 , 在 R 一 定时 中 心 压强 po 就 要 越 大 . 反 
之 , 若 M 一 定 而 R 变 小 , 则 为 了 产生 所 需 压 强 梯度 也 要 有 更 大 的 po. 当 MIR 大 到 


0 = p(0)=p (9-3-26) 
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使 Y= 1/3 时 一 o ， 这 表明 无 论 中 心 压强 多 大 也 无 法 维持 平衡 ， 可 见 静态 均匀 
密度 星 的 MIR 有 一 上 限 ， 由 了 = 1/3 知 此 上 限 为 

(MIR)max = 4/9. (9-3-28) 
当然 , 普通 恒星 的 MIR 远 小 于 这 一 上 限 . 为 了 做 数值 估算 , 宜 对 M 补 上 常数 G/c?， 
即 用 GM/c 代替 M， 以 太阳 为 例 ，GMo /cz =1.5 km，Ro =7xl05km ,， 故 

CGMele 兰 2x105 < 了 
由 式 (9-3-22) 得 M = 4rpR"13 ， 与 式 (9-3-28) 联 立 消去 R 后 得 
4 1 

0 
这 就 是 密度 为 p 的 均匀 密度 星 的 最 大 允许 质量 (请 注意 , 在 牛顿 引力 论 中 不 存在 最 
大 允许 质量 这 一 问题 ) 广义 相对 论 中 质量 上 限 的 存在 并 非 均匀 密度 星 的 特有 结 
论 . 可 以 证 明 , 只 要 假定 p(D)=0 及 dp/dr<0, 则 任何 半径 为 R 的 球 对 称 静态 星 的 
质量 都 不 能 超过 4R/9. 

顺便 一 提 ，$8.10 曾 强调 指出 ,在 求解 有 源 爱 因 斯 坦 方程 时 ,应 把 反映 物质 场 
的 函数 同 度 规 分 量 合 在 一 起 联 立 求解 . 该 节 曾 以 尘埃 作为 特例 , 指出 共有 15 个 待 
求 函数 g(x) ， p(x)，U*(x) 和 15 个 待 解 方程 ， 如 果 物 质 场 为 P 关 0 的 理想 流体 ， 
则 还 有 第 16 个 待 求 函 数 p(x)， 为 此 需要 指定 物 态 方程 作为 第 16 个 方程 ， 本 节 的 
讨论 为 该 节 的 讲法 提供 了 一 个 实例 . 

[选读 9-3-2] 

令 有 os=8r7T 一 Go , 则 Hop 在 坐标 系 {1,r,9,9} 中 只 有 对 角 分 量 . 方程 (9-3-4)、 
(9-3-5) 成 立 等 价 于 Hoo = Hi =0. 下 面 证 明 在 方程 (9-3-4)、(9-3-5) 成 立 的 前 提 下 方 
程 (9-3-6) 同 方程 (9-3-6') 等 价 ， 注 意 到 V*G,。 =0， 有 

8r (0/0r) V°T,, =(0/0r)> V°H,, =V°[(0/0r) Hos]— HosV° (0/0r). (9-3-30) 
因为 (90/0r)Hss = Hal = Hi(dr)。 =0 ， 上 式 右 边 第 一 项 为 零 . 令 0, 为 坐标 系 {1, 7， 
9，9} 的 普通 导数 算 符 ， 则 上 式 成 为 


b 本 
8n(0/0r) V°T,, =—H°, 区 人 + 工 重 图 | =-H', Ta 


(9-3-29) 


max 


Br 
=- (HoT +H,T)=-2H’,/r, 
其 中 最 后 一 步 用 到 万 ?，, =H” 及 厂 1=7334=1r .可见 及 ”=0[ 即 式 (9-3-6)] 等 价 
于 (60/0r)?V°T,, =0. [选读 9-3-2 完 ] 
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9.3.2 恒星 演化 


本 小 节 介绍 球 对 称 恒 星 的 形成 和 演化 过 程 . 当 密 度 不 十 分 高 时 ， 引 力 场 不 十 
分 强 ， 牛 顿 引力 论 近似 适用 .广义 相对 论 只 在 本 小 节 的 最 后 部 分 才 是 不 可 或 缺 
的 .恒星 的 前 身 是 一 团 密 度 不 匀 的 气体 (主要 是 氢 )， 密 度 较 大 处 有 较 强 引力 ， 吸 
引 来 更 多 气体 ， 逐 渐 形 成 一 个 球 对 称 气 团 . 气 团 中 任 一 薄 球 层 ( 见 图 9-8) 内 的 任 一 
体 元 所 受 的 来 自 气 团 的 引力 ( 自 引 力 ) 都 指向 球 心 ， 因 此 整个 气 团 在 自 引 力作 用 下 
收缩 ， 这 是 引力 势能 转化 为 热能 的 过 程 ， 因 此 温度 7 不 断 升 高 ， 根 据 经 典 理想 气 
体 的 压强 公式 

P=knT (k 为 玻 尔 效 曼 常数 ，n 为 数 密度 ，)， (9-3-31) 

气 团 中 的 压强 p 随 T 不 断 增 大 ,因此 任 一 薄 球 层 由 于 压强 梯度 dp/dr [ 见 式 (9-3-18)] 
导致 的 外 向 力也 越 大 ， 看 来 当 温度 足够 高 时 有 可 能 遏止 收缩 .然而 在 没有 能 源 的 
情况 下 这 是 不 可 能 的 : 由 于 气 团 温度 比 周围 高 ， 它 不 断 向 外 辐射 能 量 ， 如 果 收 缩 
停止 ， 温 度 (因而 压强 ) 就 要 下 降 ， 薄 球 层 内 外 的 压强 差 也 就 抗衡 不 了 自 引 力 ， 从 
能 量 角度 看 它 也 必须 不 断 收 缩 ， 以 使 引力 势能 (的 一 部 分 ) 不 断 转 化 为 辐射 出 去 的 
能 量 ， 经 过 一 段 时 间 的 缓慢 收缩 ， 气 团 中 心 的 温度 和 密度 终于 高 到 足以 点 燃 热 核 
反应 的 程度 ， 中 心 附近 (一 个 称 为 星 核 的 中 心 球 ) 的 氢 经 热 核 聚 变 而 成 氨 ( 与 氢弹 爆 
炸 的 反应 相同 )， 同 时 释放 巨大 能 量 ， 使 由 于 辐射 而 损失 的 能 量 得 以 补充 (无 须 再 
依靠 引力 势能 转化 而 来 ), 气 团 就 不 再 收缩 而 达到 平衡 . 这 时 的 气 团 开 始 成 为 一 颗 
恒星 ， 气 团 内 任 一 点 的 压强 梯度 值 dp/dr 满足 稳定 平衡 条 件 (9-3-18)， 太 阳 就 是 普 
通 恒星 的 一 例 ， 它 已 在 这 种 靠 星 核 内 部 烧 氢 变 氨 而 维持 的 稳定 状态 中 度 过 了 约 45 
亿 年 ,大 约 还 能 保持 这 种 状态 50 亿 年 . 总 有 一 天 星 核 内 的 氢 全 部 变 为 氨 ， 只 有 周 
围 的 一 薄 层 氧 仍 在 燃烧 ， 星 体内 部 的 情况 可 由 图 9-9 粗略 表示 ， 当 星 核 的 温度 沿 
未 达到 点 燃 氨 的 核 聚 变 的 程度 时 ， 情 况 与 先前 的 星 

核 尚未 达到 点 燃 氢 的 情况 类 似 : 氨 球 在 自 引 力作 用 

下 再 次 收缩 ， 同 时 变 热 ， 这 使 周围 薄 层 的 氧 燃 烧 加 

a 剧 ， 从 而 导致 星球 外 部 膨胀 和 冷却 ， 变 成 一 颗 红 巨 

H 变 He 星 (red giant).、 “ 红 ” 是 由 于 表面 温度 降低 ，“ 巨 ” 

则 因 膨 胀 得 名 ， 氨 球 收缩 导致 的 高 温 高 密 可 能 达到 

图 9-9 星 核 内 部 氢 点 燃 氨 的 聚变 反应 ( 烧 氨 变 碳 或 氧 ) 的 程度 , 所 释放 的 

烧 完 后 略 况 能 量 再 次 使 星 核 达到 稳定 平衡 .这 种 靠 所 燃烧 维持 

的 平衡 的 持续 期 远 短 于 氢 燃 烧 的 持续 期 ， 当 氨 烧 成 

碳 ( 或 氧 ) 时 星 核 再 度 收 缩 ， 恒星 的 晚年 命运 因 质 量 而 异 ，、 对 于 质量 较 小 的 恒星 ( 包 
括 太阳 )， 星 核 的 收缩 不 能 提供 足够 温度 使 碳 发 生 核 聚变 ， 靠 核能 维持 平衡 已 不 再 
可 能 ， 还 有 没有 什么 力量 足以 抗衡 自 引力 ? 经 典 物理 学 中 不 存在 这 样 的 力量 ， 歇 
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止 自 引 力 收缩 必须 有 足够 的 压强 梯度 [在 牛顿 引力 论 中 体现 为 式 (9-3-18)， 在 广义 
相对 论 中 为 式 (9-3-17)]， 星 体 由 氢 、 氨 及 其 他 元 素 组 成 ， 星 内 的 高 温 使 这 些 元 素 
的 原子 处 于 电离 状态 . 按照 经 典 物 理学 , 这 一 离子 和 电子 的 组 合 可 看 作 理想 气体 ， 
由 式 (9-3-31) 可 知 , 在 给 定 密度 下 要 获得 高 压 就 要 有 高 温 , 由 于 星体 不 断 辐射 能 量 ， 
除 核 反应 外 没有 任何 机 制 可 以 提供 能 量 以 维持 高 温 ， 然 而 ， 根 据 量子 物理 学 ， 即 
使 是 绝对 零度 下 的 系统 也 有 可 能 存在 可 观 的 压强 .以 电子 气 为 例 .。 在 经 典 物理 学 
中 ， 电 子 的 平均 动能 为 3kT7/2，T=0 时 平均 动能 为 零 ， 所 有 电子 都 处 于 能 量 为 零 
的 状态 然而， 根据 量 子 物 理学 ， 电 子 服从 泡 利 不 相 容 原 理 ， 一 个 能 级 至 多 可 被 
两 个 电子 占据 (它们 的 自 旋 反 向 ， 故 为 两 种 不 同 状态 .)， 因 此 , 在 T= 0 时 ,电子 一 
方面 要 “ 挤 ” 进 能 量 尽 可 能 低 的 状态 ; 另 一 方面 ， 由 于 每 一 能 态 只 许 存在 两 个 电 
子 ， 众 多 电子 必须 占 满 由 能 量 为 零 开 始 直至 能 量 为 某 值 Er 的 所 有 状态 (只 有 能 量 
大 于 EF 的 态 全 部 空 着 ). EF 叫 费 米 能 (fermi energy)， 其 值 随 密度 的 增加 而 增 大 . 这 
就 表明 ， 即 使 处 于 绝对 零度 ， 电 子 气 中 的 电子 也 不 像 经 典 物理 断言 的 那样 完全 没 
有 运动 ， 它 们 具有 并 非 起 因 于 热 运动 (而 是 起 因 于 不 相 容 原理 ) 的 动能 ， 这 种 动能 
对 压强 和 能 量 密度 都 有 贡献 .T=0 的 电子 气 叫 (完全 ) 简 并 电子 气 (degenerate 
electron gas) ， 由 上 述 原 因 引 起 的 压强 叫 电 子 简 并 压 (electron degenerate 
pressure)， 在 普通 密度 下 ， 费 米 能 Er 很 小 (例如 常见 金属 中 电子 气 的 历 只 有 几 个 
电子 伏 ), 相应 的 电子 简 并 压 微不足道 . 但 简 并 压 在 高 密 情况 下 的 作用 却 很 可 观 . 星 
核 在 氢 、 毛 烧 完 后 的 再 次 收缩 造成 的 高 密度 使 电子 具有 很 高 的 费 米 能 EF. 虽然 星 
核 内 的 温度 7 用 通常 标准 衡量 很 高 ， 但 因 Er 很 大 ， 有 kT < E: ， 因 此 电子 由 于 热 
运动 对 压强 p 的 贡献 远 小 于 电子 由 于 不 相 容 原理 和 高 Er 而 具有 的 动能 对 p 的 贡 
献 。 在 这 个 意义 上 与 T=0 的 情况 没有 太 大 差别 ， 所 以 这 时 星 内 的 电子 可 看 作 简 
并 电子 气 ， 其 简 并 压 有 可 能 抵消 自 引 力 ， 使 星体 保持 平衡 ， 永 不 收缩 . 这 种 靠 电 
子 简 并 压 支 撑 的 稳定 星体 称 为 白矮星 (white dwarf).“ 矮 ”是 指 比 普通 恒星 小 得 多 ， 
“ 白 ” 则 由 表面 温度 很 高 得 名 .一 个 孤立 的 星体 一 旦 演化 为 白矮星 就 不 再 有 重要 
的 演化 过 程 。 因 为 温度 比 外 界 高 ， 它 将 不 断 辐射 能 量 ， 由 于 没有 能 源 ， 辐 射 导致 
温度 下 降 , 直至 与 周围 温度 相等 ,因而 再 也 不 被 看 见 (许多 文献 称 此 为 “黑人 矮星 ”， 
即 “black dwarf”. )， 白 矮星 的 存在 性 早已 为 天 文 观测 所 证 实 ， 天 狼 星 B 是 人 类 
发 现 的 第 一 颗 白 矮星 ， 直 观 地 想 ， 质 量 越 大 的 星体 自 引 力 越 强 ， 只 有 质量 足够 小 
的 星体 才能 靠 电子 简 并 压 支撑 而 成 白矮星 ， 钱 德 拉 塞 卡 最 先 求 得 白矮星 的 质量 上 
限 Mcs =1.3Mo [参见 Chandrasekhar(1939)]. 这 一 工作 以 及 他 一 生 对 天 体 物 理学 的 
贡献 使 他 于 1983 年 获得 诺 贝尔 物理 奖 . 选读 9-3-3 将 简介 钱 氏 质量 上 限 的 推导 过 
程 . 

星体 在 演化 过 程 中 会 因 抛 出 物质 而 使 质量 减 小 ， 当 说 到 白矮星 满足 M < Ma 
时 ，M 是 指 剩余 质量 ， 据 估算 ， 初 始 质量 小 于 6 ~ 8Mo 的 星体 都 将 经 过 红 巨 星 阶 
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段 并 抛 出 大 量 物质 而 成 为 质量 约 为 0.5 ~ 0.6Moe 的 白 乱 星 . 

如 果 M > WMcs， 则 电子 简 并 压 不 足以 维持 星体 平衡 ， 星 核 内 部 的 核 聚 变 反应 
将 一 级 级 继续 ， 直 至 烧 成 铁 和 镍 .这 是 结合 得 最 紧 的 原子 核 (核子 的 平均 结合 能 最 
大 )， 不 可 能 因 核 聚变 而 放 能 .于 是 星 核 在 自 引力 作用 下 急剧 收缩 ， 密 度 和 温度 急 
剧 增 大 ， 这 时 自 引 力 很 强 ， 牛 顿 近似 [ 式 (9-3-18)] 不 再 适用 ， 必 须 使 用 广义 相对 论 
的 式 (9-3-17) 对 给 定 的 p(n) > 0, 式 (9-3-17) 右 边 总 大 于 式 (9-3-18) 右 边 ( 指 绝对 值 )， 
因此 在 广义 相对 论 中 为 达到 平衡 所 需 的 中 心 压强 更 大 ， 平 衡 更 难 实现 ， 在 如 此 高 
温 高 密 下 ， 高 能 光子 可 将 铁 - 镍 原子 核 打 碎 成 中 子 、 质 子 或 轻 核 ( 光 分 裂 )， 电 子 也 
将 同 质 子 反应 ( 逆 8 误 变 ) 而 成 中 子 和 中 微 子 (后 者 溢出 星体 )， 于 是 中 子 在 星 核 内 占 
了 绝 大 部 分 ， 中 子 也 是 费 米子 ， 也 服从 泡 利 不 相 容 原理 ， 在 达到 核 密度 
(~107kg.m”) 时 中 子 的 费 米 能 EF ( 除 以 玻 尔 兹 曼 常 数 大 大 高 于 星 内 温度 T，? 
因而 可 以 看 作 简 并 中 子 气 ( 即 认为 Ts0)， 其 简 并 压 也 有 可 能 抵消 自 引力 ,使 星体 
达到 稳定 平衡 . 这 种 靠 中 子 简 并 压 支撑 的 稳定 星体 称 为 中 子 星 (neutron stan)， 由 于 
中 子 星 内 的 密度 达到 甚至 超过 核 密度 ， 人 们 对 这 种 条 件 下 的 物 态 方程 的 了 解 远 不 
如 在 较 低 密度 时 确切 ， 这 给 中 子 星 质量 上 限 的 计算 带 来 困难 ， 不 同文 献 给 出 不 同 
结果 ， 只 能 大 概 说 中 子 星 的 质量 上 限 为 2Mo (或 2 ~ 3Mo )， 由 于 达到 核 密度 ， 不 
妨 认为 中 子 星 是 一 个 “超大 型 原子 核 ”， 中子星 比 白矮星 小 得 多 ， 典 型 中 子 星 半 
径 只 有 10km 的 量 级 ， 而 白矮星 的 半径 约 在 3 千 至 2 万 公里 之 间 ， 中子星 是 一 种 
非常 特别 ( 且 复 杂 ) 的 天 体 ， 它 有 各 种 “极端 ”( 超 常 ) 表 现 : 高 达 核 密度 的 密度 、 异 
平 寻常 的 强 磁场 (高 达 10” 高 斯 )、 其 高 速 的 旋转 (频率 从 1 Hz 至 近 1000Hz)、 离 光 
速 不 远 的 高 声速 、 超 流 的 内 部 ……。 人 们 至 今 还 难于 对 它 了 解 得 很 透彻 

中 子 星 的 第 一 个 理论 模型 是 Oppenheimer 和 Volkoff 于 1939 年 发 表 的 ， 由 于 
文章 没有 给 出 可 观测 的 物理 效应 , 对 中 子 星 的 研究 冷落 了 28 年 . 中 子 星 的 存在 从 
1967 年 发 现 脉 串 星 开始 得 到 证 实 . 脉冲 星 是 一 种 在 地 球 上 测 到 的 周期 性 电磁 脉冲 
信号 的 信号 源 ， 周 期 约 为 1s 或 更 小 , 其 唯一 可 信和 的 解释 是 : 这 是 一 颗 旋转 着 的 中 
子 星 ， 其 表面 的 强 磁场 导致 磁 偶 极 辐射 ， 辐 射 的 方向 性 同 中 子 星 的 旋转 的 结合 
地 球 收 到 电磁 脉冲 信号 〈1967 年 发 现 的 脉冲 星 的 电磁 脉冲 是 射电 脉冲 ) 只 有 中 子 
星 ( 半 径 很 小 且 表 面 引力 很 强 ) 才 能 在 如 此 高 角 速 的 旋转 中 免 于 “ 散 架 ”. 

星 核 在 形成 中 子 星之 前 的 收缩 非常 急剧 ， 所 以 称 为 引力 场 缩 (gravitational 
collapse)， 正 在 急剧 声 缩 的 星 核 一 旦 达到 足够 的 密度 并 被 中 子 简 并 压 所 遏制 ， 其 
强大 的 能 量 将 表现 为 向 外 的 冲击 波 并 迫使 外 层 物质 向 四 周 飞 出 ， 形 成 能 量 极 大 的 
超新星 爆发 (supemova explosion)， 著 名 的 两 个 超新星 遗址 一 — 蟹 状 星云 和 船 帆 状 
星云 一 中 都 发 现 了 脉冲 星 ， 这 对 上 述 理论 是 重要 支持 .我国 古 代 文献 对 超新星 


@ 更 准确 的 说 法 是 :由 于 放出 大 量 高 能 中 微 子 , 在 中 子 星 形成 几 秒 钟 后 有 Ei: > kT . 
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爆发 事件 有 过 极其 丰富 的 记录 ， 其 中 宋 史 志 卷 九 关于 公元 1054 年 (北宋 期 间 ) 观 测 
到 的 超新星 (SN1054) 的 记录 特别 受到 现代 国际 同行 的 重视 [其 中 一 页 的 照片 可 在 
Misner et al.(1973) 的 靡 页 中 找到 ]， 息 状 星云 正 是 SN1054 的 遗迹 ， 地 球 上 最 近 一 
次 观测 到 的 肉眼 可 见 的 超新星 爆发 是 在 1987 年 (SN1987a)， 该 超新星 位 于 银河 系 
的 近邻 星系 一 一 大 麦哲伦 云 , 距 地 球 约 为 16 万 光 年 . 超新星 爆发 的 详细 机 制 仍 是 
一 个 正在 深入 研究 的 课题 . 
如 果 球 对 称 恒星 在 抛 出 物质 后 的 质量 仍 高 于 中 子 星 质量 上 限 (~ 2Mo )， 就 没 
有 任何 力量 可 以 阻止 它 的 引力 志 缩 , 它 将 无 限制 地 缩 为 密度 和 曲率 都 无 限 大 的 “ 奇 
点 ”， 并 形成 施 瓦 西 黑洞 ( 见 $ 9.4). 
[选读 9-3-3] 
本 选读 介绍 电子 简 并 压 公式 及 白矮星 质量 上 限 的 推导 . 先 讨论 电子 简 并 压 . 设 
下 ，)》，Z 是 电子 的 空间 坐标 ，k, ，k,， ，k。 是 电子 动量 的 3 个 坐标 分 量 ， 则 
{x yz; 上 ,ky,,k.} 是 6 维 相 空 间 的 坐标 。 相 空间 可 分 为 许多 量子 相 格 
dxdydzdk.dk,dk. (每 个 相 格 相当 于 一 个 能 级 )， 相 格 的 体积 为 hi(h 为 普 朗 克 党 
数 )， 故 
dxdydzdk,dk,dk. = . (9-3-32) 
令 k=(ke +k.+k.*) 2， 则 动量 空间 中 值 在 (k，k+ dk) 范围 内 的 点 组 成 一 个 体 
积 为 4nk?dk 的 球 过 ， 位 置 在 dxdydz 内 、k 值 在 (k，k+ dk) 内 的 状态 在 相 空 间 中 的 
代表 点 则 组 成 体积 为 4nk?dkdxdydz 的 这 层 ， 既然 每 个 量子 相 格 体积 为 上 ,这 层 内 
就 有 4rk?dkdxdydz/ 忆 个 相 格 . 因为 每 个 相 格 对 应 于 一 个 能 级 ， 而 每 个 能 级 至 多 由 
两 个 电子 占领 ， 沉 层 内 的 电子 数 不 会 超过 8nk?dkdxdydz/ 由 .对 了 = 0 的 完全 简 并 
电子 气 ,，E < EF 的 每 一 能 级 有 两 个 电子 ， E> EF 的 所 有 能 级 全 都 空 着 ， 因 此 
单位 体积 中 大 值 在 (人 大 + 上 汉 k<ke 
; ) 内 的 电子 数 f(k)dk = . 
0 外 k>ke 
(9-3-33) 
其 中 妹 是 同 EF 相应 的 费 米 动量 ， 于 是 电子 的 数 密度 (单位 体积 中 不 论 什么 动量 的 
电子 数 ) 


和 8rkzdk 8 
的 = 上 3h 是 
星 内 的 质量 密度 p 主要 来 自 核子 的 贡献 . 设 核子 的 数 密度 和 质量 分 别 为 mnN 和 PIN， 
则 p=nnmw. 令 J=nn /ne( 对 于 拨 已 烧 完 的 星体 ，J2.)， 则 
P= Unemy» (9-3-35) 
其 中 me 由 式 (9-3-34) 表 出 . 欲 得 物 态 方 程 还 须 计算 简 并 压强 pn. 压强 是 单位 面积 上 


(9-3-34) 
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的 压力 ， 即 该 面 的 左 侧 物质 对 右 侧 物 质 的 力 ， 亦 即 两 侧 之 间 在 单位 时 间 内 交换 的 
动量 ( 力 的 定义 就 是 动量 变化 率 dK/dr). 这 动量 交换 是 由 从 左 侧 穿 过 该 面 进入 右 侧 
以 及 从 右 侧 穿 过 该 面 进入 左 侧 的 电子 所 导致 (每 个 电子 带 有 一 定 动量 )、 因 此 ， 压 
强 等 于 单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 电子 的 动量 的 矢量 和 . 设 do 是 星 内 空间 的 一 个 
面 元 ， 法 拓 为 元 ( 见 图 9-10).， 先 考虑 动量 为 天 的 电子 ， 相 应 速度 为 去 ， 即 
天 = (EU2) 127ne 交 (其 中 必 == 志 -二 ) 以 do 为 底 、u 为 母线 长 作 一 斜 柱 体 ,母线 与 
平行 设 0 为 元 与 天 的 夹 角 ， 则 柱 体 的 体积 等 于 ucosgdo， 由 式 (9-3-33) 可 知 位 于 
柱 体内 部 、K 值 在 (Kk, K+dk) 内 的 电子 数 为 有 (kjucosGdodk. 至 今 尚 未 涉及 天 的 方 
向 ， 以 面 元 do 中 一 点 9 为 球 心 作 一 球面 把 右 半 球面 分 为 许多 面 元 , 每 个 面 元 对 
应 于 一 个 元 立体 角 , 其 中 以 上 为 轴 的 一 个 记 作 d 人 3 . 由 于 整个 球面 对 应 的 立体 角 为 
4r， 位 于 柱 体内 、 动 量 大 小 在 (k, k+dk) 内 且 方 向 限于 dl3 内 的 电子 数 只 有 
J (ucos6 dadkd 人 314n. 这 些 电子 ( 带 着 动量 ) 在 单位 时 间 内 穿 过 dao, 因此 单位 时 
间 内 穿 过 da 的 、 满 足 上 述 条 件 [四 大 小 在 (大 + dh) 内 ; @) 方 向 在 df3: 内 ] 的 电子 总 
动量 的 法 向 分 量 为 
[LUk)ucosg dodkd(3./4n] kcosO = JUDukcos2gdadkd:/4r 


图 9-10 位 于 针 柱 体内 的 电子 在 单位 时 间 内 穿 过 面 元 do， 
由 此 可 计算 do 所 在 处 的 压强 
于 是 单位 时 间 内 流 过 单位 面积 的 所 有 电子 (不 论 其 天 的 大 小 和 方向 如 何 ) 的 总 动 
量 ， 亦 即 do 所 在 处 的 简 并 压强 为 
和 2 _ 8r f 和 ,3 
pa = | ins 0 do f- TUOxbOkdk = 党 au(bDdk ， (9-3-36) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (9-3-33)， 利 用 大 = (1-L2)- meu 可 把 式 (9-3-36) 改 写 为 
Br [dk 
1 


再 用 式 (9-3-34) 把 式 (9-3-35) 改 写 为 


(9-3-37) 
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3 /3 
不 = 有 h ( 2 ] 5; (9-3-38) 
Bu my 


代入 式 (9-3-37) 便 可 求 得 物 态 方程 的 显 表 达 式 .这 个 方程 颇 为 复杂 , 但 可 通过 对 两 
个 极端 情况 的 讨论 而 得 到 有 用 的 结论 ， 当 m。>> k 时 Ue <<1， 电 子 运动 可 用 牛顿 
力学 描述 ， 这 称 为 非 相对 论 情况 ; 当 m。 << KE 时 uF 宇 1 ， 电 子 运动 必须 用 狭义 相 
对 论 描 述 , 这 称 为 极端 (狭义 ) 相 对 论 情况 . 非 相 对 论 条 件 m。>> ke 和 极端 相对 论 条 
件 m。 << 祭 又 可 分 别 表 为 P<< Pc 和 p>> Pc， 其 中 临界 密度 pc 由 me= 和 定义 ， 
可 用 式 (9-3-38) 求 得 为 
Pc = Brumyme / 3h’) . (9-3-39) 
改写 为 国际 制 形 式 ( 补 c ) 并 代入 具体 数值 (取信 = 2) 得 
Pe =8rHwmaNmeac31(313) 兰 2x10?kg.m-3， 
可 见 临界 密度 pc 约 为 水 密度 的 2x10? 倍 ， 对 p << pec ( 非 相对 论 情 况 )， 式 (9-3-37) 
近似 给 出 
Brke’ 
Pa 15pm, 
以 式 (9-3-38) 代 入 并 代入 国际 制 具体 数值 得 


213 2 513 513 
5(3] 外 (2 -io (2] (国际 制 )。 (9-3-41) 


(9-3-40) 


Ps 7 20x memw’ 
在 极端 相对 论 情况 下 式 (9-3-37) 近 似 给 出 
2nke 
Pat (9-3-42) 


以 式 (9-3-38) 代 入 上 式 ， 改写 为 国际 制 形式 ( 补 c) 并 代入 具体 数值 得 

3 4/3 413 

ps -3 id] -tx10" [2] (国际 制 )。 (9-3-43) 

式 (9-3-41) 和 (9-3-43) 可 统一 表 为 

Pa=Kp， 天 = 常数 ， y= 常数 . (9-3-44) 
物 态 方程 为 (9-3-44) 的 天 体 叫 多 层 球 (polytrope)， 由 简 并 电子 气 组 成 的 星体 在 两 种 
极端 情况 下 都 是 多 层 球 (但 在 两 种 极端 情况 之 间 则 不 是 )， 其 中 ， 对 非 相对 论 情 况 
有 y=5/3; 对 极端 相对 论 情况 有 y=4/3. 设 星体 为 多 层 球 ， 用 式 (9-3-8) 把 流体 静 力 
学 平衡 条 件 式 (9-3-18) 改 写 为 
a | 7 dp(n) 


一 一 一 |= 一 2 
pr pp | 4np(n)r’, (9-3-45) 
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由 此 出 发 利用 纯 计算 技巧 可 得 [ 见 温 伯 格 (1972) 中 译本 P.356~358] 星体 半径 尽 和 
质量 M 对 中 心 密度 po 的 依赖 关系 


及 = Po0-212， (9-3-46) 
M=b, po 92 5 (9-3-47) 

其 中 常数 必 和 乌 同 有 关 ， 对 ?= 5/3 和 ?= 4/3 分 别 为 
as13 = 6.3x108A 506， 0 =1.7x10% py ; (9-3-48) 


as =5.3xl00p023， bs=11.6x10% p77. 

在 此 基础 上 就 可 进一步 讨论 白矮星 ， 当 星体 质量 必 足 够 小 时 ，po << pc ， 式 
(9-3-41) 对 星 内 处 处 适用 ,整个 星球 内 的 电子 气 组 成 y= 5/3 的 多 层 球 . 当中 心 简 并 
压 等 于 为 保持 平衡 所 需 的 中 心 压强 时 星体 平衡 . 平衡 时 的 半径 及 与 质量 M 的 关系 
可 由 式 (9-3-46)、(9-3-47) ( 取 ) = 5/3) 和 (9-3-48) 看 出 

Re AM- . (9-3-49) 
可 见 y=5/3 的 白矮星 的 半径 随 质量 增 大 而 减 小 . 这 与 生活 经 验 以 及 由 行星 得 来 的 
经 验 相悖 ， 稍 后 将 对 此 做 一 粗略 解释 . 若 式 (9-3-49) 恒 成 立 ， 则 电子 简 并 压 可 支持 
任何 质量 的 星体 ,因为 只 要 把 MH 值 代入 式 (9-3-49) 便 可 求 得 一 个 平衡 的 星体 半径 尺 . 
然而 ， 当 质量 M 足够 大 时 中 心 压强 将 大 到 电子 的 (狭义 ) 相 对 论 效应 非 考虑 不 可 的 
程度 ， 星 体 不 可 再 看 作 y= 5/3 的 多 层 球 ， 式 (9-3-49) 不 再 成 立 ， 事 实 上 ， 由 于 po 
随 M 增加 而 增加 ， 中 心 附近 的 电子 首先 达到 极端 相对 论 性 的 程度 ， 星 内 出 现 一 个 
可 看 作 ) = 4/3 的 多 层 球 的 核心 球 ， 进 而 逐渐 扩大 到 整个 星体 ， 由 式 (9-3-47)? 可 知 
当 = 43 时 HM 同 po 无 关 ， 与 ?= 5/3 的 情况 十 分 不 同 ， 当 整个 星体 可 看 作 ) = 4/3 
的 多 层 球 时 ， 由 式 (9-3-48) 可 知 这 个 同 po 无 关 的 M 值 ( 记 作 Mec) 为 

Moan =by3 =5.8x(2x1033)J? (国际 制 ) . 
注意 到 在 国际 制 中 Mo =2x10”3 ， 有 
5.8 


Ma = Meo. (9-3-50) 
Pa 


式 (9-3-47) 是 在 流体 静 力学 平衡 的 条 件 下 导出 的 ， 如 果 质 量 大 于 Mch， 星 体 就 不 能 
平衡 ， 事 实 上 ， 由 式 (9-3-49) 和 (9-3-44) 可 知 上 述 结论 可 以 如 下 理解 : 作为 粗略 计 
算 ， 假 定 星 内 密度 均匀 ， 则 由 式 (9-3-23) 可 知 为 保持 平衡 所 需 的 中 心 压 强 

PiccM2R， (9-3-51) 
把 po 政 记 为 万 ! 间 在 强调 这 是 为 抗衡 自 引力 所 需 的 中 心 压强 ， 由 式 (9-3-44) 知 简 并 
电子 气 所 能 提供 的 简 并 压强 p sx MY7R-7 ， 于 是 


人 D 这 时 仍 有 p<<p 和 m(r) <<r， 因此 牛顿 公式 (9-3-18) 以 及 由 它 导 出 的 式 (9-3-45)- (9-3-48) 仍 适用 . 
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MI3R， 对 y=5/3 (a) 


M23， 对 7=43 (b) 9-3-52) 


Pa | 
设 星体 内 的 电子 气 处 于 非 相 对 论 情况 (y=5/3) 且 M < Mcn， 则 由 式 (9-3-52a) 知 存在 
及 值 使 Pi /ps=1， 星 体 半径 等 于 此 R 值 时 平衡 车 MM 略 有 增 大 ， 则 ps /p>1， 
自 引力 略 大 于 简 并 压力 ,星体 将 收缩 至 较 小 半径 而 重 获 平衡 (这 可 看 作对 “质量 越 
大 的 白矮星 半径 越 小 ”这 一 结论 的 具体 解释 )、 然 而 ， 如 果 M 大 到 使 全 星球 为 
》= 4/3， 则 由 式 (9-3-52b) 可 知 pi /ps 同 RR 无 关 ， 在 这 种 极端 情况 下 只 有 M 等 于 某 
一 适当 值 Mcn 时 才能 平衡 ， 若 M< Man， 则 p， /P<1， 即 简 并 压 大 于 自 引力 ,RR 
将 变 大 直至 退出 极端 相对 论 情况 . 反之， 若 M> Mch, 则 ps /ps>1， 星体 将 收缩 ， 
越 缩 越 使 更 精确 地 等 于 4/3, p a/p % 就 不 因 尺 变 小 而 改变 ,于 是 星体 只 能 继续 收 
缩 而 不 能 在 电子 简 并 压 支撑 下 平衡 . 可 见 Mch 的 确 是 白矮星 (其 特点 就 是 靠 电 子 简 
并 压 支撑 而 达 平 衡 ) 的 质量 上 限 . 由 于 白矮星 内 部 一 般 为 氨 、 碳 或 气 ， 可 取 人 = 2， 
代入 式 (9-3-50) 便 得 Mes =1.45Mo. 以 上 仅 是 简化 的 讨论 ， 更 准确 的 讨论 和 计算 给 
出 略 小 于 此 值 的 Mah, 例如 Moen =1.3Mo. [选读 9-3-3 完 ] 


$ 9.4 Kruskal 延 拓 和 施 瓦 西 黑 泣 


施 瓦 西 真 空 度 规 在 施 瓦 西 坐 标 系 的 线 元 为 
-1 

ds2 =— ( -型 jo + ( & 并] dr2+rz(db2+sin20dp2). (9-4-1) 
当 r=2M 时 ， Su =%( 无 意义 ); 当 r=0 时 ，go 和 &n 都 无 意义 ， 人 们 称 这 些 能 
使 gw 变 得 无 意义 (或 退化 ) 的 点 为 奇 点 (singularity)， 并 说 guv 在 奇 点 处 存在 奇 
性 . 英语 文献 中 奇 点 和 奇 性 是 同一 个 词 ， 即 singularity. 但 在 汉语 陈述 中 往往 愿意 
把 “ 奇 性 ”这 一 性 质 与 奇 性 出 现 的 “地 点 ” 相 区 别 , 于 是 要 用 奇 性 和 奇 点 两 个 词 . 9 
奇 点 的 出 现 有 两 个 原因 : 〇 D 度 规 张 量 gw 在 该 点 表现 良好 , 只 是 由 于 坐标 系 选择 不 
当 而 使 gow 在 该 系 的 某 些 分 量 在 该 点 表现 不 好 ， 这 叫 坐标 奇 点 (coordinate 
singularity), 可 通过 选择 适当 坐标 系 消除 ; @) 度 规 张 量 8 本 身 在 该 点 表现 不 好 (是 
奇异 的 )， 这 叫 真 奇 点 (te singularity) 或 时 空 奇 点 (spacetime singularity)， 是 真正 二 
手 的 问题 ， 也 是 广义 相对 论 的 老大 难 问题 ， 后 面 将 看 到 ，r= 2M 处 的 奇 性 只 是 坐 
标 奇 性 ， 时 空 奇 性 只 在 r= 0 处 存在 . 令 rs=2M ( 叫 施 瓦 西 半 径 ) 并 把 常数 G 和 
补 上 , 得 


@ 然而 “ 奇 点 ”的 “点 ” 字 有 时 会 引起 误解, 因为 r=0( 或 r=2M) 在 4 维 语言 中 代表 一 张 超 曲面 而 不 是 一 个 点 
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B=2GM/c*s3M/Mo (km). 
太阳 的 在 3km , 远 小 于 太阳 半径 ,而 施 瓦 西 外 解 不 适用 于 太阳 内 部 , 故 对 太阳 (以 
及 普通 星体 ) 根 本 没有 奇 性 问题 . 然而 , 对 于 经 历 引力 志 缩 成 为 黑洞 的 球 对 称 星体 
(Birkhoff 定理 保证 其 外 部 时 空 几何 由 施 瓦 西 度 规 描述 )， 奇 性 问题 却 有 重要 意义 . 


9.4.1 时 空 奇 点 ( 奇 性 ) 的 定义 


奇 点 ( 奇 性 ) 概 念 与 物理 量 的 发 散 性 有 密切 联系 ， 它 在 广义 相对 论 问 世 前 早已 
存在 ， 然 而 广义 相对 论 的 时 空 奇 性 问题 却 比 任何 其 他 物理 理论 的 奇 点 问题 困难 得 
多 (从 定义 起 就 困难 )， 关 键 在 于 ， 在 任何 非 广义 相对 论 的 理论 中 ， 背 景 时 空 是 时 
已 给 定 的 (例如 闵 氏 时 空 )， 只 要 所 关心 的 物理 场 在 某 时 空 点 发 散 ( 或 无 意义 )， 就 说 
该 点 是 该 物理 场 的 奇 点 . 例如 , 在 3 维 语言 中 , 点 电荷 的 静电 场 强 上 =Q F/4rr3 在 
r=0 处 没有 意义 (或 说 r 一 0 时 已 一 )， 所 以 就 说 这 个 点 是 静电 场 瑟 的 奇 点 ,或 
说 五 在 ~= 0 点 有 奇 性 .然而 广义 相对 论 则 不 同 . 我 们 关心 的 是 时 空 奇 性 ， 即 度 规 
场 的 奇 性 , 于 是 度 规 场 在 这 个 问题 上 身 兼 背景 场 和 物理 场 的 双重 角色 (既是 舞台 又 
是 演员 ). 仿照 静电 场 奇 点 的 定义 方法 ， 似 乎 可 对 时 空 奇 点 给 出 如 下 定义 : “时 空 
(M， gob) 叫 奇异 的 ， 若 3 pe M 使 8 在 p 点 无 意义 (或 发 散 ), p 点 叫 时 空 奇 点 ，” 
然而 ， 时 空 本 身 按 定义 就 是 一 个 配 以 洛 伦 兹 度 规 的 4 维 流 形 M， 度 规 gw 在 M 的 
各 点 不 但 应 有 意义 ， 而 且 要 表现 良好 ， 如 连续 或 若干 阶 可 微 等 ， 如 果 M 中 存在 点 
忆 使 sup 无 意义 ，P 点 本 来 就 不 属于 时 空 (不 是 合格 的 时 空 点 )， 所 以 真正 的 时 空 
应 是 (M'，8u)， 其 中 MM' 是 把 p 点 开除 后 的 结果 , 即 M'= M -{P}. 例如 , 若 以 (M， 
8a) 代 表 施 瓦 西 时 空 , 则 应 明确 所 有 r=0 的 点 都 不 属于 M. 看 来 时 空 奇 性 的 定义 可 
修改 为 : “时 空 叫 奇异 的 ， 若 其 中 某 些 区 域 已 被 删 去 ，” 但 是 问题 在 于 如 何 判断 

“ 某 些 区 域 已 被 删 去 ”. 下 面 介绍 一 个 巧 法 . 以 闵 氏 时 空 为 例 . 设 yD) 是 (RK, 1,) 
中 不 可 延伸 的 任 一 测 地 线 ( 指 已 延伸 到 向 两 端 都 不 可 再 延伸 的 程度 )， 则 其 仿 射 参 
数 4 总 可 从 -wm 至 +o 取 值 [ 指 x(a)sR ，Y4e(- o%, %)]. 但 若 删 去 0) 的 一 点 
P， 就 会 在 民 中 留 下 一 个 “ 洞 ”, 成 为 M'= 下 - {P} ， 导 致 >) 分 裂 为 两 条 测 地 
线 X《) 和 yx"(4) ， 其 仿 射 参数 4 的 取 值 范围 [ 即 曲线 映射 7' 和 y" 的 定义 域 ] 分 别 是 
Com, 各) 和 (4p，o)， 我 们 说 x(a) 和 7X"(4) 都 是 不 完备 的 测 地 线 . 一 般 地 说 ，(M， 
8ob) 中 一 条 不 可 延伸 的 测 地 线 称 为 不 完备 测 地 线 (incomplete geodesic), 若 其 仿 射 参 
数 的 取 值 范围 不 等 于 (-o%, %) . 不 完备 测 地 线 的 存在 在 很 大 程度 上 可 以 看 作 是 时 
空 某 些 区 域 被 删 去 (因而 有 “ 洞 ”) 的 标志 ， 于 是 可 考虑 这 样 的 定义 ， “ 若 时 空 存 
在 一 条 (或 一 条 以 上 ) 不 完备 测 地 线 ， 就 称 它 为 奇异 时 空 。 ”然而 这 个 定义 有 个 严 
重 的 缺点 ， 就 是 “打击 面 ” 过 宽 ， 一 个 本 来 并 不 奇异 的 时 空 ， 如 果 人 为 地 挖 去 一 
点 ， 按 上 述 定义 就 成 了 奇异 时 空 ， 这 是 不 希望 的 。 克 服 这 个 缺点 的 办 法 是 在 定义 
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中 加 上 一 个 限制 : 所 讨论 的 时 空 必须 是 不 可 延 拓 的 ， 即 不 能 通过 添加 某 些 点 使 它 
变 得 更 大 ， ”人 为 挖 去 若干 点 的 时 空 不 是 不 可 延 拓 的 ， 所 以 不 满足 这 个 定义 ， 再 
从 物理 上 是 否 奇 异 的 角度 审查 上 述 定义 ， 如 果 不 可 延 拓 时 空中 存在 一 条 不 完备 类 
时 测 地 线 ， 从 物理 上 看 的 确 非常 奇异 : 它 代 表 的 自由 下 落 观 者 在 有 限时 间 内 (根据 
自己 的 标准 钟 ) 竟 会 在 时 空中 消失 (或 在 有 限时 间 的 过 去 不 曾 在 时 空中 存在 过 )! 类 
似 地 ， 不 完备 类 光 测 地 线 在 物理 上 也 是 奇异 的 ， 因 为 类 光 测 地 线 代表 光子 的 世界 
线 ， 然 而， 类 空 测 地 线 不 是 任何 粒子 的 世界 线 ， 似 乎 没有 理由 认为 只 存在 不 完备 
类 空 测 地 线 的 时 空 是 物理 上 奇异 的 . 于 是 改 用 如 下 定义 [ 见 Hawking and 
Ellis(1973)]: 

定义 1 若 不 可 延 拓 时 空中 存在 一 条 (或 一 条 以 上 ) 不 完备 的 类 时 或 类 光 测 地 
线 ， 就 称 它 为 奇异 时 空 (singular spacetime)， 或 说 它 有 麻 点 ( 奇 性 ). 

然而 定义 1 仍 有 缺点 . 例如 ,存在 这 样 的 时 空 [ 见 Geroch(1968)], 它 没有 任何 
不 完备 测 地 线 ， 但 却 有 一 条 奇怪 的 (已 做 了 最 大 延 拓 的 ) 非 测 地 类 时 线 ， 其 线 长 有 
限 ， 其 4 加 速 (的 大 小 ) 有 界 ， 这 表明 飞船 内 沿 此 曲线 旅行 的 观 者 经 有 限时 间 后 竟 
会 在 时 空中 消失 ( 线 长 有 限 和 4 加 速 有 界 保证 飞船 只 需 有 限 燃料 就 可 走 完 这 条 曲 
线 ， 而 这 样 的 飞船 原则 上 存在 . ) 这 样 的 时 空 在 物理 上 是 奇怪 得 足以 称 为 奇异 时 
空 的 ， 可 惜 按 定义 1 它 却 不 是 。 这 说 明 该 定义 存在 “打击 面 ”过 窄 的 缺点 ， 定 义 
1 的 另 一 缺点 是 时 空 有 “ 洞 ”的 直观 说 法 与 存在 不 完备 测 地 线 并 不 总 一 致 ， 例 如 ， 
存在 这 样 的 测 地 不 完备 时 空 (含有 不 完备 的 类 时 、 类 光 、 类 空 测 地 线 )， 其 背景 流 
形 是 紧 致 的 ， 因 而 是 无 “ 洞 ”的 (根据 定理 1-3-9， 紧 致 流 形 中 任何 点 序列 都 有 聚 
点 ， 因 而 流 形 无 “ 洞 ”.)， 见 Wald(1984)， 虽 然 定义 1 存在 这 样 那样 的 缺点 ， 但 
仍 不 失 为 首选 定义 ，Hawking 和 Penrose 的 奇 性 定理 (1965~1970 年 ) 的 证 明 中 用 的 
就 是 这 个 定义 (下 册 附 录 对 奇 性 定理 将 有 粗浅 介绍 )， 后 面 将 看 到 做 了 最 大 延 拓 的 
施 瓦 西 时 空 仍 存在 许多 不 完备 的 类 时 和 类 光 测 地 线 (其 存在 性 都 与 删 去 >= 0 有 
关 ), 因此 施 瓦 西 时 空 是 奇异 时 空 , r=0 处 存在 时 空 奇 性 (因而 = 0 的 点 都 不 属于 
施 瓦 西 时 空 ). 

许多 奇异 时 空 在 沿 不 完备 测 地 线 趋 于 奇 点 时 都 有 “曲率 发 散 性 ”曲率 是 张 量 ， 
其 分 量 同 基底 有 关 ， 正 常 的 张 量 在 不 好 的 基底 下 的 分 量 也 会 发 散 ， 因 此 在 谈 及 曲 
率 发 散 性 时 先 要 给 出 明确 且 有 实质 性 意义 的 定义 ， 首 先 可 考虑 由 Rp? ，8w 及 V。 
构成 的 各 种 标量 [例如 R，RepR”，RapcaR*“，RopegR"“ RJ，(V°R)VR,s] 及 其 多 
项 式 ， 如 果 这 些 量 中 有 一 个 沿 不 完备 测 地 线 发 散 ， 就 说 时 空 存在 s.p. 曲 率 奇 性 
(s.p.curvature singularity)， 其 中 s.p. 是 scalar polynomial( 标 量 多 项 式 ) 的 缩写 ， 然 而 


中 准确 的 数学 定义 是 :时 空 (M，8u) 叫 不 可 延 拓 的 , 若 不 存在 时 空 (M',8 包 ) 使 (M， 8) 与 (M ,8 ) 的 真子 集 之 
间 存 在 等 度 规 映射 
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也 存在 这 样 的 时 空 , 其 标量 多 项 式 全 部 为 零 但 Re” #0( 类 似 于 类 光 矢 量 自我 缩 并 
为 零 而 矢量 自身 非 堆 )， 因 此 还 应 考虑 曲率 发 散 性 的 另 一 种 定义 : 若 Rec4 及 其 协 
变 导数 在 沿 测 地 线 平移 的 任 一 标 架 场 的 分 量 中 至 少 有 一 个 发 散 ,就 说 时 空 存在 p.p. 
曲率 奇 性 ， 其 中 p.p. 代 表 parallelly propagated basis (平移 基底 ). s.p. 曲率 奇 性 蕴含 
p.p. 曲 率 奇 性 ， 反 之 不 然 ， 在 肯定 时 空 存在 至 少 一 条 不 完备 的 类 时 或 类 光 测 地 线 
后 ， 就 可 说 时 空 是 奇异 的 ， 然 后 再 检查 沿 这 些 不 完备 测 地 线 有 无 曲率 发 散 性 ， 这 
有 三 种 可 能 : 有 s.p. 曲率 奇 性 ; @ 没 有 s.p. 曲率 奇 性 却 有 p.p. 曲 率 奇 性 ; @ 没 有 
曲率 奇 性 (没有 曲率 发 散 性 ). Taub-NUT 时 空 就 是 没有 曲率 奇 性 的 奇异 时 空 的 例子 
[ 见 Hawking and Ellis(1973) § 5.8 和 P.261]， 另 一 方面 ， 某 些 时 空 虽 然 存 在 曲率 发 
散 性 ， 但 只 当 “ 趋 于 无 限 远 ”时 才 发 散 ， 这 种 时 空 不 应 视 为 奇异 时 空 ， 可 见 ， 不 
用 测 地 不 完备 性 而 只 用 曲率 发 散 性 定义 时 空 奇 性 不 妥 . 


9.4.2 ”Rindler 度 规 的 坐标 奇 点 


如 果 你 能 找到 一 个 坐标 系 使 施 瓦 西 度 规 在 该 系 的 分 量 在 "= 2M 处 表现 正常 ， 

便 可 断定 "= 2M 只 是 坐标 奇 性 .这 是 判断 坐标 奇 点 的 充分 性 判 据 ， 可 惜 在 一 般 情 
况 下 寻找 这 种 “好 ”坐标 系 并 非 易 事 ， 不 存在 “旱涝保收 ”的 方法 ， 幸 好 施 瓦 西 
度 规 在 "= 2M 的 奇 性 只 涉及 4 维 线 元 中 的 前 两 维 ， 而 在 2 维 时 空中 寻找 “好 ” 坐 
标 系 的 问题 远 比 4 维 时 空 容 易 ， 本 小 节 先 介绍 一 个 虽然 简单 却 很 有 启发 性 的 例 
子 . 考虑 2 维 Rindler 时 空 ， 其 度 规 在 坐标 系 {1, zj 中 的 线 元 表达 式 为 

ds? =—x2dt? + dx?. (9-4-2) 
度 规 分 量 的 行列 式 8 = -x* 在 x*=0 处 为 零 , 因此 矩阵 (8w) 无 逆 ( 退 化 ), 可 见 gw 在 
x= 0 处 存在 奇 性 ， 欲 证 这 是 坐标 奇 性 首先， 注意 x 的 取 值 范围 不 应 包含 * = 0. 
相对 论 有 个 基本 约定 ， 即 背景 流 形 必须 为 连通 流 形 , 因此 x 的 范围 既 可 取 x*> 0 也 
可 取 x<0, 但 不 可 取 二 者 的 结合 ， 不 失 一 般 性 ， 取 x> 0， 即 限定 +，x 的 取 值 范 
围 为 


-ww<t<%w, 0<x<oo. (9-4-3) 
寻找 “好 ”坐标 系 以 断定 x= 0 处 的 奇 性 是 坐标 奇 性 的 方法 基于 以 下 事实 : 2 维 时 
空中 每 点 只 有 两 个 类 光 方向 (而 4 维 时 空 则 有 无 数 ), 因此 (局 域 地 看 ) 过 每 点 只 有 两 
条 类 光 测 地 线 ， 于 是 全 时 空 的 类 光 测 地 线 可 分 为 两 族 . 如 果 发 现 某 些 类 光 测 地 线 
不 完备 ， 就 说 明 所 给 时 空 被 删 去 某 些 区 域 .如 能 证 明 这 些 被 删 区 域 可 以 补 上 ， 即 
所 给 时 空 可 以 延 拓 ， 且 x= 0 是 延 拓 后 的 时 空中 的 一 点 ， 便 可 断定 x= 0 处 的 奇 性 
只 是 坐标 奇 性 ， 下 面 是 具体 做 法 . 

设 WO 是 Rindler 时 空 的 一 条 类 光 测 地 线 ，4 为 仿 射 参 数 ， 则 其 切 矢 
(38/64) =(0/0n)° dt/d4 + (0/0x)*dx/d4 
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满足 
0= gs(0/04)° (0/02) = goo(dt/94)* + gu(dx/d2)* =—x*(dt/d4)* + (dx/d4)?, 
因而 对 wm(4) 有 
dt/dx=+1/x, 1=+Inx+c ”(c 为 积分 常数 )， (9-4-4) 


“外 向 " 族 (2) 


“内 向 " 族 (1) 


图 9-11 2 维 Rindler 时 空中 类 光 测 地 线 的 “内 向 ” 族 (1) 
和 “外 向 ” 族 (2) 在 坐标 系 {1, x} 的 表现 

其 中 正 号 和 负 号 分 别 代表 “外 向 ” 族 和 “内 向 ” 族 类 光 测 地 线 (此 处 的 “外 向 ”和 
“内 向 ”只 为 陈述 方便 引入 ， 可 任 选 一 族 为 外 向 ， 另 一 族 为 内 向 .)， 而 不 同 值 则 
用 以 区 分 同一 族 中 的 不 同 线 . 于 是 1+ Inx 和 1- lnx 分 别 在 每 一 “内 向 ”和 “外 向 ” 
类 光 测 地 线 上 为 常数 。 用 下 式 定义 坐标 Vv 和: 

VU:=t+lnx, u:=t—Inx, (9-4-5) 
则 在 每 一 “内 向 ”类 光 测 地 线 上 为 常数 ，4 在 每 一 “外 向 ”类 光 测 地 线 上 为 常 
数 ， 由 式 (9-4-5) 得 


Hv-u) 


t=3 +), xXx=e’ (9-4-6) 


微分 后 代入 式 (9-4-2) 得 

ds2 =—e’ dvdu . (9-4-7) 
可 见 0= gw = gas(9/0v)"(8/9v)， 这 表明 坐标 基 矢 (3/9v) 为 类 光 矢 量 . 同 理 ， 
(18x0) "也 是 类 光 矢 量 . 因此 称 v ,z 为 类 光 坐 标 . 坐标 :和 x 的 取 值 范围 [ 见 式 (9-4-3)] 
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对 应 于 v 和 的 下 列 取 值 范围 ( 见 图 9-11): 
一 oo<D<o， 一 oo<M<oo. (9-4-8) 
这 似乎 表明 所 有 类 光 测 地 线 都 是 完备 的 , 其 实 不然 , 因为 和 并 非 仿 射 参数 . 仿 
射 参数 可 借 类 时 Killing 矢量 场 (3130)” 求 得 . 根据 定理 4-3-3， 下 面 定 义 的 E 沿 任 
一 类 光 测 地 线 CD) 为 常数 
E:=-g,(0/0n)°(0/04) =—goodt/d4=x?dt/d4, (9-4-9) 
其 中 4 为 仿 射 参 数 ， 注 意 到 u 在 任 一 “外 向 ”类 光 测 地 线 上 为 常数 ， 把 式 (9-4-6) 
代入 式 (9-4-9) 得 
en co 
= 4= 守 | “v= 条 
定义 V:=0. (9-4-11) 
6/12E 及 ci 为 常数 ,4 为 仿 射 参数 ， 式 (9-4-10) 表 明 V =e" 也 是 “外 向 ”类 光 测 
地 线 的 仿 射 参数 ( 见 定理 3-3-3). 由 式 (9-4-8) 和 V =e* 可 知 V 的 取 值 范围 是 (0, o%) ， 
可 见 “外 向 ”类 光 测 地 线 是 不 完备 的 ， 同 理 ， 对 “内 向 ”类 光 测 地 线 ， 
U:= -en (9-4-12) 
是 仿 射 参 数 ， 由 式 (9-4-8)、(9-4-12) 知 U 的 取 值 范围 是 (- co，0) ， 故 “内 向 ”类 光 
测 地 线 也 是 不 完备 的 .这 是 否 表明 Rindler 时 空 是 奇异 时 空 、x = 0 处 存在 时 空 奇 
性 ? 不 ,关键 在 于 Rindler 时 空 并 非 不 可 延 拓 时 空 而 是 某 个 更 大 时 空 删 去 某 些 区 域 
的 结果 ， 要 确信 这 一 结论 ， 先 由 式 (9-4-11)、(9-4-12) 导 出 
dVdU =e’ dvdu, (9-4-13) 


"+o, cl = 常数 . (9-4-10) 


再 代入 式 (9-4-7) 得 
ds*=—dVdU . (9-4-14) 

新 坐标 Vy,U 的 取 值 范围 

0<V<o， -oo<U<0 (9-4-15) 
是 由 原始 坐标 x 的 取 值 范围 0<x< om 导出 的 ， 然 而 现在 没有 必要 死守 这 一 范围 ， 
因为 由 式 (9-4-14) 可 知 度 规 在 坐标 系 {V, U} 中 的 唯一 非 零 分 量 gvv= -1/2 十 分 正常 ， 
即使 VU 取 值 超出 式 (9-4-15) 的 范围 , 线 元 式 (9-4-14) 照 样 表现 良好 ,根本 不 存在 
什么 奇 点 . 假如 一 开始 就 把 线 元 式 (9-4-14) 放 你 面前 而 不 提 及 以 前 的 所 有 内 容 ， 你 
自然 认为 其 Y，Q 取 值 毫 无 约束 ， 即 可 在 (- %, o%) 内 任意 取 值 ， 这 样 ， 我 们 通过 
引入 新 坐标 V，U 而 实现 了 对 Rindler 度 规 的 定义 域 的 延 拓 .x = 0 代表 的 是 延 拓 后 
的 定义 域 中 的 点 (V 轴 的 正 半 轴 ， 见 图 9-12. )， 度 规 在 这 些 点 表现 正常 ， 只 是 度 规 
在 原始 坐标 系 {1, x} 中 的 分 量 在 这 些 点 表现 不 好 .其实 这 也 很 自然 , x = 0 本 来 就 不 
属于 原始 坐标 系 的 坐标 域 (“ 擦 边 在 外 ”)， 当 初 称 x=0 处 有 奇 性 只 不 过 是 把 原始 
坐标 系 不 适当 地 用 到 了 坐标 域 之 外 . 所 以 x=0 处 的 奇 性 只 是 坐标 奇 性 ， 如 果 进 - 
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步 用 下 式 定义 坐标 T,X: 
T:=V+0)/2, X:=Y-DI12， (9-4-16) 


9-12 2 维 Rindler 时 空 是 2 维 闵 氏 时 空 的 一 个 子 时 空 (R 区 ) 


则 由 式 (9-4-14) 得 ds?= - d72 + dX?, 可 见 Rindler 度 规 其 实 是 平 直 度 规 , ”只 是 其 
真面目 被 原始 坐标 1, x 所 遮盖 . 由 式 (9-4-2) 定 义 的 Rindler 时 空 无 非 是 2 维 闵 氏 时 
空 的 一 个 子 时 空 [一 个 由 式 (9-4-15) 定 义 的 象限 ， 见 图 9-12 的 R 区 ]， 图 9-12 的 闵 
氏 时 空 是 图 9-11 的 Rindler 时 空 的 最 大 延 拓 ， 由 x 闻 =e”*=-VU 可 知 图 9-12 中 
V=0 及 U=0 的 两 条 直线 都 对 应 于 x=0， 这 正 是 前 面 所 讲 的 “x=0 不 属于 原始 
坐标 域 ( 擦 边 在 外 )” 的 具体 表现 . 虽然 图 9-11 中 的 两 族 类 光 测 地 线 与 图 9-12 中 RR 
区 的 两 族 类 光 测 地 线 外 观 不 同 ， 但 本 质 一 样 ， 这 再 次 说 明 ， 对 同一 时 空 ， 由 于 所 
用 坐标 系 不 同 ， 时 空 图 可 以 千差万别 . 


9.4.3 ” 施 瓦 西 时 空 的 Kruskal 延 拓 


作为 微分 方程 , 爱 因 斯 坦 方程 是 局 域 性 的 (给 定 流 形 一 点 及 其 任 一 邻 域 就 可 谈 
及 微分 方程). 方程 的 每 个 解 代表 一 个 度 规 , 至 于 该 度 规定 义 在 怎样 一 个 流 形 上 (这 
是 个 整体 问题 )， 则 只 能 在 求解 后 讨论 ， 以 原始 施 瓦 西 线 元 式 (9-4-1) 为 例 ， 前 已 指 
出 该 线 元 在 "= 0 和 ~= 2M 处 存在 奇 性 . 由 于 背景 流 形 必须 连通 ，r 的 范围 既 可 
取 r>2M 也 可 取 0<r<2M， 但 不 可 取 二 者 之 并 .不 妨 取 定 >> 2M， 再 设法 证 明 
r=2M 是 坐标 奇 点 . 证 明 的 方法 与 Rindler 情况 十 分 类 似 . Rindler 线 元 式 (9-4-2) 
不 但 是 2 维 的 , 而 且 存 在 类 时 Killing 矢量 场 (3130* ， 即 度 规 分 量 不 含 f， 这 进 一 
步 使 寻求 “好 ”坐标 系 的 任务 大 为 简化 ， 不 妨 把 完成 任务 的 方法 归结 为 如 下 的 程 
序 : 

ds =—xdt? + dx? =x2(-di2+x2dxr2). 

定义 x 的 函数 (x) 使 满足 dx. =xdx ， 则 ds? =x(- df?+dx,?). 令 Uv:=1+ 区 ， 


人 与 闵 氏 度 规 最 多 只 差 到 一 个 微分 同 胚 , 因而 等 价 ( 有 相同 几何 , 见 8.10.2. 小 节 ). 
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:=1 一 KK， 即 1=(V+W)/2, 区 =(0 一 )/2, 则 -df? +dx,* = 一 dvdu. 故 
ds =— xidvdu =—e’ “dvdu=—dVdU ， 
其 中 V =e” ,，U := -e“. 施 瓦 西 度 规 也 有 Killing 矢量 场 (3130” ， 等 价 地 ， 其 线 
元 式 (9-4-1) 前 两 维 ( 记 作 d$? ) 的 系数 也 不 含 :， 所 以 上 述 程序 同样 适用 : 
di =- (1-2M/ndi2+(-2M1r)ridr2 
=(1-2M/7) [-d2+0-2M1r dr] =(-2M/P (-d2+dr2)，(9-4-17) 
其 中 dx, := (1-2M/r) dr, (9-4-18) 


取 n=r+2MIn (元 -， (9-4-19) 


六 就 是 式 (8-9-D) 的 乌龟 坐标 令 
VU:=1t+h, := 一 大 或 1=(v+w)/12, n=(V-u)/2, (9-4-20) 


则 v 和 的 取 值 范围 是 


-co<D, <oo. (9-4-21) 
由 式 (9-4-20) 得 -dz +dn2 =- dvdu ， 故 
ds =— (L-2M/r) dudu . (9-4-22) 
令 V:= ep， U := -eB (为 待定 常数 )， (9-4-23) 
则 V 和 UV 的 取 值 范围 是 
0<V<o， -ma<U<0， (9-4-24) 
且 dvdu = Pes "dydU ， 
故 d? =- p87 (= eprodVdU . 


上 式 右边 的 因子 epw% ”可 用 式 (9-4-20) 表 为 epw-2 =e-2p* ， 用 式 (9-4-19) 表 出 
-2Br ， 代 入 整理 得 


4BM 
Eble-r) = e-2pr [5 机 


r-2M 
故 di? = 一 (六 四 J " (2 人 dvd . 
r r-2M 
有 可 能 使 上 式 奇异 的 情况 是 r=0 和 r- 2M = 0， 后 者 可 通过 先 
B=1/4M (9-4-25) 

而 消除 : 

di = 一 5 于 eprdydU = _32M ermayqv . (9-4-26) 

r 


上 式 表 明度 规 分 量 在 "=2M 处 不 再 奇异 ， 故 可 把 Y，V 的 取 值 范围 延 拓 至 V<0 
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和 U0 的 区 域 . 与 Rindler 情况 不 同 的 是 ， 式 (9-4-26) 表 明 r=0 仍 是 奇 点 , 故 7 
的 范围 只 能 限于 +>0, 可 见 V 和 UU 的 取 值 并 非 毫 无 限制 ,它们 的 搭配 必须 满足 >0 
的 条 件 ， 再 令 


T=3V+U), X:=~V-U), (9-4-27) 


1 
2 
并 补 上 后 两 维 ， 便 得 施 瓦 西 度 规 在 Kruskal 坐标 系 {T,X, 9, 9} 中 的 线 元 表达 式 
ds2 = 324 er (-d72+dX2)+rz(dg2+sin2g dg’). (9-4-28) 
a 


上 式 表明 施 瓦 西 度 规 可 以 定义 在 一 个 比 原来 定义 域 (r > 2M) 大 得 多 的 流 形 上 . 一 般 
地 说 ， 时 空 (MI，8gu) 称 为 时 空 (M，gap) 的 一 个 延 拓 (extension), 若 Mc 用 且 
Baw 1p = 8ab1,，VP eM .现在 所 得 到 的 原始 施 瓦 西 时 空 的 延 拓 称 为 Kruskal 延 拓 
[Kruskal(1960)]， 在 这 一 延 拓 中 ， 坐 标 7，X 可 取 饥 r>0 所 允许 的 一 切 值 ， 线 元 
式 (9-4-28) 中 的 应 看 作 坐标 和 XX 的 函数 ， 此 函数 由 下 式 定义 (不 难 由 新 旧 坐标 
的 关系 证 明 ): 


坚 ri2M 2 2 
二 一 一 上 =X° -7 . 9-4-29， 
(元 -小 (094.29) 


由 于 有 球 对 称 性 ， 可 以 只 画 前 两 维 的 时 空 图 ( 见 图 9-13)， 把 图 中 的 每 点 想像 为 一 
个 S*(2 维 球面 ) 就 得 到 4 维 时 空 ， 式 (9-4-28) 的 因子 -dT2+ dX? 表明， 在 以 T,X 为 
坐标 轴 的 2 维 施 瓦 西 时 空 图 中 ，( 径 向 ) 类 光 曲 线 都 是 土 45° 斜 直线 ， 这 为 讨论 提供 
很 大 方便 . 

由 式 (9-4-29) 可 知 r= 常数 ”对 应 于 X*-T?= 常数， 即 T-X 面 中 的 双 曲 线 
(r=2M 时 为 一 对 斜 直线 )， 补 上 后 两 维 就 是 旋转 双 曲面 (4 维 流 形 中 的 超 曲面 )， 其 
中 两 个 特例 很 重要 : 

(D r=0 对 应 于 X?-T?= -1. 可 见 Kruskal 延 拓 的 限制 范围 +>0 也 可 用 坐标 
表 为 

py (9-4-30) 
不 难 证 明 任 一 "一 0 的 径 向 类 光 或 类 时 测 地 线 都 不 完备 ， 由 计算 又 知 标量 场 
RosaR' 在 这 些 测 地 线 上 的 值 当 -> 0 时 趋 于 om (与 r-> 2M 时 RosaResd 趋 于 有 限 
值 明 显 不 同 )， 因 而 存在 s.p. 曲 率 奇 性 ， 这 暗示 时 空 不 能 再 延 拓 至 r=0 及 其 以 外 
(r<0), 说 明 r=0 是 时 空 奇 点 ，Kruskal 延 拓 是 施 瓦 西 时 空 的 最 大 延 拓 (maximal 
extension). 图 9-13(a) 的 阴影 部 分 对 应 于 r < 0, 不 属于 延 拓 后 的 时 空 .两 条 锯齿 状 
双 曲 线 代表 时 空 奇 性 r=0 所 在 处 (“ 奇 点 ”在 4 维 时 空中 不 是 一 个 点 )， 图 中 的 时 
空 范围 是 民 的 一 个 开 子 集 ， 同 胚 于 到 ， 而 2 维 球面 的 拓扑 结构 是 $$， 所 以 最 大 
延 拓 的 4 维 施 瓦 西 时 空 的 拓扑 结构 是 及 2 xS?. 请 特别 注意 图 9-13 中 阴影 区 外 每 个 
点 都 代表 一 个 S*， 两 个 不 同 的 点 代表 两 个 不 同 的 S*, 尤其 是 , 例如 p 和 p' 点 , 它 
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们 并 非 是 同一 S* 上 的 两 点 ， 亦 非 代表 同一 个 S*， 而 是 每 点 各 代表 一 个 S”. 


Se 


(a) A 和 A' 代 表 两 个 无 因果 联系 的 渐 近 平 直 区 ，B 为 黑洞 区 ，W 为 白 洞 区 . 
Nt 和 欠 # 是 黑洞 的 事件 视界 锯齿 状 曲 线 代表 奇 性 所 在 处 (不 属于 时 空 ) 


(b) 双 曲线 上 r= 常数 ， 过 原点 直线 上 += 常数 ， 阿 条 过 原点 的 45* 君 直线 上 = 2M,r=+m . 
图 9-13 施 瓦 西 时 空 的 Kmskal 最 大 延 拓 


(r=2M 对 应 于 X*-T?=0， 即 T= 土 X， 在 2 维 图 中 代表 两 条 过 原点 的 45° 
斜 直线 [图 9-13(a) 的 Ni 和 Na], 在 4 维 时 空中 是 两 个 3 维 面 (类 光 超 曲面 ), 它们 把 
时 空 分 成 4 个 开 区 域 : A 区 由 X>0 及 X*>7T?( 即 V>0,U<0) 表 征 , 由 式 (9-4-29) 
可 知 A 区 相当 于 r >2M 的 时 空 区 ， 是 原始 的 {4 r} 坐 标 系 的 坐标 域 ， 也 是 Kruskal 
延 拓 的 出 发 区 (“根据 地 ”)， 把 图 9-13(a) 的 流 形 看 作 前 面 关于 延 拓 时 空 的 一 般 定 
义 中 的 履 ， 其 度 规 5 由 线 元 式 (9-4-28) 描 述 ; 把 A 区 看 作 流 形 M， 其 度 规 gu 由 
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线 元 式 (9-4-1) 描 述 .， 线 元 式 (9-4-28) 无 非 是 式 (9-4-1) 做 坐标 变换 的 结果 ， 两 者 在 A 
区 内 代表 相同 度 规 场 gw， 故 ( 呆 ,8u) 的 确 是 (4, gap) (原始 的 施 瓦 西 时 空 ) 的 一 个 延 
拓 . B，W 和 A' 三 区 都 是 从 A 区 出 发 做 延 拓 的 产物 . A 区 的 边界 点 满足 V=0 或 
U=0， 而 由 式 (9-4-20) 及 V,，U 的 定义 又 得 1=2M [InV 一 In(-U0)], 可 见 A 区 的 点 
在 趋 于 边界 时 1 下 +m[ 见 图 9-13(b)]， 说 明 1 在 两 条 斜 直 线 上 没有 定义 ， 这 正 是 施 
瓦 西 线 元 (9-4-1) 在 r=2M 处 表现 奇异 的 原因 (两 线 不 属于 坐标 系 {1, 7} 的 坐标 域 , 恰 
人 恰 是 擦 边 在 外 . ). 
坐标 1, r 在 B，W 和 A' 三 区 尚未 定义 ， 注 意 到 A 区 中 坐标 Y， 也 与 坐标 

的 关系 


V =exp[(1+1)/4M), U=-exp[(n-—t)/4M], (9-4-31) 
可 反 过 来 用 V,，U 依 以 下 关系 定义 其 他 三 区 的 1，r 坐标 : 
B 区 V=exp[(n+t)/4M], U=exp[(n-t)/4M]; 
Ww 区 V=-exp[(n,+t)/4M)], U=-exp[(n,-1)/4M]; (9-4-31’) 
A' 区 V=-exp[(n,+7)/4M], U =exp{[(n,-—1)/4M]:; 
其 中 n=r+2M In Ir/2M -11. (9-4-32) 


把 线 元 式 (9-4-28) 用 于 B,，W，A' 区 并 借 式 (9-4-31")、(9-4-32) 改 写 为 以 1, r 表 出 的 
线 元 ,结果 仍 为 式 (9-4-1), 其 中 7 的 范围 对 B,W 区 为 0<r<2M, 对 A' 区 为 r>2M. 
可 见 A，A' 区 和 B, W 区 的 度 规 就 是 原始 施 瓦 西 线 元 式 (9-4-1) 分 别 限 于 +>2M 和 
0 <r<2M 的 结果 .4 个 区 中 坐标 T,X 与 +,r 的 关系 如 下 : 


A 区 T=(r/2M —1)"?e”'™ sh(1/4M), 
X=(r/2M -1)" ?e's ch(1/4M) ; (9-4-33) 
B 区 T=(1-r/2M) er4U ch(1/4M), 
X=(1—r/2M) ?er sh (1/4M) ; (9-4-34) 
W 区 T=-(1-r/2M) ?e”’s ch(1/4M), 
X=-(1—r/2M)" ?eM sh (1/4M); (9-4-35) 
A' 区 T=-(r/2M —1) ?e'sY sh(1/4M), 
X=-(r/2M -1)" ?e's ch(1/4M); (9-4-36) 
逆 变 换 为 
A，B，W，A' 区 (r/2M -De =X2 一 T2， (9-4-37) 
A，A' 区 1/2M =2th-1GVX) ， (9-4-38) 
B、WwW 区 1/2M = 2th-(X/1T) . (9-4-39) 


本 小 节 开 始 时 讲 过 ， 根 据 式 (9-4-1)， 一 方面 不 允许 取 r= 2M， 另 一 方面 也 不 
允许 既 取 +>2M 又 取 0<r<2M (否则 不 连通 ) 但 有 了 Kruskal 延 拓 就 不 同 .这 一 
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延 拓 表 明 施 瓦 西 度 规 在 A，B 区 及 其 交界 Ni (在 其 上 r=2M，+= 吕 ) 都 有 定义 ， 
AUN? UB 是 一 个 连通 流 形 ， 由 A 区 中 任 一 点 出 发 的 “内 向 ”( 指 7 值 不 断 减 小 ) 
的 、 指 向 未 来 的 类 光 或 类 时 曲线 将 不 可 避免 地 穿越 N+ 进入 B 区 . 反之，B 区 中 
任 一 点 发 出 的 指向 未 来 的 类 时 或 类 光 曲 线 都 不 可 能 穿越 Ni 进入 A 区 ， 它 们 的 必 
然 归 宿 是 掉 进 奇 点 ( 奇 点 不 属于 时 空 ，“ 掉 进 奇 点 ”的 准确 含义 是 指 该 世界 线 的 + 
值 越 来 越 小 ,无 限 逼近 于 0. 对 类 时 测 地 线 ， 掉 进 奇 点 意味 着 它 所 代表 的 自由 下 落 
观 者 从 固有 时 达到 某 值 开始 从 时 空中 消失 , 这 实在 奇 得 不 可 思议 . ) 这 表明 Ni 是 
个 “有 进 无 出 ”的 “ 单 向 膜 ”，A 区 中 的 任何 物体 (连同 光子 ) 一 旦 穿 过 它 而 进入 B 
区 就 永远 不 能 回 到 A 区 (只 能 掉 进 奇 点 )， 因 此 B 区 叫 黑洞 (black hole)，N1 叫 事件 
视界 (event horizon)， 考 虑 到 图 9-13 中 的 每 点 代表 一 个 2 维 球面 ， 可 知 黑 洞 是 个 4 
维 时 空 区 域 ， 而 事件 视界 则 是 个 (3 维 ) 类 光 超 曲面 (事件 视界 是 类 光 超 曲面 的 证 明 
留 作 习题 ， 见 习题 11 的 提示 ，)，A' 区 由 X<0 及 X?>T7? 表 征 ， 它 也 有 r> 2M， 
事实 上 它 与 A 区 有 完全 一 样 的 性 质 ， 包 括 它 与 黑洞 B 的 关系 也 类 似 于 A 区 与 B 
区 的 关系 , 故 N; 是 A' 区 的 事件 视界 . 但 A' 与 A 区 之 间 没 有 任何 因果 联系 : 从 A 
出 发 的 任 一 类 时 或 类 光 曲 线 都 不 能 进入 A' 区, 反之 亦 然 ， 在 这 个 意义 上 也 常 把 A 
与 A' 区 称 为 两 个 (互相 不 关联 的 )“ 字 害 ”. W 区 由 T<0 及 X?<7? 表 征 , 它 也 有 
r<2M. W 区 与 A( 或 A') 区 也 只 有 “一 膜 之 隔 ”, 这 “ 膜 ”就 是 类 光 超 曲面 N; (或 
Ni). N; 和 NT 都 是 “有 出 无 进 ” 的 “ 单 向 膜 ”，W 区 中 任 一 指向 未 来 的 类 时 或 类 
光 曲 线 都 将 穿越 N; (或 Ni ) 而 进入 A( 或 A') 区 ， 既 然 B 区 叫 黑洞 ，W 区 自然 叫 白 
洞 (white hole). 

以 上 是 在 全 时 空 为 真空 的 前 提 下 得 到 的 施 瓦 西 最 大 延 拓 ， 虽 然 这 一 延 拓 包 含 
了 黑洞 、 白 洞 、 事 件 视界 以 及 两 个 全 同 “宇宙 ”等 诱 人 术语 ， 其 物理 存在 性 (真实 
性 ) 却 还 须 另 做 讨论 .从 初 值 问题 的 角度 考虑 ， 整 个 时 空 存在 的 可 能 性 很 小 , 但 其 
中 的 一 部 分 (包括 A，B 区 及 其 间 的 事件 视界 的 一 部 分 ) 却 很 有 意义 ， 详 见 9.4.6 小 
节 


作为 本 小 节 的 结束 , 我 们 讨论 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 空 的 Killing 矢量 场 ， 延 拓 前 
的 时 空 有 4 个 独立 的 Killing 矢量 场 ,其 中 3 个 反映 球 对 称 性 , 见 88.2 的 后 ,， 狂 ? ， 
名 ; 第 4 个 反映 静态 性 , 即 5" =(6/01)*. 与 " ，6* ， 纪 对 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 
仍 是 反映 球 对 称 性 的 Killing 场 .由 于 坐标 ! 在 A，A' ，B，W 四 区 中 都 有 定义 ， 
且 在 每 区 用 坐标 *，r 写 出 的 线 元 都 是 原始 施 瓦 西 形式 ， 故 各 区 的 如 = (6/61)* 仍 是 
Killing 场 . 注意 , 在 B 和 W 区 不 是 类 时 而 是 类 空 ,因为 由 线 元 式 (9-4-0) 知 r< 2M 
导致 86(0/91)"(9/91)” >0. 除 姑 ， 名 "， 名 "和 名 外 不 存在 其 他 独立 的 Killing 矢量 
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场 , 故 B 和 W 区 不 是 静态 时 空 区 . (0/01)" 在 类 光 超 曲面 N; 和 Nz 上 无 意义 ， 因 坐 
标 ! 在 其 上 无 意义 (!= tm )， 然 而 可 用 坐标 基 矢 (208V) ”和 (3/80) 在 A 区 把 纪 表 
为 

€° =(0/01)° = 证 [Ya -UVU(B/80)"] ， (9-4-40) 


由 于 (90Y)” 和 (830)" 在 Ni 和 Ns 上 有 定义 ， 可 用 上 式 定义 Ni 和 No 上 的 矢量 场 
如 ， 并 验证 它 是 类 光 Killing 矢量 场 . 于 是 在 全 流 形 上 有 第 4 个 C* 的 Kiliing 矢量 
场 包 ， 而 且 它 同 其 他 3 个 独立 Kiling 矢量 场 正 交 ， 可 见 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 
的 对 称 性 由 4 个 Kiliing 场 描写 ， 前 3 个 反映 球 对 称 性 ， 第 4 个 (指名 ) 在 A 和 A 
区 为 类 时 ,在 B 和 W 区 为 类 空 ， 而 在 Ni 和 N 上 为 类 光 . 由 此 可 知 Birkhoff 定理 
的 原始 提 法 “真空 爱 因 斯 坦 方程 的 球 对 称 解 必 为 静态 度 规 ”中 的 “静态 ” 改 为 “ 施 
瓦 西 ”的 必要 性 ( 见 8.3.3 小 节 ); 施 瓦 西 度 规 不 一 定 是 静态 度 规 ， 从 几何 角度 看 ， 
Birkhoff 定理 的 实质 是 ， 若 度 规 满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 且 具 有 反映 球 对 称 性 的 3 
个 Kiling 场 ， 则 它 必 有 第 4 个 (额外 的 ， 并 非 事先 指定 的 )Killing 矢量 场 g， 它 既 
可 为 类 时 ， 也 可 为 类 空 甚至 类 光 ， 视 所 论 时 空 点 而 定 . 
9.4.4 施 瓦 西 时 空 的 无 限 红 移 面 

设 事件 视界 以 外 的 静态 观 者 G 和 G: 的 径 向 坐标 分 别 为 和 (> ,G 向 G' 改 


光 , 由 式 (9-2-3) 便 可 求 得 红 移 zs (4'- ?14. 若 把 普 固定 , 则 z 是 -的 函数 ,满足 
dzD/dr<0 以 及 Jim z(7)=m. 因此 超 曲 面 r= 2M 亦 称 无 限 红 移 面 (surface of 


infinite redshift). 然而 , 不 应 说 “无 限 红 移 面 所 发 的 光 到 达观 者 G' 时 有 无 限 红 移 ”， 
因为 超 曲面 "= 2M (事件 视界 ) 上 任 一 点 发 出 的 外 向 类 光 测 地 线 都 只 能 躺 在 视界 
上 而 不 能 到 达 G". 

施 瓦 西 时 空 ( 指 A 区 ) 只 有 一 个 静态 参考 系 (只 有 一 个 超 曲面 正 交 的 Killing 矢量 
场 , 即 如 .), 然而 却 有 无 限 多 个 稳 态 参考 系 . 这 是 因为 6* 和 类 空 Killing 场 (03/99) 
的 线性 组 合 2=6?+ B(0/99)* (其 中 有 为 常数 ) 仍 是 Killing 场 ， 在 其 为 类 时 的 
区 域 就 对 应 于 稳 态 参考 系 ， 式 (9-2-2) 对 任 一 稳 态 参考 系 都 适用 ， 只 须 把 式 中 的 如 
理解 为 # .无限 红 移 面 对 应 于 -2*& = 0 ， 因 此 依赖 于 所 涉及 的 稳 态 参考 系 ， 事实 
上 ， 如 果 愿 意 ， 连 闵 氏 时 空 也 可 找到 存在 无 限 红 移 面 的 稳 态 参考 系 .由 于 施 瓦 西 
时 空中 静态 参考 系 是 唯一 的 ， 不 加 说 明 时 的 无 限 红 移 面 就 是 指 -4"& = 0 的 面 (与 
事件 视界 重合 )，“ 红 移 因子 ”就 是 指 

万 =(-6°E) =( -2hM/PU2 
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9.4.5 ” 获 入 图 [选读 ] 


不 少 文献 、 教 材 和 科普 著作 喜欢 用 嵌入 图 ( 见 图 9-14) 来 直观 描述 施 瓦 西 黑 
洞 . 本 小 节 对 嵌入 图 做 一 介绍 . 为 了 由 浅 入 深 , 先 讨论 静态 球 对 称 恒星 的 谈 入 图 . 式 
(9-3-19) 代 表 静 态 球 对 称 恒 星 内 部 的 度 规 ， 它 在 任 一 等 上面 Zi 上 的 请 导线 元 为 


-1 
ds? -| dr2+rz(dg2 +sin2g dg’). (9-4-41) 
差 


以 R 代 表 恒星 半径 ， 若 令 m(r) 在 r> 尽 时 取 常 值 M = m(R) ， 则 上 式 对 恒星 内 外 都 
适用 . 这 是 一 个 弯曲 线 元 . 由 于 球 对 称 性 ,可 只 考虑 马 中 9=T/12 的 截面 ( 记 作 9)， 
其 诱导 线 元 为 
-1 
ds? -(-22) dr2+r2 dg?. (9-4-42) 


z 


Gp) 


—r=2M 
$lp') 


图 9-14 施 瓦 西 时 空 的 底 入 图 (T= 0， 压 缩 挤 一 维 ) 


以 gob 代表 这 个 线 元 对 应 的 度 规 , 则 (S, 8ob) 是 2 维 歼 曼 空间 .为 了 直观 地 表现 其 内 
课 兹 曲 情况 ， 可 把 它 锌 许 进 高 一 维 的 欧 氏 空间 ( 民 ,6,,) 中 ， 即 考虑 嵌入 映射 
$8:5 一 民 ， 利 用 GlS] 在 区 ?中 的 外 部 次 曲 情况 直观 地 反映 (5， gab) 的 内 豪 弯曲 情 
况 . 图 9-15 就 是 把 ($, gab) 谋 进 ( 民 ,6,) 的 嵌入 图 . 由 图 看 出 ， 越 是 远离 恒星 中 心 ， 
空间 谊 曲 越 是 轻微 ， 当 一 oo 时 趋 于 平 直 ， 但 是 ， 这 个 图 是 怎么 画 出 的 ? 根据 什 
么 原则 画图 才 有 此 等 功效 ? 
3 维 欧 氏 度 规 6.p 在 柱 坐 标 系 {z,7,9} 的 线 元 表达 式 为 

ds =dz2+dr2z+rzdp2. (9-4-43) 

在 S 上 取 一 径 向 元 线段 ， 首 末 点 p，p' 的 7 值 之 差 为 dr ( 见 图 9-16 左 )， 若 把 这 线 


段 平移 至 S$ 上 上 值 不 同 之 处 ， 则 新 旧 两 线段 虽然 dr 相同 ， 但 线 长 一 般 不 等 [ 见 式 
(9-4-42)]， 这 是 (S, 8ub) 内 训 这 曲 的 一 种 重要 表现 令 9=G(p) ，49'=G(p') ， 只 要 画 
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图 时 保证 元 段 9g' 与 pp' 线 长 相等 ， 则 网 S] 在 本 中 的 外 部 弯曲 情况 就 反映 (S，8ob) 
的 上 述 内 豪 宠 曲 性 ， 这 就 是 谈 入 图 的 绘制 原则 ， 据 此 便 可 找到 曲面 叮 $S] 的 方程 ， 
从 而 画 出 5S]. 作为 取 中 的 超 曲面 ， 册 LS] 的 方程 可 以 表 为 了 (z,r)= 0( 轴 对 称 性 使 
了 不 含 0)， 对 应 于 一 元 函数 z=z(r)， 它 代表 岂 S] 上 任 一 点 的 z 值 对 值 的 依从 关 
系 ， 于 是 LS] 上 任 一 元 线段 的 线 长 为 


ds =dz?+dr’ +r? dg’ ={[dz(r)/dr]? +1}dr? +r? dg’. (9-4-44) 
与 式 (9-4-42) 对 比 得 
2 -1 
dz(r) 有- 2m(r) dz(r) | 2m(r) 
| | 和 ] pe 9， (9-4-45) 
_f" | 2m(r’) 
故 z= 三 i (对 0<r<o)， (9-4-46) 
因为 对 r>R 有 m(r)=M ， 所 以 
z(r)= V8M (r-2M)+C (对 rR), (9-4-47) 
= R | 2m(r) 
其 中 C=-V8M CR m+], 7 dr (9-4-48) 


为 常数 ， 虽 然 对 r< 尺 的 点 z(r) 取 决 于 m(n) 的 函数 形式 ， 但 +r>2m(n) 保 证 z() 是 单 
调 常 增 函 数 ， 而 式 (9-4-47) 则 表明 GLS] 在 r>R 时 为 旋转 抛物 面 ， 于 是 有 图 9-15 那 
样 的 嵌入 图 (对 r<RR 只 是 定性 地 画 出 )， 请 注意 , 嵌入 图 的 背景 欧 氏 空间 (R?, 6,,) 
只 是 为 表现 网 S] 而 人 为 引入 的 ， 真 正 有 物理 意义 的 点 只 是 网 S] 上 的 点 (不 要 以 为 
“草帽 里 ”可 以 装 入 什么 东西 ). 


图 9-15 静 态 球 对 称 恒星 的 嵌入 图 (压缩 挤 一 维 ) 


现在 就 不 难 理解 图 9-14, 它 其 实 是 施 瓦 西 解 的 Kruskal 延 拓 ( 见 图 9-13) 中 T=0 
(因而 1=0) 的 “全 空间 ”万 的 嵌入 图 ， 硬 包含 用 9-13 中 位 于 久 轴 的 所 有 点 (每 点 
代表 一 个 球面 S2)， 仿 照 上 述 推 导 可 知 谈 入 图 中 超 曲面 几 蕊 ) (图 中 压缩 一 维 ) 是 由 


方程 
z(r)=+V8M (r -2M) (9-4-49) 
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(Rd) 


#5S] 


图 9-16 从 静态 球 对 称 恒星 时 空中 的 5 面 到 (区 ,5,6) 的 嵌入 映射 


决定 的 旋转 抛物 面 (由 于 渐 近 平 直 , 它 向 上 下 两 侧 发 展 为 两 个 近似 于 平面 的 曲面 . ). 
因为 20 中 任 一 点 的 了 值 都 大 于 等 于 2M， 所 以 嵌入 图 中 不 存在 r<2M 的 点 ， 整 个 
“空间 ”被 r=2M 的 点 组 成 的 园 周 (其 实 是 球面 ) 分 为 上 下 两 半 ( 称 为 喉 ， 即 
throat. )， 分 别 对 应 于 图 9-13 (b) 中 X 轴 上 义 >0 和 义 <0 两 部 分 例如， 图 9-13(b) 
的 Pp 和 p' 点 分 别 对 应 于 图 9-14 的 辆 周 (球面 )G(p) 和 9(p'). 有 必要 再 次 提醒 读者 ， 
嵌入 图 中 只 有 那 张 旋转 抛物 面 才 代 表 1=0 时 的 “全 空间 ” 马 ， 面 外 各 点 并 无 物 
理 意义 . 


9.4.6 球 对 称 恒星 的 引力 塌 缩 和 施 瓦 西 黑洞 


如 9.3.2 小 节 所 述 ， 演 化 后 期 的 球 对 称 恒星 要 想 维持 内 部 流体 静 力学 平衡 [ 满 
足 式 (9-3-17)]， 其 质量 必须 小 于 中 子 星 质 量 上 限 .初始 质量 大 于 这 一 上 限 的 恒星 
如 果 不 能 在 演化 中 抛 出 足够 质量 从 而 成 为 稳定 的 白矮星 或 中 子 星 ， 就 根本 没有 稳 
定 状态 可 言 ， 只 能 不 断 去 缩 而 成 黑洞 根据 Birkhoff 定理 ( 见 8.3.3 小 节 )， 星 外 时 
空 必 有 施 瓦 西 度 规 ， 因 此 可 用 时 空 图 9-17 描述 ， 图 中 无 阴影 部 分 与 图 9-13 的 相 
应 部 分 全 同 ， 但 阴影 部 分 则 由 星 内 度 规 ( 爱 因 斯 坦 方程 的 非 真空 解 ) 描 述 ， 因 此 球 
对 称 韦 缩 旺 的 时 空 根本 没有 白 洞 区 W， 也 没有 A' 区 ， 但 黑洞 区 B 以 及 A 区 的 一 
部 分 在 此 情况 下 却 有 重要 意义 ， 无 论 构成 星体 的 物质 如 何 坚 实 ， 只 要 星体 表面 越 
过 事件 视界 ， 就 只 能 不 断 收缩 ， 直 至 整个 星体 被 压 为 奇 点 ， 理 由 很 简单 :星体 表 
面 任 一 点 的 世界 线 都 必须 位 于 光 锥 以 内 (类 时 ), 因 而 与 7 轴 的 夹 角 必须 小 于 45°( 注 
意 , 图 9-13 和 9-17 中 士 45* 斜 直线 代表 类 光 测 地 线 ) 施 瓦 西 坐标 只 能 戏 盖 r> 2M 
(或 0<r<2M) 的 时 空 区 域 ， 因 而 不 能 表现 恒星 晚期 坪 缩 为 施 瓦 西 黑洞 的 全 过 程 ， 
特别 是 ， 不 能 表现 全 过 程 中 最 关键 的 一 步 一 星体 表面 缩 进 事件 视界 以 内 ， 如 果 
要 用 施 瓦 西 坐标 描写 恒星 十 缩 ， 则 只 能 画 成 图 9-18. 由 于 施 瓦 西 坐标 系 (关键 在 坐 
标 0 在 r=2M 处 没有 定义 ， 此 图 实际 上 只 是 把 两 个 图 (分 别 表现 为 ">2M 和 
0<r<241) 拼 在 一 起 的 结果 ， 图 的 右边 (r > 2M0) 容 易 使 人 误 以 为 抽 缩 星 表面 永远 处 
于 事件 视界 r=2M 以 外 ， 这 种 误解 来 自 把 := 四 混同 于 “永远 ”( 知 道 芝 诺 伴 雇 的 
读者 可 注意 坐标 时 间 + 同 “ 阿 基 里 斯 时 间 ” 的 类 似 性 )， 由 图 9-13b 可 知 星体 表面 
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与 r= 2M 的 交点 ( 见 图 9-17 的 站 对 应 于 += m ,但 星体 表面 的 观 者 在 p 点 的 固有 时 
z 却 是 有 限 值 ， 他 从 此 进入 黑洞 并 在 很 短 的 Ar 内 掉 和 人 奇 点 (对 M =3Mo 的 黑洞 ， 
Ar 约 为 2x105s.). 


0 2M 


图 9-17 用 Kruskal 坐标 描述 大 质量 恒星 晚期 ”图 9-18 ”用 施 瓦 西 坐 标 描述 恒星 晚期 十 缩 ， 虽 
雪 缩 ， 施 瓦 西 真空 解 只 适用 于 星体 表面 以 外 ，。” 然 星体 表面 要 到 + -wm 才 缩 至 r=2M， 却 不 表 


B 区 代表 由 博 缩 造成 的 黑洞 明 它 永远 处 于 视界 以 外 ， 因为 坐标 
不 代表 “永远 ” 
便 星 十 缩 成 黑洞 的 过 程 可 以 更 形象 地 用 另 一 坐标 系 一 一 内 向 Eddington 坐标 
系 {v,r, 9, 9) 一 一 表示 , 它 虽 不 像 Kruskal 系 那样 能 覆盖 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 ， 
但 能 覆盖 A 区 和 B 区 (而 不 像 施 瓦 西 坐标 系 那样 只 能 覆盖 4 个 区 中 的 任 一 个 )， 该 
系 的 r"，9， 9 与 施 瓦 西 系 的 对 应 坐标 相同 ，v:= ! + r.， 施 瓦 西 系 的 前 两 维 线 元 


时 趋 于 无 穷 


d82 =- (1—2M/r) dt? +(1-2M/r) dr? (9-4-50) 
在 内 向 Eddington 系 成 为 
d$2 =— (1-2M/r) dv? +2dvdr. (9-4-51) 


由 上 式 知 非 零 分 量 gw = 一 (1-2M/r) ，8gw =1 及 行列 式 8= -1 在 r= 2M 处 皆 表 现 
良好 , 故 r=2M 不 再 是 奇 点 . 再 考虑 到 we (-oo,oo) 对 应 于 Ye(0,o) , 可 知 {o， +} 
能 覆盖 图 9-13 的 A，B 区 . gr=0 和 g,, = 一 (1-2M/r) 还 表明 内 向 Eddington 系 
{Vv,r，9, 9} 的 坐标 基 矢 (6/8r)* 为 类 光 矢 量 而 (8/9v)* 为 类 时 (对 A 区 ) 或 类 空 (对 B 
区 ) 矢 量 . 设 7( 人 是 A，B 区 内 任 一 径 向 类 光 测 地 线 ， 则 由 式 (9-4-50 有 


一 
0-- (i 并 | (名 +12 dar_do| -于 莒 :2 各 ， 
r d4 dada dA rjd4 dn 
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说 明 径 向 类 光 测 地 线 分 为 两 族 ， 分 别 由 以 下 条 件 表 征 : 


(D dv/d4=0， 即 v= 常数 ; (9-4-52) 
2M \dv dr dv 2r 

= [is 革 = 9-4-53 

® ( r 典 * 机 -0， 故 机 -7204 0459) 


第 一 族 类 光 测 地 线 在 v~r 图 中 为 水 平 直线 ， 不够 直观 . 定义 ? :=v-r ， 则 由 式 
(9-4-51) 得 
d$*° =- (1—2M/r) df? +(4M/r) didr+ (1+2M/r) dr?. (9-4-54) 
两 族 类 光 测 地 线 在 坐标 系 {7, 7} 中 的 表现 如 图 9-19: 族 (1) (内 向 族 ) 的 方程 为 
df/ dr = -1 ， 因 而 是 斜率 为 -1 的 平行 直线 族 ; 族 (2) (外 向 族 ) 的 方程 则 为 
di/dr=(r+2M)/(r—-2M), 


m2M 族 (1) 


图 9-19 2 维 施 瓦 西 时 空 两 族 类 光 测 地 线 在 {7,7} 坐标 系 的 表现 


其 表现 颇 为 特别 : 除 一 条 为 竖 直 线 (r = 2M) 外 都 是 曲线 , 在 竖 直线 以 右 的 线 的 + 值 
随 仿 射 参数 4 的 增 大 而 增 大 (真正 外 向 ), 但 在 竖 直 线 以 左 的 线 的 > 值 却 随 1 增 大 而 
减 小 (实际 上 内 向 ,但 仍 属 外 向 族 . )， 这 一 怪事 反映 了 黑洞 的 重要 特征 : r= 2M 
是 事件 视界 , 在 视界 以 内 (r < 2M) 的 任何 光子 都 不 能 穿越 视界 而 到 达 洞 外 (7 > 2M) ， 
它们 的 ~ 值 只 能 不 断 减 小 至 零 、 由 两 族 类 光 测 地 线 可 方便 地 夯 出 各 点 的 光 锥 ， 这 
对 分 析 质 点 的 运动 大 有 帮助 ， 因 为 质点 的 世界 线 为 类 时 线 ， 线 上 每 点 的 切 矢 必 须 
限于 该 点 的 光 锥 之 内 ， 由 此 可 知事 件 视界 外 的 质点 可 穿越 视界 进入 黑洞 ， 而 一 旦 
进入 就 无 法 退出 ,只 能 掉 和 人 奇 点 . 把 图 9-19 以 了 轴 为 对 称 轴 旋 转 便 得 3 维 时 空 图 ( 见 
图 9-20)， 再 补 上 坦 缩 星 表面 的 世界 管 ( 图 中 的 炮弹 形 )， 就 可 形象 表现 坦 缩 为 黑洞 
的 星体 的 外 部 时 空 几何 ， 为 便于 理解 ， 讨 论 以 下 假想 实验 (“假想 ”包括 忽略 潮汐 
力 的 后 果 ). 设 某 观 者 坐 着 燃料 充足 的 飞船 做 黑洞 探险 ， 如 果 他 不 开动 发 动机 ， 飞 
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船 将 自由 下 落 , 必然 穿 过 事件 视界 进入 黑洞 并 葬身 奇 点 . 如 果 他 在 到 达 视界 前 “ 悬 
上 崖 勒 马 ”， 掉 转 船 头 ， 开 足 马力 ( 即 在 > 尚未 小 到 2M 时 就 让 7 重新 变 大 )， 是 可 以 
安全 返航 并 提交 探险 报告 的 ， 然 而， 如 果 他 多 走 一 步 到 达 视 界 (须知 当 他 的 世界 线 
与 视界 相交 时 他 并 无 特殊 感觉 )， 就 将 “一 失足 成 千古 恨 ”， 因 为 由 视界 上 的 光 锥 
可 知 一 到 视界 就 无 法 逆转 ， 就 连 向 远方 朋友 打 个 无 线 电话 也 传 不 出 去 ， 因 为 在 视 
界 上 所 发 出 的 “外 向 ”光子 只 能 沿 视界 竖 直 向 上 (7 值 保持 为 2M). 


奇 点 r=0 


图 9-20 (i,r} 系 中 恒星 声 缩 为 黑洞 的 时 空 图 ， 黑 洞 探 险 者 在 
到 达 视 界 前 如 不 掉 转 船 头 势必 掉 人 奇 点 


下 面 再 讨论 坪 缩 星 的 外 观 . 图 9-21 示 出 星体 表面 所 发 的 外 向 光子 到 达 外 部 静 
态 观 者 的 情况 ， 由 于 视界 以 内 的 星体 表面 所 发 光子 不 能 到 达 视界 以 外 ， 外 部 观 者 
似乎 会 看 到 星体 逐渐 变 小 ， 忽 然 消失 ， 然 而 细 观 图 9-21 可 知情 况 并 非 如 此 ， 由 于 
视界 以 外 的 外 向 光子 世界 线 越 靠近 视界 越 陡 ， 在 视界 上 完全 坚 直 ( 躺 在 视界 上 )， 
外 部 观 者 将 永远 (无 论 其 固有 时 r 为 多 大 ) 收 到 视界 外 的 星体 表面 所 发 的 光 ， 他 会 
感到 星体 的 收缩 越 来 越 慢 ， 星 体 越 来 越 趋 于 某 一 大 小 ，” 即 感到 星体 半径 以 越 来 


外 稍 后 将 看 到 外 部 观 者 收 到 的 光波 存在 越 来 越 严重 的 红 移 . 因此 , 只 有 假定 (理论 上 ) 观 者 对 任何 波长 和 强度 
的 光 都 能 感受 , 他 才 会 有 正文 中 的 感觉. 
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越 小 的 速率 趋 于 2M 并 将 “冻结 ”在 这 一 大 小 .这 种 现象 也 称 为 引力 场 中 的 钟 慢 
效应 . 第 6 章 曾 指出 , 在 比较 钟 速 时 首先 要 确定 比较 的 具体 办 法 (约定 一 个 明确 的 
“ 比 钟 ”方案 )， 在 图 9-21 的 情况 下 ， 光 子 世 界线 就 成 为 选择 比 钟 方案 的 关键 : 
我 们 约定 把 两 条 相 邻 的 径 向 光子 世界 线 在 星体 表面 观 者 和 外 部 观 者 世界 线 上 分 别 
定 出 的 固有 时 间 Ar 和 Ar 作为 比较 对 象 . 计算 表明 ( 见 选读 9-4-3)Az'> Ar ,而且 
车 Ar, =A5n 则 A 妈 >Azi， 即 Ar'/Ar 随 z 增加 而 增加 ， 所 以 外 部 观 者 认为 星体 表 
面 的 标准 钟 不 但 比 自己 的 钟 慢 ， 而 且 越 走 越 慢 (请 注意 ， 这 种 “认为 ”是 时 空 几何 
以 及 刚才 所 约定 的 比 钟 方案 的 共同 结果 )， 这 种 钟 慢 效应 的 另 一 表现 就 是 红 移 把 


5 两 条 相 邻 径 向 类 光 测 地 线 看 作 两 个 相 邻 波峰 的 世界 


了 


线 ，Ar 和 Ar' 便 分 别 是 星体 表面 观 者 和 外 部 观 者 测 
得 光波 的 周期 ，Ar' > Az 便 说 明 外 部 观 者 收 到 的 光 
波 有 较 大 波长 ， 即 有 红 移 ; 而 Ar"/Ar 随 rt 增加 而 增 
加 则 说 明 红 移 越 来 越 甚 ， 不 过 这 种 红 移 与 9.2.1 小 节 
讨论 的 稳 态 观 者 之 间 的 红 移 有 所 不 同 ， 因 为 星体 表 
面 的 观 者 不 是 稳 态 观 者 ， 详 见 选读 9-4-2. 
[选读 9-4-1] 

同一 物理 过 程 在 不 同 坐标 系 中 有 如 此 不 同 的 时 
空 图 ， 这 往往 使 初学 者 感到 困惑 不 解 ， 问 题 的 实质 
其 实 很 简单 : 坐标 系 按 定义 无 非 是 从 流 形 的 某 个 开 
集 O 到 区 的 某 个 开 集 V 的 映射 ,时 空 图 是 指 V 中 的 
图 .同一 物理 过 程 在 不 同 坐 标 系 中 当然 可 有 不 同 的 
时 空 图 ， 不 妨 说 物理 过 程 是 绝对 的 ， 而 时 空 图 (由 于 
涉及 坐标 系 ) 是 相对 的 ， 本 书 在 第 一 次 介绍 时 空 图 时 
(6.1.5 小 节 ) 就 已 指出 过 这 一 问题 . 

由 式 (9-4-54) 可 知 坐 标 基 和 失 (B/87)? 与 (3/8r) 并 
不 正 交 ， 图 9-19 把 7 了 轴 和 r 轴 画 成 正 交 ， 是 因为 时 
图 9-21 外 部 观 者 原则 上 可 永 。” 空 图 是 民 ' 的 开 集 V 中 的 图 ， 并 不 直接 反映 时 空 度 
和 远 收 到 视界 外 的 星体 表面 所 发 。 规 ， 因 而 不 反映 失 量 的 正 交 性 ， 图 9-19 所 表达 的 只 
的 光 , A5i > A 表明 存在 红 移 。 是 ， 所 有 竖 直 线 都 是 r 为 常数 的 线 ,所 有 水 平 线 者 是 
人 “4 而 A 路 >A 才 表明 红 了 为 常数 的 线 、 只 有 这 样 ， 由 df/dr=-1 和 


移 越 来 越 其 dz/dr=(r+2M)Mr-2M) 刻 划 的 两 族 类 光 测 地 线 才 
表现 为 图 中 的 两 族 线 . 
[选读 9-4-1 完 ] 
[选读 9-4-2] 


为 简化 讨论 ， 考 虑 最 简单 的 恒星 模型 ， 即 均匀 密度 的 无 压强 球 对 称 星 (尘埃 
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云 )， 由 于 压强 梯度 为 零 ， 星 体 表面 每 点 的 世界 线 都 是 径 向 类 时 测 地 线 ， 图 9-22 
示 出 星体 表面 某 事件 p 所 发 光子 到 达 外 部 观 者 (事件 p') 的 情况 ，Z” 和 2 分 别 代 
表 p 点 的 径 向 自由 下 落 观 者 和 静态 观 者 的 4 速 ，Z” 代表 外 部 静态 观 者 在 p' 点 的 
4 速 . 设 放 ， 夺 和 外 分 别 是 Z”，Z" 和 Z”" 测 同一 光子 所 得 的 波长 ， 则 由 式 (9-2-2) 
可 知 , 

= 乞 ， (9-4-55) 


TE 
| 


共 昌 2 172 
2 2M papa 2M 

X=(-6°6,) |- 到 | ， Ms) -站 | :(9-4-56) 
然而 前 面 提 到 的 Ar'> Ar 所 对 应 的 红 移 却 是 指 (1'- 14. 在 式 (9-4-55) 的 基础 上 ， 
欲求 1 14 只 须 求 414. 这 时 间 题 只 涉及 已 点 ， 可 用 同 狭义 相对 论 相 同 的 手法 处 理 
( 见 8$7.2 和 8$7.5)， 这 实质 上 就 是 多 普 惑 频 移 问题 ， 允 许 直 接 使 用 式 (6-6-48a)， 式 
中 的 y 可 求 之 如 下 : 

=-8Z"2* =—ga, (0/OT)" x (0/01) = XIE . 

(其 中 已 是 以 Z 为 切 夭 的 类 时 测 地 线 的 能 量 . ) 再 由 = (1-x2) -2 求 得 Za 相对 于 过 4 
的 3 速率 4= VE2 一 X71E ， 代 入 式 (6-6-48a) 便 得 


i E+JE 7 
和 (9-4-57) 


上 式 表明 ， 当 pp 点 无 限 趋 近 事件 视界 时 , 观 者 Z” 和 2Z” 测 得 的 波长 之 间 存 在 无 限 (多 
普 勒 ) 红 移 ， 式 (9-4-55) 和 (9-4-57) 结 合 便 可 求 得 14 : 
LH _XE+YE: -x') 
4 x ” 
上 式 可 看 作 多 普 勒 红 移 与 引力 红 移 的 结合 ， 借 用 此 式 还 可 补 证 本 选读 前 一 段 所 给 
的 结论 一 一 对 图 9-21 有 Ar'> Ar 以 及 Ar'/Ar 随 z 增 加 而 增加 ， 因 为 Ar 和 Ar 可 
分 别 解释 为 光波 在 发 射 和 接收 时 的 周期 ， 所 以 
了 2 -~ a 
AT ZENE x) LE>E, (9-4-59) 
Ar 4 fs 
式 中 巨 为 址 缩 星 表面 一 点 的 世界 线 ( 测 地 线 ) 的 能 量 ， 即 
E=-go,(0/01)° (0/07)? =—xgasZ°(0/07): = xy ， 
其 中 /= 82"(B/8r)”. 把 该 测 地 线 反 向 延至 r= 吕 ， 则 X= 1 而 》 仍 大 于 (等 于 )1， 
故 世 宇 1， 由 式 (9-4-59) 便 知 Ar'>Ar ,而 且 X 减 小 时 Ar'/Ar 增 大 ， 可 见 Ar'/Ar 随 
z 增加 而 增加 ， 就 是 说 ， 随 着 星体 的 韦 缩 ， 其 表面 所 发 的 光 到 达 外 部 观 者 时 红 移 


(9-4-58) 
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越 来 越 其 . [选读 9-4-2 完 ] 


图 9-22 2Z” 和 2Z? 测 得 波长 的 关系 为 引力 红 图 9-23 推导 式 (9-4-58) 的 另 一 方法 
移 ; Z2 和 Zo 测 得 波长 的 关系 为 多 普 勒 红 移 全 9 夫 19) 


习 题 


“1 考虑 Taub 的 平面 对 称 静 态 时 空 ， 其 线 元 为 式 (8-6-1)， 试 借助 Killing 矢量 场 写 出 类 时 
测 地 线 Xn 的 参数 表达 式 Km)，xz)，y9，z(D 所 满足 的 解 硬 方 程 ( 参 考 $ 9.1). 

2， 用 牛顿 引力 论 借 图 9-8 直接 推出 式 (9-3-18). 

“3， 试 证 OV 流体 静 力 学 平衡 方程 (9-3-17) 可 改写 为 


2 
-| 由 =-(p+mg， (9-4-60) 
dr 


其 中 8 代表 流体 质点 的 4 加速 UsV5U” 的 大 小 . 
注 ”在 牛顿 近似 下 [1-2m(r)/m?s1 ，Ps0 ， 式 (9-4-60) 成 为 dp/drs-pg .而 

8 =m(r)/r? ， 故 得 式 (9-3-18)， 即 dp/dr = pm(r)/r2. 

“4， 试 证 当 R>> M 时 式 (9-3-26) 近 似 回 到 牛顿 引力 论 的 式 (9-3-23). 

“5. 求 闵 氏 时 空中 Rindler 坐标 1,x 与 洛 伦 兹 坐标 T,X 的 关系 . 

“6，Rindler 时 空 的 类 时 Killing 矢量 场 (3190” 是 闵 氏 时 空 的 哪个 Killing 矢量 场 ? 

“7. 求 施 瓦 西 时 空中 静态 观 者 的 4 加速 的 长 度 4= (4?4.)!2 . 提示 : 可 借用 第 8 章 习题 3 的 
结论 ， 即 4 = Valnx- 

“8. 把 图 9-13(a) 的 Ni( 或 Na) 所 代表 的 径 向 类 光 测 地 线 简称 为 Ni (或 N2), 试 证 : (0) 坐 标 V 人 或 
只是 类 光 测 地 线 Ni( 或 N?) 的 仿 射 参数 ;(2) 坐 标 是 除 N 和 N2 外 的 径 向 类 光 测 地 线 的 仿 射 参数 . 

“9， 引 人 与 Kruskal 坐标 类 似 的 坐标 消除 下 列 线 元 的 坐标 奇 性 >= R: 
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ds2=- (LI-r2/R2) dt2+(-r2/R2)-1dr2+rzdg2+sin2g dp”)， R= 常数 . 
10， 试 证 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 空 有 s.p. 曲 率 奇 性 ， 提示: 利用 式 (8-3-21). 
11， 试 证 图 9-13(a) 的 Ni 是 类 光 超 曲面 .提示 : 只 须 证 明 其 法 矢 r 类 光 . 请 注意 Ni 的 方程 
为 U=0， 其 法 余 和 撩 为 n。= V。U . 
12， 试 由 式 (9-4-50) 推 出 式 (9-4-51)， 再 推出 式 (9-4-54). 
“13， 写 出 施 瓦 西 度 规 在 外 向 Eddington 坐标 系 {u, r, 0, g}(u= 1 一 r.) 的 线 元 表达 式 . 
*14. 试 证 用 (8/0V)? 和 (8/0U)? 定义 的 2” [ 见 式 (9-4-40)] 在 N 和 Na 上 是 类 光 Killing 矢量 场 . 
*15. 把 图 9-21 改 画 为 图 9-23. 试 通过 计算 图 中 的 Ar/Ar 给 出 式 (9-4-58) 的 另 一 推导 . 提示 : 
(DU=-e% 09/44 在 每 条 外 向 类 光 测 地 线 上 为 常数 . 先后 沿 外 部 静态 观 者 世界 线 和 星 面 自由 下 
落 观 者 世界 线 求 得 同一 dU 的 两 个 表达 式 (分 别 含 dr 和 dr )， 在 两 式 之 间 画 等 号 便 得 式 
(9-4-58)，(2) 在 写 出 用 dr 表 出 dU 的 式 子 时 要 用 到 以 能 量 E 表达 dydr 和 dr/dr 的 公式 ， 这 可 借 
$ 9.1 的 手法 求 得 . 
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8 10.1 字 宙 运动 学 
10.1.1 宇宙 学 原理 


字 宙 是 古老 而 神奇 的 话题 .中 外 先哲 们 几乎 无 不 对 此 作 过 思考 和 探索 并 得 出 
过 自己 的 结论 ， 然 而 ， 字 宙 论 只 有 在 广义 相对 论 诞生 之 后 才 真正 算得 上 一 门 科 
学 ， 从 广义 相对 论 看 来 ， 宇 宙 是 “无 所 不 包 ”的 最 大 时 空 ， 其 大 尺度 的 弯曲 情况 
与 物质 分 布 的 关系 服从 爱 因 斯 坦 方程 

在 物理 学 的 众多 分 支 中 ， 宇 宙 论 在 如 下 意义 上 是 最 为 特殊 的 分 支 ; 它 的 研究 
对 象 独一无二 一 一 我 们 的 宇宙 ， 没 有 任何 “其 他 宇宙 ”可 资 对 比 ， 无 法 像 研究 其 
他 学 科 分 支那 样 一 而 再 地 做 实验 ， 因 为 宇宙 的 演化 过 程 “ 只 此 一 次 ”， 只 能 通过 
大 量 观测 积累 数据 ， 通 过 构造 模型 来 解释 观测 结果 、 推 断 过 去 和 预言 未 来 ， 存 在 
许多 宇宙 模型 ， 本 章 只 介绍 公认 度 最 高 的 一 种 ， 由 于 取得 巨大 成 功 ， 它 也 常 被 称 
为 宇宙 学 的 标准 模型 (standard model)， 标 准 模 型 也 存在 这 样 那样 的 问题 ， 因 此 近 
20 多 年 来 不 断 被 修改 ， 特 别 是 1998 年 的 观测 表明 当今 宇宙 正在 加 速 膨胀 ， 这 一 
惊人 事实 更 使 标准 模型 非 作 相当 程度 的 修改 不 可 .一 个 新 的 标准 宇宙 模型 正在 形 
成 之 中 ， 虽 然 还 有 许多 问题 尚 待 深入 探讨 ， 本 章 的 前 3 节 讲 的 主要 是 标准 模型 ， 
810.4 介绍 对 标准 模型 的 一 个 重要 修改 一 一 在 极 早期 宇宙 中 插入 “暴涨 ”阶段 ， 
$10.5 则 简略 介绍 新 标准 模型 ， 重 点 放 在 “ 暗 能 量 ” 问 题 . 宇宙 论 一 直 是 一 个 十 分 
活路 的 研究 课题 ， 这 使 本 章 不 得 不 带 有 如 下 特点 ， 即使 介绍 的 是 定稿 时 最 新 的 认 
识 和 数据 ， 在 本 书 出 版 时 它 也 可 能 过 时 ， 关 心 宇宙 论 最 新 进展 的 读者 只 能 查阅 最 
新 文献 . 

标准 模型 (以 及 许多 其 他 模型 ) 的 一 个 基本 假设 是 如 下 的 字 宙 学 原理 
(cosmological principle): 每 一 时 刻 的 宇宙 空间 在 大 尺度 下 是 均匀 且 各 向 同性 的 . 所 
谓 空间 均匀 ， 是 指 空间 各 点 的 物理 情况 一 样 ， 没 有 一 个 空间 点 比 另 一 空间 点 更 特 
殊 ， 这 在 普通 尺度 下 当然 不 对 一 宇宙 中 某 些 地 方 有 恒星 而 另 一 些 地 方 没有 ， 事 
实 上 ， 字 宙 中 的 物质 分 布 呈现 “ 结 团 ”现象 : 物质 集聚 成 恒星 ， 恒 星 集聚 成 星系 
(galaxy) (一 个 星系 约 含 10~10" 颗 恒星 .银河 系 只 是 很 普通 的 一 个 星系 ， 含 千 亿 
颗 恒 星 ，)， 某 些 星 系 又 集聚 成 大 小 不 一 的 星系 团 (cluster of galaxies)， 此 外 还 有 超 
星系 团 (supercluster) ……。 然而， 距离 达到 10" 光 年 的 多 方面 观测 使 人 们 相信 宇 
宙 在 很 大 的 尺度 下 (> 3x108 光 年 , 也 称 宇 观 尺度 , 足以 容纳 许多 星系 团 ) 是 均匀 的 ， 
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质量 密度 点 点 相等 .这 里 的 密度 是 指 宇 观 尺度 下 的 平均 密度 ， 即 在 宇 观 小 体积 内 
(但 已 包含 许多 星系 或 星系 团 ) “ 抹 匀 ”后 的 密度 .“ 抹 匀 ” 是 物理 学 的 惯用 手法 . 例 
如 ， 从 微观 尺度 看 来 ， 物 质 并 非 连续 分 布 (主要 集中 于 原子 核 )， 但 从 宏观 尺度 看 
却 可 认为 物质 连续 分 布 并 定义 宏观 密度 ， 如 果 宏 观 密度 在 某 范围 内 点 点 相等 ， 就 
说 该 范围 内 物质 分 布 是 均匀 的 . 这 里 的 “点 ” 指 “ 宏 观点 ”, 即 宏观 小 而 微观 大 ( 包 
含 大 量 分 子 ) 的 体积 所谓 各 向 同性 ， 是 指 存在 这 样 的 参考 系 ， 其 中 任 一 观 者 向 四 
面 八方 看 到 的 物理 情况 相同 ， 没 有 一 个 方向 特殊 ， 这 在 普通 尺度 下 也 不 对 : 至 少 
我 们 在 某 一 方向 看 到 恒星 而 在 另 一 方向 则 看 不 到 ， 然 而 人 们 倾向 于 相信 在 宇 观 抹 
匀 之 后 确实 存在 这 样 的 各 向 同性 参考 系 . 

宇 观 尺度 下 空间 均匀 和 各 向 同性 的 假设 是 爱 因 斯 坦 于 1917 年 用 广义 相对 论 
研究 宇宙 时 提出 的 。 当 时 的 观测 资料 尚 少 ， 他 主要 是 为 简化 讨论 而 提出 这 一 假设 
[马赫 原理 对 假设 的 提出 也 起 了 作用 , 见 Peebles(1993)P.10.~16.]， 后 来 ， 随 着 观测 
和 理论 的 发 展 ， 宇 宙 学 原理 受到 越 来 越 多 的 观测 支持 . 

宇宙 学 原理 是 关于 宇宙 空间 的 性 质 的 原理 ， 在 非 相 对 论 物 理学 中 ， 空 间 一 词 
非常 简单 ， 在 相对 论 中 则 不 然 ， 问 题 在 于 ， 时 空 是 绝对 对 象 而 空间 和 时 间 则 与 人 
为 分 法 有 关 ， 对 同一 时 空 可 以 通过 不 同 的 3+1 分 解 得 到 不 同 的 时 间 和 空间 ， 要 给 
“空间 均匀 ”一 个 准确 的 表述 ， 应 先 对 “空间 ”给 出 明确 的 定义 ， 在 非 相 对 论 物 
理学 中 ， 每 个 绝对 同时 面 上 就 是 某 一 时 刻 的 全 空间 ( 见 图 6-10)， 因 而 空间 概念 十 
分 简单 (是 绝对 的 ); 在 狭义 相对 论 中 ， 每 一 惯性 系 {1, x, y, z} 的 等 ! 面 马 称 为 该 系 
在 该 时 刻 的 全 空间 ， 在 上 述 两 种 情况 下 ， 时 空 都 被 等 1 面 所 “分 层 ”，( 含 义 是 : 
对 任 一 时 空 点 p 有 且 仅 有 一 个 等 面 五 使 pe 艺 . ) 区 别 在 于 前 者 的 分 层 是 绝对 的 ， 
[只 有 一 种 分 法 , 见 图 10-1(a)] 而 后 者 的 分 层 是 相对 的 [不 同 惯性 系 有 不 同 的 分 层 法 ， 
见 图 10-1(b)]. 后 者 的 分 层 (对 每 一 惯性 系 而 言 ) 还 有 两 个 特点 : @ 每 层 都 是 一 张 类 
空 超 曲面 ; @ 所 有 层 的 集合 { 马 } 是 一 个 单 参 族 ， 即 任 一 实数 值 + 对 应 着 唯一 的 一 
层 号 ， 而 :的 物理 意义 正 是 该 层 对 应 的 惯性 坐标 时 刻 ， 所 以 一 个 层 也 叫 一 个 “时 
刻 ”， 在 广义 相对 论 中 ， 由 于 弯曲 时 空 不 存在 整体 惯性 系 ， 用 惯性 系 对 时 空 分 层 
的 做 法 不 再 适用 , 索性 规定 具有 上 述 两 个 特点 的 任何 分 层 方式 ( 即 任 一 单 参 类 空 超 
曲面 族 ) 都 允许 ， 每 层 代表 一 个 “时 刻 ”[ 图 10-1(c)]， 这 是 相对 论 中 空间 和 时 间 概 
念 具有 相当 任意 性 的 反映 ， 如 果 时 空 具有 一 定 的 对 称 性 ， 则 与 这 种 对 称 性 相 适 配 
的 分 层 对 讨论 更 为 方便 ， 其 实 ， 作 为 弯曲 时 空 在 曲率 为 零 时 的 特例 ， 闵 氏 时 空 的 
分 层 也 是 相当 任意 的 ， 用 惯性 系 的 同时 面 分 层 的 方式 之 所 以 被 普遍 采用 ， 正 是 因 
为 它 与 时 空 的 内 在 对 称 性 相 适 配 . 


:360 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


(a) 非 相对 论 物理 学 Go 广义 相对 论 
图 10-1 把 时 空 分居 和 有 代表 一 个 时 刻 的 空间 

时 空 的 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 是 时 空 内 在 对 称 性 的 反映 .空间 均匀 性 是 指 
存在 这 样 一 种 分 层 方式 , 每 层 中 各 点 的 几何 和 物理 情况 全 同 (因此 每 层 称 为 一 个 均 
匀 面 )” 这 种 分 层 方式 就 是 与 内 在 对 称 性 适 配 的 方式 ， 其 他 分 层 方式 虽然 也 允许 ， 
但 未 能 保证 每 层 都 是 均匀 面 ， 因 而 不 方便 ， 如 无 特别 声明 ， 在 宇宙 论 中 谈 及 空间 
时 都 指 均匀 面 . 空间 各 向 同性 性 是 对 参考 系 而 言 的 ， 如 果 时 空 存 在 一 个 参考 系 ， 
其 中 每 个 观 者 在 每 一 时 刻 都 无 法 用 局 域 实 验 发 现 他 的 任 一 空间 方向 ( 同 他 的 世界 
线 正 交 的 方向 ) 有 别 于 其 他 空间 方向 ， 就 说 时 空 具有 空间 各 向 同性 性 . 


10.1.2 ”宇宙 的 空间 几何 


本 小 节 证 明 满足 宇宙 学 原理 的 3 维 空间 只 有 3 种 可 能 几何 ,从 而 大 大 简化 讨论 . 

宇宙 学 原理 假定 宇宙 在 物理 上 和 几何 上 都 是 空间 均匀 和 各 向 同性 的 ， 为 便于 
讨论 宇宙 的 空间 几何 ， 我 们 先 用 数学 语言 给 出 几何 上 的 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 
的 明确 定义 . 

定义 1 时 空 (M, gap) 称 为 空间 均匀 的 (spatially homogeneous)， 若 存在 把 M 分 
层 的 单 参 类 空 超 曲面 族 {三 } 使 得 对 任意 + 和 任意 p,q e 马 存在 hos (由 gw 在 马上 诱 
导 的 度 规 ) 的 等 度 规 映射 $: 荆 一石 使 6(p)=9 ( 见 图 10-2)， 每 一 号 称 为 一 张 均 匀 
面 (surface of homogeneity). 

定义 2 ”时空 (M, gob) 中 的 参考 系 称 为 各 向 同性 (isotropic) 参 考 系 ， 若 对 其 中 任 
一 观 者 (4 回 为 Z”) 世 界线 上 任 一 点 p 以 及 p 点 任意 两 个 等 长 的 空间 矢量 ww 和 w,* 
存在 8o 的 等 度 规 映射 y : M 一 M 使 y(p)=p，y.2° =Z”，y.wr =w”( 见 图 
10-3)， 各 向 同性 参考 系 内 的 观 者 称 为 各 向 同性 观 者 ， 存 在 各 向 同性 参考 系 的 时 空 


10-2 ”空间 均匀 性 定义 用 图 图 10-3 各 向 同性 观 者 定义 用 图 
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称 为 各 向 同性 时 空 . 

在 宇宙 这 个 浩瀚 的 “大 海 ” 中 ， 一 个 星系 如 同 “沧海 之 一 票 ”， 被 处 理 为 宇 
宙 时 空中 的 一 条 世界 线 . 不 妨 猜 想 每 个 星系 都 是 一 个 各 向 同性 观 者 (观测 表明 这 一 
猜想 基本 属实 但 略 有 歧 离 )， 今 后 谈 到 星系 时 如 无 特别 说 明 就 是 指 各 向 同性 观 者 . 

如 果 时 空 既 空间 均匀 又 各 向 同性 , 自然 要 问 它 的 各 向 同性 参考 系 多 与 它 的 均 
匀 面 号 之 间 的 关系 ， 我 们 当然 希望 罗 的 观 者 世界 线 与 马 正 交 ， 然 而 这 对 闵 氏 时 
空 未 必 成 立 ， 因 为 任 一 惯性 参考 系 都 是 各 向 同性 参考 系 ， 任 一 惯性 系 的 同时 面 族 
都 是 均匀 面 族 , 而 一 个 惯性 系 的 观 者 世界 线 当然 与 另 一 惯性 系 的 同时 面 不 正 交 . 但 
是 ， 只 要 空间 均匀 和 各 向 同性 时 空 有 唯一 的 均匀 面 族 ， 正 交 性 就 一 定 成 立 ， 请 看 
如 下 命题 : 


6 (各 向 同性 观 者 ) 


”与 6 正 交 的 面 


图 10-4 命题 10-1-1 证 明 用 图 


命题 10-1-1 若 空间 均匀 且 各 向 同性 时 空 有 唯一 的 均匀 面 族 ， 则 均匀 面 必 定 

处 处 与 各 向 同性 观 者 世界 线 正 交 . 
证 明 [ 选 读 ] 设 p 是 各 向 同性 观 者 G 世界 线 上 一 点 ， 区 是 含 己 的 均匀 面 ， 它 
与 G 在 已 点 的 4 速 Z" 不 正 交 ( 见 图 10-4). 设 是 点 的 4 维 切 空间 , W, CV, 是 
与 Z“ 正 交 的 3 维 子 空间 , 则 W, 的 元 素 就 是 p 点 的 空间 矢量 (对 GG 而 言 ). 令 meen 
为 切 于 碟 的 矢量 (这 种 拓 量 很 多 )，w?e W， 为 不 切 于 荆 的 矢量 . 设 W 是 等 度 规 映 
射 , 则 荆 是 均匀 面 导致 W[ 了 ] 是 均匀 面 (读者 可 从 定义 1 出 发 自 证 )，w(p)=p 导致 
WfZ] 和 也 都 含 p 点 ， 于 是 由 均匀 面 族 的 唯一 性 可 知 W[5]= 睛 ， 因 “曲线 切 矢 的 
像 等 于 曲线 像 的 切 失 ”， 故 Wi" 切 于 也 导致 加 Wi? 切 于 Y[Z] ， 于 是 Wew'" 切 于 三 ， 
因而 不 等 于 wu" ， 可 见 不 存 在 等 度 规 映射 y 使 Wy(p)=p 和 Ww" = ws， 与 G 为 各 
向 同性 观 者 矛盾 . 
在 接受 宇宙 学 原理 这 一 假设 的 同时 ， 人 们 还 默认 (假定 ) 宇 宙 的 均匀 面 族 是 唯 
一 的 ， 因 此 各 向 同性 观 者 世界 线 与 均匀 面 正 交 . 这 一 各 向 同性 参考 系 称 为 宇宙 静 
系 . 我们 可 以 一 劳 永 逸 地 对 宇宙 时 空 做 一 种 “ 正 交 3+1 分 解 ”， 每 一 均匀 面 代表 
-个 时 刻 的 全 空间 ， 每 一 (与 均匀 面 正 交 的 ) 各 向 同性 观 者 世界 线 代 表 一 个 空间 点 


“362 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


的 全 部 历史 ， 下 面 讨论 任 一 时 刻 的 空间 (均匀 面 互 ) 的 3 维 几何 
命题 10-1-2 设 lu 是 宇宙 时 空 度 规 go 在 均匀 面 马上 的 诱导 度 规 ， 尺 "是 
/的 曲率 张 量 ， 康 ,ss = ucR se ， 则 存在 常数 天 使 
Rea =2Khaa hoya: (10-1-1) 
证 明 设 A,(2) 是 把 五 看 作 独立 的 3 维 流 形 时 点 pe 蕊 的 全 体 2 形式 的 集合 ， 
令 局 ”=A 人 Rp  ， 则 YKs eAs(2) 有 局"Ys e A,(2) ， 故 扰 ,;” 是 从 46(2) 到 
A402) 的 线性 映射 ， 由 定理 5-1-3 可 知 4,(2) 是 3 维 矢量 空间 , 故 名 ,对 应 于 3X 
3 矩阵 工 ， 由 曲率 张 量 的 对 称 性 康 s = 康 。s 可 知 和 矩阵 L 是 对 称 的 (证 明 见 选读 
10-1-1)， 因 而 可 对 角 化 ， 选 基底 使 为 对 角 和 矩阵 ， 由 各 向 同性 性 以 及 均匀 面 族 的 
唯一 性 可 以 证 明 对 角 元 相等 ( 见 选读 10-1-1)， 故 工 只 能 是 3X3 单位 矩阵 了 的 某 一 


倍数 ， 记 此 倍数 为 2K， 则 
工 =2K1， KeR. (10-1-2) 


单位 矩阵 7 对 应 于 从 A,(2) 到 4,(2) 的 恒 等 映 射 ， 而 由 
Ga 6s Y.y = 6 6p Yca] 560 Yea =Y 
看 出 这 一 恒 等 映 射 可 表 为 6,5," ， 故 矩阵 等 式 (10-1-2) 可 改写 为 张 量 等 式 
Rh" =2K6 65,". (10-1-3) 

上 式 对 互 的 任 一 点 成 立 ， 而 空间 均匀 性 则 要 求 K 为 常数 ， 用 hechwy 与 上 式 两 边 缩 
并 ， 注 意 到 hhy 遍 ,= 遍 by ， 便 得 式 (10-1-1). 
[选读 10-1-1] 

现在 补 证 正文 中 用 到 的 结论 ， 即 局 ,对 应 于 对 称 乱 阵 、 暂 时 搬 开 A，(2) 而 讨 
论 一 个 带 正 定 度 规 gop 的 n 维 矢量 空间 V. 设 [是 V 上 的 (1,1) 型 张 量 ,满足 Las=Lpa 
(其 中 Poo = gacLs)， 则 在 V 的 任 一 正 交 归 一 基底 (及 其 对 偶 基底 ) 的 分 量 ,等 
于 Law 在 同一 基底 的 分 量 L，，。 ( 因 L, = gLo, =64Lo, = Ly), 于 是 对 称 性 Lap= 
Loa 保 证 (以 ,，) 为 对 称 矩 阵 ， 为 把 此 结果 用 于 矢量 空间 A,(2) ,还 须 先 给 4,(2) 定义 
正定 度 规 。 VXop,Yop e Ap(2) 定 义 内 积 (X,Y) := XY ， 其 中 大 史 三 NochodX。 ， 
就 相当 于 在 如 (2) 上 定义 了 度 规 (has 的 正定 性 保证 此 度 规 的 正定 性 )， 于 是 
展 woa = 尺 sop 相当 于 刚才 的 Lap= Loa， 故 访 ," 对 应 的 3X3 短 阵 上 是 对 称 矩 阵 ， 因 
而 可 对 角 化 ， 现 在 进一步 证 明 3 个 对 角 元 相等 ， 因 为 每 个 对 角 元 无 非 是 相应 的 特 
征 失 量 的 特征 值 ， 所 以 只 须 证 明 如 下 命题 : 

命题 10-1-3 设 Yop 和 Yi 是 尺 ," 的 任意 两 个 特征 矢 ,14 和 凡是 相应 的 特征 值 ， 


即 
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RA ,Ry = AYSs (10-1-4) 

则 各 向 同性 性 以 及 均匀 面 族 的 唯一 性 保证 办 = . 

证 明 (所 ,hs) 是 3 维 歼 曼 空间 ， 以 Ws 代表 pe 瑟 的 切 室 间 ， 则 (W,, hs 1,) 
是 带 正定 度 规 的 3 维 矢量 空间 ，A,(2) 无 非 是 此 空间 上 全 体 2 形式 的 集合 ， 把 
Ye As(2) 的 对 偶 形式 (1 形式 ) 记 作 we， 则 由 式 (5-6-1) 得 we = 了 Ese/2 (其 中 Bope 
是 与 has 适 配 的 体 元 )、 用 ji 对 wc。 升 指标 得 pp 点 的 空间 矢量 wr =EY。/2 ， 同 理 
有 w=BErWY /2. 不 失 一 般 性 ， 设 空间 失 量 we 和 we 等 长 ， 则 由 各 向 同性 的 定义 
可 知 存在 gas 的 等 度 规 映射 y : M 一 M 使 y(p)=p，W。w" =w”， 再 由 均匀 面 族 
的 唯一 性 可 知 y[ 马 ]= 吕 ， 由 此 不 难 证 明 把 多 的 定义 域 限制 在 马 后 所 得 的 映射 
W: 互 一 互 是 hos 的 等 度 规 映射 ， 即 Whs=h， 从 而 WE, =Bop ， 
WV 记 "= 饥 b， 由 Ya 与 we 互 为 对 偶 形式 易 得 ,=Espw ， 于 是 


VY = (Baow = Eapye Ww = 全 oo =Y,, (10-1-5) 
另 一 方面 ， 由 式 (10-1-4) 得 

(Ry Ya) = (AY,,). (10-1-6) 
式 (10-1-6) 左 边 = 康 body =RRedz0 = XY ， (10-1-7) 

其 中 第 一 步 用 到 WARsed = Re ， 第 二 步 用 到 式 (10-1-5)， 第 三 步 用 到 式 (10-1-4). 
式 (10-1-6) 右 边 = A 人 Ys = 4 . (10-1-8) 
式 (10-1-6)、(10-1-7) 和 (10-1-8) 联 合 给 出 4'=4. 口 
[选读 10-1-1 完 ] 


[选读 10-1-2] 

前 面 在 讨论 互 的 几何 时 ， 我 们 先 利 用 各 向 同性 性 证 明 Vpe 瑟 有 Ke 民 使 式 
(10-1-1D) 对 p 点 成 立 ， 再 利用 空间 均匀 性 说 明 玉 在 马上 为 常数 .然而 ， 不 用 空间 
均匀 性 也 可 证 明天 为 常数 ， 证 明 如 下 : 以 V。 代 表 与 hap 适 配 的 导数 算 符 ， 则 比 安 
基 恒 等 式 [ 式 (3-4-8)] 与 式 (10-1-1) 结 合 给 出 0=VicRopjog =2haohyaVaK. 以 hh 
作用 于 上 式 两 边 得 V。K =0( 证 明 中 用 到 互 的 维 数 n 宇 3), 可 见 尺 在 五 上 为 常数 .这 
一 讨论 表明 ， 在 只 关心 五 的 几何 时 ， 无需 空 间 均匀 性 也 可 得 出 命题 10-1-2 的 结 
论 . [选读 10-1-2 完 ] 

广义 黎 曼 空间 (M, go) 叫 常 曲率 空间 (space of constant curvature) , 若 存 在 常数 天 
使 其 黎 曼 张 量 满足 

Raped =2K8dagnd . (10-1-17) 
由 下 册 附 录 了 的 一 个 命题 可 知 : @D 常 曲率 空间 有 最 高 对 称 性 ， 即 其 等 度 规 群 (可 能 
只 是 局 部 群 ) 的 维 数 ( 亦 即 独立 Killing 矢量 场 的 个 数 ) 是 n(n+1)/2， 其 中 是 空间 的 
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维 数 ，@ 流 形 维 数 、 度 规 号 差 及 天 值 相同 的 两 个 常 曲率 空间 是 (局 域 ) 等 度 规 的 ( 即 
有 相同 的 局 域 几何 ). 式 (10-1-1) 表 明 宇 宙 的 均匀 面 ( 马 ,As) 是 常 曲率 空间 . ”因此 ， 
若 能 列 出 任意 实数 K 相应 的 度 规 hus， 便 能 穷尽 马 的 各 种 可 能 的 (局 域 ) 空 间 几 
何 . 空间 有 最 高 对 称 性 的 特点 使 人 们 立即 想到 平 直 度 规 ， 因 为 对 平 直 度 规 有 
育 ,% =0 ， 自 然 满足 X=0 情况 下 的 式 (10-1-3)， 于 是 天 = 0 时 的 空间 线 元 可 借 笠 
卡 儿 坐标 表 为 

dl? =dx? +dy’ +dz?. (10-1-9) 
当然 ，K #0 时 锅 ,% #0， 因此 K 0 时 hos 不 可 能 平 直 ， 既然 度 规 有 最 高 对 称 性 ， 
除 平 直 度 规 外 自然 想到 球 对 称 度 规 ， 通常 的 球 对 称 度 规 是 指 3 维 欧 氏 空 间 
(R56,) 中 的 2 维 球面 上 由 6 诱导 的 2 维度 规 ,其 线 元 可 表 为 49?+sin?9 dp?. 现 
在 要 找 的 是 3 维 球 对 称 度 规 , 它 应 是 4 维 欧 氏 空间 ( 惟 ，5uw) 中 3 维 球面 上 由 6 诱 
导 的 度 规 ， 设 *，?，z，w 是 4 维 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 则 其 中 的 3 维 球面 ( 记 
作 SR ) 的 方程 为 


x+y tz +w =R, (10-1-10) 
其 中 常数 有 代表 球面 半径 .仿照 3 维 欧 氏 空间 的 做 法 ， 用 下 式 定义 4 维 欧 氏 空间 
的 球 坐标 R,， wy,， 0, 9: 
x= Rsiny sinOcosg, 
y= Rsiny sinOsing, 
z= RsinycosO, QE 
w= Reosy, 
则 4 维 欧 氏 线 元 可 表 为 
ds =dx? +dy? +dz? +dw? =dR? + RI[dy? +sin? wy(d0? +sin? dg?)] . 
由 式 (10-1-10) 和 (10-1-11) 可 知 在 半径 为 及 的 3 维 球面 Ss 上 有 R= 页 ,dR=0, 故 Sk 
上 的 、 由 4 维 欧 氏 线 元 诱导 出 的 3 维 线 元 为 
di2 = 玉 [dyw2+sin2w(dg2 +sin2gdp2)] . (10-1-12) 
由 上 式 出 发 计算 5 的 曲率 张 量 (习题 )， 得 Rs” =2R?6,6,41 ， 即 3 维 球面 88 的 
曲率 张 量 满足 K=R 了 的 式 (10-1-3)，、 有 > 可 取 任意 正 实数 ， 故 各 种 半径 的 3 维 球 
面 穷尽 了 天 > 0 的 常 曲率 空间 局 域 几 何 ， 为 求 得 全 部 K<0 的 常 曲率 空间 ,考虑 4 
维 闵 氏 时 空 的 、 由 如 下 方程 


外 由 命题 10-1-3 的 证 明 可 知 各 向 同性 性 和 均匀 面 族 唯一 性 是 保证 康 sc 对 应 的 矩阵 L 有 相同 对 角 元 [因而 
(五 , 各) 是 常 曲率 空间 ] 的 充分 条 件 、 其 实 均匀 面 族 唯一 性 也 是 必要 条 件 ， 因 为 存在 人 为 例子 ( 覆 )， 当 只 有 各 向 同 
性 性 而 没有 均匀 面 族 唯一 性 时 (三 , hs) 不 是 常 曲率 空间 
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FP-r-y -z= (10-1-13) 
(其 中 t,x，y,z 是 洛 伦 兹 坐标 ， 为 常数 ) 定 义 的 3 维 旋转 双 曲 面 ( 记 作 Sz ， 压 
缩 两 维 后 如 图 10-5)， 用 下 式 定义 双 曲 坐标 和， yw, 9, 9: 

x=eshwsingcosp， 

y=e<shywsingsinp， 

z=EshycosO, 

t= chy, 


(10-1-14) 


则 4 维 闵 氏 线 元 可 表 为 
ds2 =-—dt +dx? +dy? +dz? 
=-—d¢* +é*[dy? +shzyw(dg2 +sin2gdp2)] . (10-1-15) 
从 式 (10-1-14) 可 知 在 由 式 (10-1-13) 定 义 的 3 维 双 曲 面 $8 上 有 <= 3 de=0， 故 5 
上 的 由 4 维 闵 氏 线 元 诱导 的 3 维 线 元 为 
dl? = 22[dw2 +sh2yw(dg2 +sin2 gdp2)] . 
(10-1-16) 
由 上 式 出 发 计算 5; 的 曲率 张 量 (练习 )， 得 


Rs = -25 "76,.°6,", (10-1-17) 
即 3 维 双 曲 面 5; 的 曲率 张 量 满足 R=- 的 式 。 ”图 10.5 阅 氏 时 空 的 双 曲 面 
(10-1-3). 5 忆 可 取 任 意 正 实数 , 故 各 种 参数 5 的 (REN) 


3 维 双 曲 面 穷尽 了 K<0 的 常 曲率 空间 局 域 几何 . 
小 结 ”由 宇宙 学 原理 可 知 宇宙 在 任 一 瞬间 ( 即 任 一 均匀 面 ) 的 局 域 空间 几何 只 
有 以 下 3 种 可 能 情况 : 
(a) 3 维 球面 度 规 ， 其 线 元 可 用 球 坐标 w，6，y% 表 为 
dp2 = 天 [dy2+sin2zy (dg2+sin2gdp2)]， K>0. (10-1-18) 
(b) 3 维 平 直 度 规 ， 其 线 元 可 用 笛 卡 儿 坐标 x，?，z 表 为 


di2 = dx +dy*+dz* (对 应 于 K =0 的 情况 )， (10-1-19) 
若 改 用 球 坐标 y，9，p， 则 上 式 可 表 为 与 式 (10-1-18) 更 类 似 的 形式 : 
df? =dw2?+w2(dg2+sin2gdp2) . (10-1-19") 


(0) 3 维 双 曲 面 度 规 ， 其 线 元 可 用 双 曲 坐标 wy，6，y% 表 为 
dP? =-K-[dyw2+shzyw(dg2+sin2gdp2)]， 天 <0. (10-1-20) 
关于 宇宙 在 空间 上 是 否 有 限 的 问题 ,在 人 类 文明 史 中 一直 存 在 两 种 相反 意见 ， 
两 者 交替 占 上 风 ， 占 上 风 的 总 时 间 几 乎 一 样 长 .现在 ， 当 我 们 明确 宇宙 的 空间 几 
何 只 有 上 述 3 种 可 能 性 时 ， 问 题 就 变 得 十 分 明确 .在 可 能 性 (a) 中 ， 字 宙 空 间 是 3 
维 球面 ( “封闭 宇 宙 i”)， 其 体积 有 限 ， 因 此 是 有 限 宇宙 .空间 虽然 有 限 , 但 却 “ 无 
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边 ”， 因 为 球面 没有 边界 ， 在 可 能 性 (b) 和 (c) 中 ,宇宙 空间 是 3 维 欧 氏 空间 或 3 维 
双 曲 面 (“开放 宇宙 ”)， 其 体积 为 无 限 ， 因 此 是 无 限 宇宙 .然而 ,我 们 的 宇宙 到 
底 属于 3 种 中 的 哪 一 种 ? 这 个 问题 将 在 810. 3 和 8$10. 5 中 讨论 . 

有 必要 说 明 一 点 . 常 曲率 空间 的 定义 只 要 求 度 规 满足 式 (10-1-1) 而 未 对 底 流 形 
的 整体 拓扑 结构 提出 要 求 .以 宇宙 的 均匀 面 ( 三 ,hs) 为 例 . 对 天 > 0 的 情况 ,从 式 
(10-1-1) 可 得 的 结论 只 是 : ho 一 定 是 3 球面 度 规 [ 满 足 式 (10-1-18)]， 但 不 能 肯定 整 
个 五 就 是 一 个 3 球面 (因为 无 论 从 球面 上 挖 去 某 些 点 还 是 把 球面 上 的 某 些 点 认同 
都 不 改变 其 局 域 几何 )， 然而， 利用 字 宙 学 原理 可 以 排除 绝 大 多 数 的 人 为 改变 整体 
拓扑 的 做 法 ， 虽 然 还 不 能 完全 排除 ， 但 从 物理 角度 可 认为 它们 都 不 够 自然 ， 于 是 
才 得 出 关于 宇宙 空间 整体 几何 的 如 下 结论 : K> 0 时 马 为 3 球面 (封闭 宇宙 ), K=0 
和 天 <0 时 闷 分 别 是 欧 氏 空间 和 旋转 双 曲 面 (开放 宇宙 ). 


10.1.3 ”Robertson-Walker ( 罗 伯 逊 -沃克 ) 度 规 


宇宙 时 空 度 规 gw 应 是 这 样 的 度 规 ， 它 在 每 一 均匀 面 马上 的 诱导 度 规 为 马 按 
照 10.1.2 小 节 得 到 的 hp (对 应 于 线 元 dm 可 以 引入 方便 的 坐标 系 把 gw 写成 简洁 
的 线 元 表达 式 ， 先 指出 一 个 结论 :任意 两 个 各 向 同性 观 者 的 世界 线 介 于 任意 两 张 
均匀 面 之 间 的 线段 必定 等 长 ， 从 物理 上 不 难 接受 这 一 结论 ， 因 为 所 有 各 向 同性 观 
者 应 该 平权 ， 很 难 相信 存在 这 样 两 个 各 向 同性 观 者 ， 他 们 的 世界 线 介 于 两 张 均 匀 
面 之 间 的 线段 竟然 长 度 不 等 ， 选读 10-1-3 还 将 对 这 一 结论 给 出 严格 证 明 ， 现 在 介 
绍 坐标 系 . 在 均匀 面世 上 选 (局 部 ) 坐 标 x*=y ,x*=0 , 必 =9( 在 3 种 几何 下 vy， 
9,，9 的 含义 已 明 于 10.1.2 节 )， 用 各 向 同性 观 者 世界 线 把 这 些 空间 坐标 携带 至 十 
外 ， 即 每 条 世界 线 各 点 由 相同 的 w，0，9 刻画 .调节 每 一 各 向 同性 观 者 的 标准 钟 
的 初始 设 定 使 它们 在 与 号 面 的 交点 上 指 零 , 把 每 一 时 空 点 的 时 间 坐 标 上 定义 为 过 
该 点 的 各 向 同性 观 者 的 固有 时 *， 便 得 宇宙 时 空 的 一 个 坐标 系 {k 车 [ 称 为 
Robertson-Walker( 或 RW) 坐 标 系 ]。 这 显然 是 各 向 同性 参考 系 的 一 个 共 动 坐标 
系 . 还 应 说 明 , 这 样 定义 的 时 间 坐 标 :与 均匀 面 族 ( 单 参 类 空 超 曲面 族 ){ 匡 } 的 参数 
+ 可 以 不 等 (因为 后 者 原则 上 可 以 很 任意 ), 但 为 避免 混淆 ， 从 现在 起 约定 把 { 工 } 的 
参数 ! 选 得 与 时 间 坐标 :一样 ， 就 是 说 ， 均 匀 面 马上 每 点 的 时 间 坐 标 都 是 : 这样 
定义 的 坐标 系 有 两 大 优点 : 等 ! 面 与 均匀 面 重合 (因此 均匀 面 也 称 同时 面 ), 代表 
宇宙 在 时 刻 1 的 全 空间 ; @ 各 向 同性 观 者 世界 线 是 :坐标 线 , 且 其 上 的 坐标 时 1 等 
于 固有 时 +r， 这 称 为 宇宙 时 .如 无 特殊 声明 ， 在 宇宙 论 中 提 到 的 “时 间 ” 都 指 字 
宙 时 ， 优 点 @ 使 坐标 基 矢 (3/87)” 等 于 各 向 同性 观 者 的 4 速 Z”， 从 而 

8o = gop (0/01)" (0/01)? = gas2°2° =-1; 

优点 中 使 3 个 空间 坐标 基 矢 (3/3x')* 都 切 于 均匀 面 ， 因 而 都 与 坐标 基 矢 (9/071)? 正 
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交 , 于 是 
goi = gab(0/00)’ (0/0x Y=0, i=1, 2,3; 
又 因为 how 是 gap 的 诱导 度 规 ， 所 以 
gy = gap(O/Ox')" (O/Oxi)? = hs(O/Ox') (0/Ox) =h, i j=1,2,3, 
其 中 第 二 步 用 到 诱导 度 规 的 定义 ( 见 8 4.4 定义 5)， 请 注意 ，h 一 般 来 说 是 + 和 并 
的 函数 , 宜 记 作 h(t, 四 (括号 中 的 x 代 表 总 , 妆 , z)， 利 用 均匀 面 族 的 唯一 性 可 以 证 
明 ( 见 选读 10-1-4) hy(t, x) 可 以 写成 “分 离 变 量 ” 的 形式 ， 即 
h(t 7) =a Dh (0), (10-1-21) 
其 中 a() 只 是 + 的 函数 ， 色 (x) 只 是 t 的 函数 ， 于 是 4 维 宇宙 度 规 gw 在 上 述 坐标 
系 的 线 元 为 
ds? =— dt? +a() hr)dridr’, (10-1-22) 
其 中 局 (0) 视 空间 几何 属 何 种 情况 而 定 ， 先 看 最 简单 的 情况 b)， 这 时 空间 度 规 平 
直 ， 所 以 名 (x)=6) ， 式 (10-1-22) 对 情况 (b) 可 表 为 
ds? =- dt2+az() (dz2+dy2+dz2) [情况 (b)]. (10-1-23b) 
改 用 球 坐标 %，9，9， 其 中 Y= (+ 史 +z2)72 ， 则 为 
ds2=- di2+axt[dw2+ywz(d2+sin2gdp2)] [情况 b)]， (10-1-23b') 
至 于 <(0) 的 函数 形式 ， 则 要 留待 爱 因 斯 坦 方程 决定 ( 见 10.2.3 小 节 )， 类 似 地 ， 式 
(10-1-18) 和 (10-1-20) 右 边 在 与 -dr 相 加 前 也 要 乘 以 待定 函数 ax0. 既然 式 (10-1-18) 
的 玉 ” 和 式 (10-1-20) 的 -K"' 都 是 正 实数 ， 不 如 把 它们 吸收 进 ax 中， 于 是 式 
(10-1-22) 用 于 情况 (a) 和 (c) 的 结果 为 
ds? =-d2+azD)[dw2+sin2yw(dg2+sin2gdp2)] [情况 (a)l， (10-1-23a) 
ds2 =- d2+az() [dy?+sh?y (dg2+sin2gdp2)] [情况 (c)]. (10-1-23c) 
注 1 式 (10-1-23b) 描 述 的 4 维 时 空 是 弯曲 的 [除非 et) 为 常数 ， 而 小 节 10.2.3 
表明 a(0) 不 是 常数 .1]， 平 直 的 只 是 时 空中 的 每 个 3 维 均匀 面 . 因此 , 情况 (b) 对 应 的 
是 有 平 直 空间 几何 的 弯曲 时 空 . 
对 情况 aj、(b)、(c) 分 别 定义 如下: 
siny， [情况 (a]1 
a [情况 (b)]， (10-1-24) 
shy， [情况 (c)] 
则 式 (10-1-23a)、 (10-1-23b') 和 (10-1-23c) 可 合并 为 


dr 2 (1492 2 2 
T+r (do +sin gdp )|， (10-1-25) 
1 


ds2 =— di2+az0) 
1 一 大 
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+ [情况 (a)] 
其 中 k=10, [情况 (b)] (注意 大 同 天 的 类 似 性 和 区 别 ) 
- [情况 (o)] 


式 (10-1-23) 或 (10-1-25) 称 为 Robertson-Walker 度 规 , 简称 RW 度 规 . 以 上 讨 
论 表明 ， 只 用 宇宙 学 原理 (加 上 均匀 面 族 唯一 性 的 默认 ) 就 可 把 宇宙 的 时 空 几何 确 
定 到 RW 度 规 的 程度 ， 这 一 度 规 只 有 两 个 尚 待 确定 的 因素 : (Dk 的 取 值 ， 即 确定 
我 们 的 宇宙 属于 3 种 情况 中 的 哪 一 种 (这 将 在 10.3.2 小 节 讨论 ); @ a(D) 的 具体 函数 


5 形式 ,这 须 由 爱 因 斯 坦 方程 确定 ， 见 102.3 小 节 . 

2 在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 来 说 明 a() 的 物理 意 

| 义 . 设 hs 是 RW 度 规 在 均匀 面孔 上 的 诱导 度 规 ， 
-一 则 ( 蕊 ,hs) 是 3 维 黎 曼 空间 ， 设 a, 5 分 别 是 星系 
| ro | 4， B 与 五 的 交点 , XD 是 a, pb 间 的 、 躺 在 马上 的 


证 和 二 区 二 小 二 站 测 地 线 ( 见 图 10-6), 则 其 线 长 便 是 a 与 b (作为 五 上 
a, = 年， » 中 

刻 ! 的 表现 ， 测 地 线 y() 的 线 长 ”两 点 ) 的 距离 ， 在 物理 上 就 解释 为 星系 4，B 在 时 

是 4，B 在 时 刻 + 的 距离 刻 : 的 距离 ( 亦 称 固有 距离 )， 记 作 Daa(D)， 以 石和 

4 分别 代表 测 地 线 XD 在 a,b 点 的 参数 值 , 由 线 长 


a 
Daa() = Vhs (010D) "(07D dl . 


令 有 i =a (1) hs， 约定 alD) 只 取 正 值 ， 则 


公式 可 知 


Dg() =a(t) Dg, . (10-1-26) 
其 中 Ds= | . Vhs (0101)" (19D dl (10-1-27) 


由 上 式 及 式 (10-1-25) 知 六。 只 取决 于 星系 4，B 而 与 时 间 无 关 , 式 (10-1-26) 则 表明 
alD 是 以 Ds 为 单位 在 时 刻 1 测 A4，B 的 距离 所 得 的 值 ， 反映 任意 两 星系 的 距离 随 
时 间 的 变化 情况 ， 因 此 称 为 宇宙 的 尺度 因子 (scale factor)， 若 星系 A4，B 的 空间 坐 
标 分 别 为 (4*，0，g) 和 (ras，9，g)， 则 可 取 参 数 ! 为 > 而 把 式 (10-1-26) 具 体 表 为 
Dag() =alt) | arf pr. (10-1-28) 


上 式 的 积分 在 k=1, 0, -1 三 种 情况 下 都 不 难 用 显 式 表 出 ， 注 意 到 式 (10-1-25) 中 的 
-dr 在 国际 制 中 为 -cad2， 有 长 度量 纲 ， 可 知 在 上 = 十] 的 情况 下 ( 那 时 无量 纲 )al0) 
有 长 度量 纲 k = 0 时 a(?) 的 量 纲 则 可 任意 选择 ， 取 决 于 对 式 (10-1-23b) 中 的 x，y，z 
的 量 纲 的 选择 .] 在 上 = +1 时 宇宙 封闭 ， 还 可 问 及 宇宙 在 任 一 时 刻 + 的 体积 (3 维 球 
“ 面 ”的 体积 )， 它 显然 同 a() 有 关 ， 由 式 (10-1-23a) 可 知 空间 诱导 度 规 hs 的 适 配 
体 元 为 
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E=asinzywsingdwAdgAdp， 
故 全 空间 (整个 3 球 “ 面 ”) 的 体积 为 
v=Ja=a fa singdo [sin?way =2ra (10-1-29) 
ti ee 0 


可 见 e(D 正 比 于 封闭 宇宙 在 时 刻 :的 体积 ，a(D) 就 是 封闭 宇宙 在 时 刻 + 的 半径 . 
[选读 10-1-3] 

现在 补 证 10.1.3 小 节 开头 指出 的 结论 ， 即 证 明 如 下 命题 ; 

命题 10-1-3 ”在 默认 宇宙 学 原理 以 及 宇宙 有 唯一 均匀 面 族 的 前 提 下 ， 任 意 两 
个 各 向 同性 观 者 的 世界 线 介 于 两 张 均匀 面 之 
间 的 线 长 相等 .5 

证 明 设 各 向 同性 观 者 A,B 与 均匀 面 五 ， 
已 的 4 个 交点 依次 为 alyaz,bl,ba (图 10-7). 黎 
曼 空 间 有 个 定理 ,保证 空间 任 一 点 都 有 一 个 称 
为 凸 邻 域 的 邻 域 , 其 中 任意 两 点 之 间 存 在 唯一 
的 在 域内 的 测 地 线 ，( 马 ,hus) 是 3 维 歼 曼 空 
间 ， 暂 时 假定 bl 在 al 的 凸 领域 内 ， 则 域内 有 
测 地 线 MD 从 al 到 已 ， 其 中 1 是 线 长 . 设 p 是 图 -9 ee A 两 
7 的 中 点 ， 即 1p=lph， 令 w=-w= 
一 (8/80) 1,， 则 w 和 w” 都 为 单位 长 ， 故 由 各 向 同性 的 定义 可 知 存在 等 度 规 映射 
YW:M—M 使 yw(p)=p， Ww =w. 由 均匀 面 族 的 唯一 性 可 知 y[ 马 ]= 马 ， 因 
为 各 向 同性 观 者 世界 线 正 交 于 均匀 面 ， 所 以 各 向 同性 观 者 在 办 下 的 像 仍 是 各 向 同 
性 观 者 ， 又 因为 测 地 线 及 其 线 长 都 是 以 度 规 衡量 的 ， 故 等 度 规 映射 y 满足 
WlYpa]=Ypw， 因 而 W[a1]=b， 而 这 又 进一步 保证 y[A]=B， 设 过 p 的 各 向 同性 
观 者 世界 线 交 马 ,于 g， 以 Tf 代表 该 线 的 固有 时 ， 则 

tr(q)-t(p)=r(w(q))—r(y(p))=r(y(q)) -7(p), 
(第 一 步 是 因为 等 度 规 映 射 保 线 长 .) 于 是 W(9)=9 ， 再 由 均匀 面 族 的 唯一 性 便 得 
YI,]= 马 ， 综 上 结论 便 知 y[4ao,]= Bo ， 因 而 线段 和。 与 Bap, 等 长 ， 利 用 凸 令 
域 之 间 的 交合 区 通过 “接力 ”不 难 证 明 即 使 户 不 在 a 的 西 邻 域内 也 有 相同 结论 . 
[选读 10-1-3 完 ] 


[选读 10-1-4] 
现在 补 证 式 (10-1-21)， 即 it, 如 可 以 写成 “分 离 变量 ”的 形式 . 设 马 和 已 是 


人 车 均匀 面 族 不 唯一 ， 则 可 举 出 本 命题 结论 的 反例 
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均匀 面 ，G 为 各 向 同性 观 者 ，p1=G 站 马 ，ps=G 站 古 , ， 可 用 坐标 分 别 表 为 
P=(h,x6') 和 ps=(by,x6'). 令 X"1, 和 Y”1, 是 1 点 的 互相 等 长 的 空间 矢量 , 坐 
标 分 量 分 别 为 X' 和 Y'， 即 Xl, =X'(0/6x')? 1, ，Y”1, =Y'(6/0x')*1,。， 则 
h(t Xo)X Xi =h,(h, xo)Y'Y!. (10-1-30) 
因 G 是 各 向 同性 观 者 ， 故 有 等 度 规 映 射 y : M 一 M 使 y (pi)=p1，y.(X” lp)= 
Y" ln ， 由 均匀 面 族 的 唯一 性 可 知 W 诱导 的 坐标 变换 t,x 上 1,x" 满足 
t=1t, x =f'(x), i=1,2,3 (括号 内 的 x 代表 妈 , x x)，(10-1-31) 
而 且 xo' =f'(xG6)， 由 式 (4-1-7) 得 
Y'=X/(0f'/0x) 1 . (10-1-32) 
再 考虑 2 点 的 空间 矢量 X”1,,=X'(9/0x)? lm 和 Y”1,,=Y'(0/6x')* 1,,， 因 实数 XX 
和 Y' 满 足 式 (10-1-32), 故 y。(X”1,,)=Y”1,,，， 因而 X"1, 和 Y*1,, 等 长 可见 从 式 
(10-1-30) 推 出 了 下 式 : 
而 (bxc)XX7 = 克 (byxc)Y77. (10-1-33) 
再 设 汗 "ln 与 Zn 不 等 长 ( 且 Y”1。 0)、 因 及 正定 ， 故 有 4e 区 使 
b(t, Xo)X XI = 2h xoY'Y! =h(n, xo)AY')AYD) , 
因而 h(t, Xo XX =h (2, xo NAY AY) = 2h (1, xo)Y'Y!, 
所 以 对 任意 非 零 (X ,XX ) 和 (Y ',Y”，Y 有 
hj(h, xG)X'X! (Xo)YY 
h(t XoOX' KX h(ty, xo)Y'Y! 
上 式 表明 比值 与 (X '，X ”XX ) 及 (Y !，,Y ?了 3) 无 关 ， 只 取决 于 ,入 和 xo'， 故 存在 函 
数 @(ti,b,XG) 使 


(10-1-34) 


h(n xo)X' Xi = 0(h, ty, xo) hy (ty, xG)X XI. (10-1-35) 

进一步 ， 对 任意 (X !，X”，X ) 和 (Y ',Y”，Y3) 还 有 
h(t, XoN(X +Y (XI +Y))= h(t, xoN(X' +Y (XI +Y)), 
h(i, x0) (XY) XI Y=, xo) (X' —Y') (XI—Y)), 
因而 h(n Xo)XY! = w(t ty, x6) hy (ts xo) XY ， 
于 是 有 (tb xc) = w(t, tz, xc) hy(t, xc)， 注 意 到 G 为 任 一 各 向 同性 观 者 ， 便 可 把 
上 式 的 xc 改作 xz， 从 而 有 
h(t x) = ,ty, A) hy (ty, x) (10-1-36) 
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最 后 ,证 明 w 其 实 与 x 无关， 即 w (fu 12, 如 可 改写 为 @ (fu tb)， 取 等 度 规 映 射 
W : M 一 M 使 其 诱导 的 坐标 变换 满足 式 (10-1-31).， 字 宙 度 规 gap 在 新 坐标 系 


{1 x} 的 线 元 为 
d =—d1? +h(t, x) dx'dxd =— dr? + h(t, x) (Of /Ox:) (Of ’/0x!) dx'dx', 
与 原 坐 标 系 的 线 元 ds? = 一 df? + 有 (1, 0) dx*dx! 对 比 得 


h(t x) (Of /Ox ) (Of 1 10x ) = hut, 7) . (10-1-37) 

令 1 分 别 为 和, 便 得 
h(n, xD) (Of /Ox*) (Of 1/0x!) = h(n, x) (10-1-38) 
h(t x) (Of /Ox ) (Of 110x) = h(ty, . (10-1-39) 


由 式 (10-1-36) 可 知 
式 (10-1-38) 左 边 = (ti,15, x) 所 (t2,x) (Of "10x*) (Of 110x!) ， 
式 (10-1-38) 右 边 =@(t1,1,) hu (ty, Xx) . 
对 比 两 边 ,注意 到 式 (10-1-39), 便 得 @(h,,X)= 0(H,4y, Xx) ,因而 外 与 x 无 关 , 于 
是 式 (10-1-36) 简 化 为 所 (x)= (hi,t2) h(t2,X)， 令 话 固定 而 让 变动 (并 改 记 作 中， 
便 得 
h(t, x) = (1, 12) hy (ty, x) . (10-1-40) 
邻 馈 (Ds 的 (tz, 有 )，42(D)=w(nb) ， 便 有 及 (1, 有 =a?( 员 (x) ， 此 即 待 证 的 式 
(10-1-21). 
[选读 10-1-4 完 ] 


§10.2 字 宙 动力 学 
10.2.1 哈 勃 定律 


美国 天 文学 家 Slipher 在 20 世纪 初期 观测 了 41 个 河 外 星系 的 光谱 , 发 现 其 中 
的 36 个 存在 红 移 [ 设 1 和 4 分 别 是 发 光 时 和 光 到 达 地 球 时 的 波长 , 则 z= (2'- 214 
简称 红 移 .]， 把 红 移 归 因 于 多 普 勒 效应 , 便 可 得 出 “这 36 个 星系 离 银 河 系 退 行 而 
去 ”、 因 而 “宇宙 膨胀 ”的 结论 (因为 太阳 绕 银河 系 中 心 转动 ， 其 他 5 个 星系 的 光 
谱 的 蓝 移 可 被 解释 为 太阳 正好 与 它们 相向 运动 所 致 ). 天 文学 家 迄今 已 测量 了 数 以 
万 计 的 星系 光谱 ， 除 极 少数 (发 自 很 近 的 星系 ) 外 都 是 红 移 ， 这 为 宇宙 膨胀 的 论断 
提供 了 坚实 的 观测 基础 .美国 天 文学 家 哈 勃 (Hubble) 从 1923 年 开始 测量 河 外 星系 
同 我 们 的 距离 (这 比 z 的 测定 困难 得 多 )， 发 现 红 移 z 与 距离 D 有 正比 关系 ， 而 z 
在 低速 时 又 等 于 退行 速率 u [对 式 (6-6-66a) 做 泰勒 展开 并 保留 1 阶 项 得 zsx]， 于 
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是 在 1929 年 发 表 了 如 下 定律 ( 哈 勃 定律 ): 

uo= HoDo (下 标 0 代表 “当今 ”)， (10-2-D 
其 中 夯 是 同 星系 无 关 的 数 ， 叫 哈 勃 常数 (Hubble constant)、 今天， 用 RW 度 规 不 
难 从 理论 上 推出 哈 勃 定律 . 定义 两 个 星系 的 相对 速率 为 u(?) := dD(D/dr [其 中 D(D 
是 它们 在 时 刻 + 的 距离 ]， 则 由 式 (10-1-26) 易 得 


uD)=DLD 20 po0,, a(D) =da(D)/dr. (10-2-2) 
drt al?t) 
定义 哈 勃 参数 (Hubble parameter) 
五 (D) := a(D)1a(D)， (10-2-3) 
则 u(D)=H() D(D . (10-2-4) 


上 式 说 明 ， 对 给 定时 刻 1， 任 意 两 个 星系 之 间 的 退行 速率 正比 于 两 者 的 距离 ， 以 io 
代表 当今 时 刻 ， 以 Ho 简 记 Fo)( 即 哈 勃 常数 )， 便 有 
uto) = HoD(to). (10-2-1') 
这 便 是 哈 勃 定律 [ 式 (10-2-D]. 应 注意 哈 勃 参数 0D) 同 哈 勃 常数 Ho = 及 (10) 的 区 别 ; 
前 者 与 时 间 + 有 关 ， 后 者 是 前 者 的 当今 值 ， 因 为 观测 表明 Ho> 0， 由 式 (10-2-1) 可 
知 只 要 D(i0) #0 就 有 u(1o) >0， 即 任 一 星系 观测 另 一 星系 时 都 发 现 它 离 自己 退行 
而 去 [ 哈 勃 只 测 出 其 他 星系 离 我 们 银河 系 退 行 而 去 ， 式 (10-2-.10 则 肯定 任 一 对 星系 
之 间 都 在 互相 远离 .| 可 见 , 我们 测 得 所 有 星系 离 我 们 退行 而 去 并 不 表明 银河 系 是 
宇宙 膨胀 的 中 心 ， 作 为 比喻 ， 考 虑 一 个 布 满 蚂蚁 的 气球 ， 当 气球 膨胀 时 ， 每 一 蚂 
蚁 都 看 到 其 他 蚂蚁 离 它 退行 而 去 ， 没 有 一 只 蚂蚁 是 特殊 的 ， 同 气球 膨胀 一样 ， 字 
害 的 膨胀 也 没有 中 心 . 
由 式 (10-2-D) 可 知 , 当 D 足够 大 时 ,u 可 以 大 于 光速 . 这 同 相对 论 并 无 矛盾 . 相 
对 论 的 基本 原则 (之 一 ) 是 “质点 世界 线 是 类 时 曲线 ”( 这 是 绝对 的 、 毫 不 含混 的 提 
法 ), 只 有 采用 适当 的 速率 定义 才 等 价 于 “质点 速率 小 于 光速 "这 是 相对 的 提 法 ). 在 
记 住 “相对 论 中 任何 质点 的 速率 都 小 于 光速 ”的 同时 ， 必 须 记 住 这 句 话 中 的 “ 质 
点 速率 ”是 指 式 (6-3-28) 定 义 的 由 观 者 对 质点 做 当时 当地 测量 所 得 的 速率 ， 如 果 这 
观 者 是 闵 氏 时 空 的 惯性 观 者 ， 这 速率 也 就 是 质点 相对 于 该 观 者 所 在 惯性 系 的 速 
率 ， 然 而 ， 速 率 的 定义 很 多 ， 只 要 与 上 述 速率 定义 不 等 价 ， 超 光速 就 未 必 违 背 相 
对 论 . 星系 退行 速率 就 是 一 例 . 退行 速率 u 的 定义 是 星系 距离 对 字 宙 时 间 的 导数 ， 
这 虽然 很 有 物理 意义 ， 很 可 以 称 为 速率 ， 却 不 是 某 观 者 对 某 星 系 做 当时 当地 测量 
所 得 的 速率 ， 这 样 定义 的 速率 大 于 光速 并 不 与 相对 论 矛盾 ， 并 不 导致 雇 误 ， 事 实 
上 ， 在 推导 RW 度 规 的 过 程 中 早已 承认 每 一 星系 的 世界 线 是 类 时 曲线 ， 因 此 早已 
遵守 前 面 提 及 的 相对 论 基本 原则 ， 据 此 ， 如 果 任 何 观 者 (不 一 定 各 向 同性 观 者 ) 对 
任 一 星系 做 当时 当地 测量 ， 所 得 速率 肯定 小 于 光速 . 
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10.2.2 ”宇宙 学 红 移 


哈 勃 把 宇宙 学 红 移 解释 为 平 直 时 空 的 
多 普 勒 红 移 ， 并 由 此 得 出 星系 退行 的 结 
论 . 根据 广义 相对 论 ， 宇 宙 物 质 的 存在 必然 
导致 时 空 弯曲 ,宇宙 学 红 移 其 实 是 弯曲 时 空 
的 效应 . 哈 勃 观测 的 星系 与 我 们 的 距离 从 宇 
宙 学 角度 来 看 很 小 , 时 空 曲率 的 效应 在 这 个 


范围 内 没有 明显 表现 , 近似 看 作 多 普 勒 红 移 DT 
并 无 不 可 .然而 ,对 距离 足够 大 的 星系 的 红 | a 

i : 图 10-8 宇宙 学 红 移 的 推导 . 
移 现 象 应 该 在 弯曲 时 空 的 基础 上 解释 .在 几 i 


何 光学 近似 下 ( 见 选读 7-2-1) 可 认为 光 信号 
沿 类 光 测 地 线 传播 . 设 星系 A 在 pi 时 发 出 的 光子 沿 类 光 测 地 线 WUB)( 8 为 仿 射 参数 ) 
运动 ,在 ps 时 被 星系 B 收 到 ( 见 图 10-8)， 光 子 在 pi 点 相对 于 观 者 4 的 角 频 率 
=-8wZ"K*1, ,其 中 Z" 是 4 的 4 速 ，K* =(9/9B) 是 光子 的 4 波 撩 ， 注 意 到 
2Z "与 RW 坐标 系 {1,7, 9, 9} 的 坐标 基 矢 (3/80)? 一 致 以 及 
KR =(0/01)* (dt/dp) + (0/0x')* (dx'/dpB) , 

可 知 w =di/1dp1,. 同 理 , 该 光子 在 ps 相对 于 观 者 B 的 角 频率 oo = dt/dPBl,,. 宇 
宙 学 红 移 可 借助 于 n(8) 所 满足 的 测 地 线 方程 


dx dx dx” 
+ 二 一 =0， =0,1,2,3 10-2-5 
dp “dp dp 4 2 
求 得 ， 其 中 心 ， x ， 邓 ,x* 依 次 代表 47, 9, pg， 由 式 (10-1-25) 求 得 非 零 克 氏 符 
7 =aa(-kr2)， T° = adr?， 六 3 =aar?sin2 0， 
Po=Pmo=ala， Th=kr(-kr)!, 
Ty =r kr), Th =-r(l- kr?)sin? 9, 
T=Tp= T= T=d/a, i EN 
六 = -singcosb , = 六 =cotg. 


i 利用 克 氏 符 的 上 述 表 达 式 及 式 
(5-7-2) 几 乎 可 一 望 而 知 .]， 令 式 (10-2-5) 的 4= 2,3， 得 
dg add 2drdg dgy 
a + 2 有 上 17 上 术 - singeose [名 ] =0， 
dp Q dt d2 ， 2drdp +2cotgd0d2 _ 0. 
ap adp dp rdp dp dp dp 


(10-2-6) 
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选择 坐标 系 使 0(p,)= 名 ，9(P1)=Vo， 并 使 K”1, 在 (0/106) 和 (6109)" 的 分 量 为 
零 , 便 可 保证 整 条 测 地 线 n(6) 有 60= 名 和 wp =o. 就 是 说 , 对 任 一 给 定 测 地 线 10D)， 
总 可 通过 重 选 9 ，9 坐标 使 之 成 为 径 向 测 地 线 [因为 7(B) 事先 给 定 ， 选 定 坐标 系 
后 其 KB) ，r(5) ，0(B) ，9(B) 就 都 是 确定 的 函数 . 欲 证 9(B)=B 和 g(B)=go 只 
须 注 意 式 (10-2-6) 是 关于 6(B) 和 p(B) 的 2 阶 联 立方 程 组 ,而 9(B)= 的 和 9g(B)= go 
是 满足 初始 条 件 8(p1) = 名, 9(p1)= go ,491dB1, =0, dp1dB1,,=0 的 唯一 解 .]. 再 
令 式 (10-2-5) 的 4=0, 得 


dr aa (fary 
a 3 == | 0 
dB” 1-kr’\dp 


由 K“ 的 类 光 性 得 
2 2 
df az dr 
六- 各 图 Gu 
dr afdr 下 do oda_ 
两 式 联 得 .25 + 引申 ] =0. 令 w=dt/dp， 则 a5+2az=0， 从 而 解 得 
=wo ao- (oo 为 积分 常数 ), (10-2-8) 


由 于 中 可 解释 为 过 WP) 上 任 一 点 的 各 向 同性 观 者 测 得 的 光子 角 频 率 ， 上 式 可 解释 
为 : 随 着 宇宙 的 膨胀 ， 宇 宙 中 每 一 光子 (相对 于 各 向 同性 观 者 ) 的 波长 都 正比 地 拉 
长 ( 红 移 )， 把 式 (10-2-8) 用 于 证 ， 户 点 得 

0) (10-2-9) 
oO ap) 


故 相 对 红 移 量 


-4-4 |) 2 

z= 二 二 te 1. (10-2-10) 

若 4，B 的 距离 足够 小 ， 则 由 图 10-8 知 1, ~ = D(4) ， 略 去 泰勒 展开 的 高 阶 项 得 
a(t)s a(t)+a(t)(t, -ti)s a(t1) + a(t )D(n), 

故 z=[(a(n)/a(n)] Dn)= H() DH). (10-2-11) 

其 中 第 二 步 用 到 式 (10-2-3)， 令 (=) 为 mn， 上 式 便 是 哈 勤 的 观测 结果 . 

注 1 习题 3 给 出 推导 式 (10-2-8) 的 另 一 方法 ， 其 特点 是 直接 用 类 光 测 地 线 方 
程 的 矢量 形式 K*V。K* = 0 而 不 是 其 分 量 形式 (10-2-5)， 式 (10-2-8) 还 可 通过 纯 几 何 
式 的 讨论 导出 (用 到 测 地 线 切 矢 与 Killing 场 的 缩 并 沿 测 地 线 为 常数 )， 详 见 Wald 
(1984) P. 103~104. 
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10.2.3 ”尺度 因子 的 演化 


把 Robertson-Walker 度 规 的 爱 因 斯 坦 张 量 Gos 写成 用 a(D) 表 达 的 形式 , 再 写 出 
宇宙 的 内 容 物 的 能 动 张 量 Tuw， 便 可 由 爱 因 斯 坦 方程 Gos=8xTap 得 到 尺度 因子 a(?) 
的 微分 方程 ， 从 而 求 得 宇宙 的 演化 方式 .宇宙 的 内 容 物 (contents) 可 分 为 两 大 类 : 
静 质 量 非 零 的 粒子 构成 的 内 容 物 称 为 物质 (matter， 汉语 亦 称 实物 ); 静 质 量 为 零 的 
粒子 构成 的 内 容 物 称 为 辐射 (radiation). 对 物质 (实物 ) 提 供 主要 贡献 的 是 各 个 星系 ， 
对 辐射 提供 主要 贡献 的 是 1965 年 发 现 的 、 充 满 宇宙 的 微波 背景 电磁 辐射 ( 详 见 
10.3.1 小 节 )， 用 字 观 尺度 衡量 ， 每 个 星系 可 看 作 一 个 质点 (“沧海 之 一 票 ”)， 所 
有 星系 组 成 理想 流体 ， 流 体 的 压强 可 忽略 (相当 于 星系 的 无 规 运动 可 忽略 )， 因 而 
可 近似 为 尘埃 ， 一 个 星系 近似 就 是 尘埃 中 的 一 个 “颗粒 ”， 因 此 其 世界 线 是 测 地 
线 ( 见 $6.5). 而 式 (10-2-5) 后 已 指出 各 向 同性 观 者 世界 线 是 测 地 线 , 可 见 星系 可 近似 
看 作 各 向 同性 观 者 .宇宙 中 的 全 部 物质 (整个 尘埃 ) 的 能 动 张 量 可 表 为 

Tw (物质 )= PuwU。Us ， 
其 中 U“ 是 各 向 同性 观 者 的 4 速 ，pw 是 各 向 同性 观 者 测 得 的 物质 能 量 密度 ， 另 一 
方面 ， 所 有 辐射 也 可 看 作 一 种 特殊 的 理想 流体 ， 其 4 速 等 于 各 向 同性 观 者 的 4 速 
U“， 因 而 所 有 辐射 的 能 动 张 量 可 表 为 
Too( 辐 射 )= PRVeUs + p(gop + UsU,) ， 

其 中 pr 及 p 分 别 是 各 向 同性 观 者 测 得 的 辐射 能 量 密度 和 辐射 压强 ， 满 足 
P=Pr/3， 综 合 上 述 两 点 可 知 宇宙 的 总 能 动 张 量 可 近似 表 为 

Top = PUaUs, + plgap + UaU,), (10-2-12) 
其 中 p 是 尘埃 (星系 ) 和 辐射 的 总 能 量 密度 .在 实际 宇宙 中 ， 除 星系 外 还 有 其 他 形 
式 的 物质 , 但 从 宇宙 学 原理 出 发 可 以 相信 它们 的 能 动 张 量 也 取 式 (10-2-12) 的 形式 ， 
因而 也 可 认为 式 (10-2-12) 已 包含 了 它们 的 贡献 . 总之， 在 标准 模型 中 ， 字 宙 的 内 
容 物 只 有 物质 和 辐射 两 种 ,物质 的 特征 是 p=0 ,辐射 的 特征 是 p=p/3, 式 (10-2-12) 
包含 了 所 有 物质 和 辐射 的 贡献 。 空 间 均匀 性 的 假设 要 求 p 和 p 都 不 是 空间 坐标 的 
函数 . 

RW 线 元 [ 式 (10-1-25)] 的 1, r, 9, 9 是 各 向 同性 观 者 的 共 动 坐标 , 由 式 (10-2-12) 

求 得 7 在 此 系 的 非 零 分 量 为 
Tn=p, T= pgy’ (10-2-13) 
其 中 非 零 的 gy 只 有 
gu1=a(l-kr)!, 8 =ar2， 83=azrzsin20 . 
另 一 方面 , 根据 式 (10-1-25), 爱 因 斯 坦 张 量 Go 在 该 系 的 非 零 分 量 又 可 用 a(D) 表 为 
(计算 留 作 练习 ) 
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Go =3(6° + Kk)/a?, (10-2-14) 
2a 如 + 大 
G; -2: 二 js (10-2-15) 
于 是 爱 因 斯 坦 方程 的 分 量 形式 Go = 8rTo 和 Gy = 8r7; 可 表 为 
3(G? + 有 /az =8rp  ( 称 为 Friedmann 方程 )， (10-2-16) 
2id/a+ (a +k)/a’ =-8np, (10-2-17) 
式 (10-2-16) 和 (10-2-17) 就 是 决定 尺度 因子 a(?) 的 基本 方程 ， 由 此 两 方程 易 得 
34=-4na(p+3p)， (10-2-18) 
微分 式 (10-2-16) 并 与 式 (10-2-18) 联 立 消去 4 得 
P+3(0D+P)ala=0. (10-2-19) 


因为 式 (10-2-17) 可 由 式 (10-2-16) 和 (10-2-19) 导 出 ， 方 程 组 (10-2-16)、(10-2-17) 同 方 
程 组 (10-2-16)、(10-2-19) 等 价 ， 因 为 p > 0, p0， 由 式 (10-2-18) 可 知 站 <0， 这 表 
明 宇 宙 或 则 膨胀 (4 > 0 ) 或 则 收缩 (4 < 0)， 除 个 别 时 刻 (6> 0 与 4<0 之 间 的 过 渡 时 
刻 ) 外 不 会 出 现 4=0 ， 因 而 不 会 处 于 静态 既然 观测 表明 当今 宇宙 正在 膨胀 
[ado)>0],， 由 <0 可 知 a(D) > ao) Vt<1o， 而 且 1 越 小 则 al(n) 越 大 ， 这 就 表明 ， 
如 果 逆 着 时 间 回 湖 ， 宇 宙 将 以 越 来 越 大 的 速率 缩小 ， 在 某 一 时 刻 ( 选 作 += 0) 达 到 
a(0)=0， 这 一 时 刻 的 密度 为 无 限 大 ， 称 为 大 爆炸 奇 点 (big bang singularity)，“ 大 爆 
炸 ”一 词 并 不 贴切 ， 普 通 爆炸 是 正常 ( 非 奇 异 ) 的 、 早 已 明确 的 时 空 背 景 中 的 一 个 
事件 ， 爆 炸 之 前 有 一 个 炸弹 (爆炸 事件 在 炸弹 世界 线 的 未 来 端点 )， 爆 炸 之 后 每 一 
碎片 是 时 空中 的 一 条 世界 线 ， 宇 宙 “ 大 爆炸 ”与 此 十 分 不 同 ， 首 先 ， 它 对 应 于 一 
个 时 空 奇 性 (存在 无 限 趋 近 于 它 的 不 完备 类 时 测 地 线 , 物质 密度 和 由 时 空 曲率 构成 
的 某 些 标量 在 趋 于 它 时 发 散 .), 不 能 向 过 去 延 拓 . 不 妨 这 样 直观 地 想 , 字 宙 中 的 粒 
子 开始 时 挤 在 “要 多 小 有 多 小 ”的 空间 中 ， 任 何 两 个 粒子 随 着 宇宙 的 膨胀 而 不 断 
相互 远离 ， 其 次 ， 与 炸弹 爆炸 后 的 碎片 不 可 能 充满 全 空间 不 同 ， 大 爆炸 后 的 物质 
在 每 一 时 刻 都 均匀 充满 整个 宇宙 空间 .粒子 之 间距 离 的 增 大 是 空间 膨胀 的 表现 . 
为 了 定量 求解 方程 (10-2-16) 和 (10-2-19)， 先 讨论 两 个 极端 情况 : (DT 完全 来 
自 物质 (尘埃 ) 的 贡献 ( 称 为 尘埃 宇宙 );@Ts 完全 来 自 辐射 的 贡献 ( 称 为 辐射 宇 
害 )， 人 尘埃 宇 害 有 p = 0， 对 式 (10-2-19) 积 分 得 
Pu4 = 常数 . (10-2-20) 
这 是 自然 的 , 因为 任 一 共 动 体积 随 a 增 大 而 按 ei 增 大 , 而 体积 内 的 尘埃 粒子 数 ( 因 
而 能 基 ) 不 变 ， 故 密度 按 a” 减 小 辐射 宇宙 有 p = pr /3 ， 对 式 (10-2-19) 积 分 得 
PRa4 = 常数 . (10-2-21) 
这 是 因为 任 一 共 动 体积 内 的 光子 数 不 变 而 每 一 光子 的 频率 (能 量 ) 由 于 红 移 而 按 or! 
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减 小 [ 见 式 (10-2-8)， 既然 p 与 a 的 关系 分 别 为 
Pu “a ”和 pr xa™ ,尽管 当今 宇宙 很 接近 于 物质 
为 主 ， 在 a 足够 小 时 总 是 以 辐射 为 主 的 (不 过 早期 
宇宙 尚 无 星系 ， 只 有 粒子 )、 下 面 分 别 在 这 两 个 极 
端 情况 下 求解 方程 (10-2-16) 和 (10-2-19). 

对 辐射 宇宙 , 式 (10-2-19) 已 积分 为 式 (10-2-21)， 
故 只 须 在 其 基础 上 求解 方程 10-2-16)， 令 

B? =8npa’/3, (10-2-22) 

则 由 式 (10-2-21) 知 B 为 常数 (约定 B>0)， 方程 。” 图 10-9 辐射 宇宙 的 a(j) 曲 线 
(10-2-16) 可 改写 为 


dD)= B2a-2(D-K. (10-2-23) 
借助 变量 替换 b()=a?(n) 可 在 a(0)=0 的 初始 条 件 下 求 得 方程 的 特 解 
q(t) =2B1 kt? ， 因 而 在 3 种 情况 下 分 别 有 


情况 a (k=+]D)， ax(t)=2B1 -1?, (10-2-24a) 
情况 b (k=0), az(D)=2Br， (10-2-24b) 
情况 c (k= 一 1)， az2(D)=2Br+12. (10-2-24c) 


3 种 情况 的 <(D 曲 线 示 于 图 10-9. 由 于 在 a 很 小 时 以 辐射 为 主 , 图 中 3 条 曲线 在 原 
点 附近 的 表现 有 重要 意义 ， 由 式 (10-2-24) 或 图 10-9 可 知 :=0 时 a =0， 这 就 是 大 
爆炸 奇 点 ， 由 式 (10-2-23) 可 知 在 a 足够 小 时 可 和 忽略， 因此 3 种 情况 的 曲线 在 奇 
点 附近 近似 相同 . 

对 物质 ( 持 埃 ) 宇 害 ， 式 (10-2-19) 已 积分 为 式 (10-2-20)， 故 只 须 在 式 (10-2-20) 基 
础 上 求解 方程 (10-2-16). 令 


A=8npa’/3, (10-2-25) 
则 由 式 (10-2-20) 知 4 为 常数 ， 方 程 (10-2-16) 可 改写 为 
RE 让 
a (10-2-26) 
为 便于 求解 ， 引 入 新 变量 
f(D)= | ‘dr alt) ， (10-2-27) 
以 a 记 da/d? ， 则 式 (10-2-26) 成 为 
oa 人 =4a 人 -io . (10-2-28) 


上 式 在 3 种 情况 下 满足 初始 条 件 a(0) = 0 的 特 解 分 别 为 
情况 ak=+D， a=A4(-cosh/2， 1=A(f—sinf)/2, (10-2-29a) 
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情况 b(k=0)， a=(9A/4) 3 ， (10-2-29b) 

情况 c(k=-D)， a=A(chf -1D/2， t= Ashf -A)/2. (10-2-29c) 
3 种 情况 的 a(D) 曲 线 大 致 也 如 图 10-9 ,不 另 画 出 . 尘埃 宇宙 解 由 前 苏联 的 Friedmann 
( 弗 里 德 曼 ) 于 1922 年 最 先 得 出 , 大 大 早 于 哈 勃 (1929) 和 Robertson 及 Walker(1935) 
的 发 现 , 不 少 文献 把 标准 宇宙 模型 也 称 为 Friedmann-Robertson- Walker 模型 (FRW 
模型 ). 

以 上 是 对 两 个 极端 情况 的 定量 讨论 ， 实 际 宇宙 既 含 实物 又 含 辐射 ， 定 量 求解 
有 困难 ， 但 可 做 以 下 定性 讨论 . 首先 ， 观 测 表 明 当 今 宇宙 正在 膨胀 ， 即 adfo)>0 ， 
由 式 (10-2-18) 知 6 越 向 过 去 越 大 , 故 :< 如 的 a(D) 曲 线 向 上 凸 起 (图 10-9 中 的 k=0， 
-1 曲线 以 及 k= 1 曲线 的 左 半 段 .)， 因 而 会 在 +1< wo 的 某 时 刻 与 + 轴 相 交 ( 前 已 约定 
选 此 时 刻 为 := 0)， 这 同 图 10-9 定性 一 致 ， 再 看 1> to 的 情况 .把 式 (10-2-19) 改 写 
为 

d(pa’) /da=-3pa’, (10-2-30) 
因 右边 恒 为 负 ， 上 式 表明 pa’ 随 a 增 而 减 ， 故 p 至 少 按 a3 减 小 ， 把 式 (10-2-16) 
改写 为 
3(a? +k)=8npa’, (10-2-31) 

则 右边 在 a 增加 时 至 少 按 a' 减 小 .上 式 表明 a4 随 a 的 变化 情况 与 值 有 关 . 对 k=0 
有 全 =8rpaz/13 ， 故 妈 随 a 增 大 而 减 小 ,在 o -四 时 趋 于 零 ， 注 意 到 ao) > 0 ， 
可 知 6(D) 恒 为 正 , 即 a 随 1 不 断 增长 , 只 是 a(0 曲 线 的 斜率 不 断 下 降 并 在 a -> oo( 因 
而 + 一 oo ) 时 趋 于 零 ,与 图 10-9 中 上 = 0 曲线 的 定性 表现 一 致 ， 若 上 = -1， 则 式 
(10-2-31) 成 为 刀 = (8rpa213)+1， 情 况 与 4= 0 类 似 ， 只 是 现在 a() 曲 线 的 斜率 在 
4 一 o (一 oo ) 时 趋 于 1( 而 不 是 0). 这 与 图 10-9 中 大 = -1 曲线 的 定性 表现 一 致 . 若 
k=+1, 则 式 (10-2-31D) 成 为 4? = (8rpa2/13)-1 ,表明 如 随 a 增 加 而 减 小 , 当 8roa213 
减 至 1 时 全 减 至 零 ， 以 ac 代表 满足 grpa213 =1 的 a 值 ， 则 它 代表 临界 状态 : 在 
4 从 a(fo) 起 增 至 ac 的 过 程 中 ，4 从 afo) > 0 起 不 断 减 小 ， 当 a 增 至 ac 时 (相应 的 
记 作 to) 4 减 至 零 ， 由 于 式 (10-2-18) 要 求 & 恒 为 负 ， 即 4 随 1 增 加 而 减 小 ,因此 4 从 
1> tc 开始 变 为 负数 ， 即 a 从 +> tc 开始 随 + 增 加 而 减 小 ， 直 至 为 零 、ac 显 然 是 a(?) 
的 极 大 值 . 这 与 图 10-9 中 k= 1 曲线 的 定性 表现 一 致 . 可 见 ， 实 际 宇宙 的 a(D) 仍 可 
用 图 10-9 大 致 描述 . 
[选读 10-2-1] 

严格 说 来 还 应 补 证 4c 和 tc 都 为 有 限 值 . 令 f(a)=ad? , 则 由 a? =(8npa?/3)-1 
得 

f(D)=(8rpa/3)-a=fi(a)- f(a), 
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其 中 fi(q)=8npa? , f(a)=a. 由 式 (10-2-30) 可 知 fi(a) 的 图 像 是 儿 率 为 负 的 曲线 ， 
而 a>0 和 p>0 则 保证 它 在 第 一 象限 内 , 故 必 与 代表 万 (a) 的 斜率 为 1 的 过 原点 直 
线 交 于 一 点 . 由 ad? = f(a) 一刻 (a) 可 知 此 交点 的 a 值 就 是 ac, 可 见 4c 有限. 以 pc 
代表 与 ac 相 应 的 p 值 ， 则 d=(8rpa?13)--1 给 出 pc =3/8xac*>0， 配 以 p>0， 
由 式 (10-2-18) 便 知 谍 <0 ， 这 就 保证 所 有限， 即 4 不 会 在 1 一 oo 时 才 增 至 ac 
[选读 10-2-1 完 ] 
既然 宇宙 有 起 始 时 刻 (z= 0) ,就 可 谈 及 宇宙 今天 的 年 龄 , 它 等 于 -0=0. 设 
D(p) 是 任 选 的 两 个 星系 的 距离 ， 以 Do 简 记 D(10) ， 粗 略 认为 膨胀 一 直 以 当今 速率 
ww 进行 ( 见 图 10-10 中 的 直线 ), 则 Do1uo = Zi 六 = 有 .Ho 的 实测 值 约 为 
(20km/s)/ 百 万 光 年 , 故 b = Ho' =135 亿 年 . 但 由 
图 10-10 知 @< Ho (to 与 Ho 的 定量 关系 见习 
题 )， 可 见 如 小 于 135 亿 年 . 2 由 于 种 种 原因 ， 
Ho 不 易 测 准 ， 哈 勃 当年 测 得 的 Ho 约 为 上 引 值 的 
8 倍 ， 于 是 小 于 17 亿 年 . 这 是 无 法 接受 的 因 
为 从 放射 性 元 素 的 相对 丰 度 估计 的 地 球 年 龄 约 
为 46 亿 年 . 更 有 其 者 , 恒星 的 年 龄 在 20 世纪 30 
年 代 被 错误 地 估 为 10' 亿 年 , 这 就 使 小 于 17 亿 年 。 
的 宇宙 年龄 更 加 无 法 接受 ， 这 导致 人 们 对 大 爆炸 。 图 10.10 宇 害 年 龄 < Ho 
理论 的 疑惑 ， 许 多 字 宙 理论 应 运 而 生 ， 直 至 20 
世纪 50 年 代 末 发 现 古 值 大 约 只 有 哈 勃 所 测 值 的 1/8 后 ， 这 一 知音 在 大 爆炸 理论 
头 上 的 阴云 才 得 以 驱散 . 
提高 哈 勃 常数 了 的 测量 精度 对 宇宙 论 的 研究 至 关 紧 要 . 长 期 来 各 种 测量 结果 
的 最 大 值 约 为 最 小 值 的 2.5 倍 ， 通 常 认为 
Ho =100h km.sec™! .Mpc-!, (10-2-32) 
其 中 满足 0.4< h < 1， 反 映 测量 结果 之 间 的 出 入 ，1 Mpc =105pc ，pc 是 天 文学 
常用 距离 单位 parsec ( 即 parallax second) 的 缩写 ,汉语 称 为 秒 差距 ，1pc 3.26 光 
年 ， 近 几 年 来 用 各 种 方法 测量 Ho 值 的 结果 日 趋 接近 ， 最 新 数据 为 [Spergel et al. 
(2003)] 


D(1) 


He 一 一 | 0 


ld (10-2-33) 


Ho=71 km:s-!. Mpc™!, 更 准确 地 就 是 h=0.71 (mt 
本 章 开始 时 说 过 宇宙 是 “无 所 不 包 ” 的 最 大 时 空 . 对 这 句 话 应 做 补充 说 明 . 用 


@ 然而 , 1999 年 对 fa 类 超新星 的 观测 发 现 当今 宇宙 并 非 如 图 10-10 那样 减速 膨胀 而 是 如 图 10-13 所 示 的 加 速 
膨胀 详 见 10.3.3 小 节 ), 结果 是 如 > Ho . 本 书 定稿 时 的 最 新 结果 为 b 兰 137 亿 年 . 
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RW 度 规 描述 的 宇宙 只 是 “ 抹 匀 ”后 的 宇宙 , 它 只 反映 宇宙 在 宇 观 尺度 下 的 行为 . 如 
果 关 心 较 小 尺度 下 的 局 部 表现 ， 就 要 根据 该 局 部 的 物质 分 布 情况 选择 适当 度 规 描 
述 ， 例如， 一 个 近似 孤立 的 球 对 称 恒星 周围 的 时 空 几何 应 由 施 瓦 西 度 规 描述 ， 宇 
宙 虽 然 是 无 所 不 包 的 最 大 时 空 ， 但 RW 度 规 并 不 反映 其 局 部 (小 于 宇 观 尺度 ) 区 域 
的 时 空 几何 . 


10.2.4 ”宇宙 学 常数 和 爱 因 斯 坦 静态 宇宙 


爱 因 斯 坦 早 在 1917 年 就 用 爱 因 斯 坦 方程 讨论 宇宙 . 限于 当时 关于 宇宙 不 变 的 
普遍 哲学 理念 ， 他 一 开始 就 企图 找到 一 个 描述 静态 宇宙 的 时 空 度 规 ， 可 惜 爱 因 斯 
坦 方 程 容 不 得 静态 解 ， 因 为 静态 意味 着 4=0 ,方程 (10-2-16)、(10-2-17) 于 是 成 为 

3k =8rpa2 (10-2-16') 
和 大 = 一 8rpa?， (10-2-17') 
它们 在 物理 条 件 p >0 和 p>0 下 显然 互 不 相 容 ， 爱 因 斯 坦 早已 看 出 爱 因 斯 坦 方程 
没有 静态 解 ， 但 当时 的 他 是 如 此 坚信 静态 宇宙 ， 以 至 为 了 获取 静态 解 而 不 惜 修改 
自己 的 方程 。 他 假定 修改 后 的 方程 取 G6 =8r7。 的 形式 ， 考 虑 到 Tu 的 性 质 ， 可 
知 Gu 必须 满足 Go = Gs 以 及 V*G。s =0 ， 而 由 gw 及 其 一 、 二 阶 导数 构成 的 满足 
这 两 个 要 求 的 Guw 只 能 取 Gap 和 8 的 线性 组 合 的 形式 (证 略 ), 因此 他 在 1917 年 发 
表 了 如 下 的 修改 后 的 爱 因 斯 坦 方程 
Gp + Agos =87T,,, (10-2-34) 
其 中 常数 4 叫 宇宙 学 常数 ” (cosmological constant， 简 称 宇宙 常数 )， 上 式 可 改写 
为 


G =8r( — Agoa /87). (10-2-35) 
下 面 说 明 这 一 新 方程 的 确 容许 静态 解 ， 为 便于 讨论 ， 可 形式 地 把 7 - Ag。s /8n 看 
作 新 的 “能 动 张 量 ”， 从 而 把 式 (10-2-35) 仍 看 作 无 4 项 的 爱 因 斯 坦 方程 ， 为 区 分 
起 见 ， 把 原来 记 作 7 的 能 动 张 量 改 记 作 元 ， 把 新 能 动 张 量 记 作 Ts ( 即 
Tw = 也 -48w/18r)， 于 是 以 To 为 能 动 张 量 的 、( 形 式 上 ) 无 4 项 的 爱 因 斯 坦 方程 
可 表 为 
Gs =8rT =8r (T, -48w18r) . (10-2-36) 
当时 的 物质 模型 只 有 实物 (尘埃 ) 而 无 辐射 ， 即 元 中 只 含 万 而 不 含 万 ， 所 以 
也 = 了 .Us ， 因 而 和 = 万 元 =0 ， 由 式 (10-2-13) 可 知 新 能 动 张 量 Z 的 p 和 六 
分 别 满足 


加 爱 因 斯 坦 假定 4 很 小 , 使 得 在 除 宇宙 学 问题 外 的 一 切 问题 中 4 项 所 起 的 作用 都 可 忽略 [有 关 讨论 见 
Rindler(1982)]. 
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p=Tw =To -Agoo/8r= P+ 418r ， (10-2-37) 

pgy =T, = -Agy/8r=—Agy/8r, 即 p=-A/8x. (10-2-38) 

这 表明 4 项 的 引入 相当 于 在 宇宙 中 加 进 压 强 p 为 负 的 “物质 ”( 只 要 选 和 4>0), 从 
而 使 式 (10-2-16') 和 (10-2-17') 的 联 立 不 再 无 解 。 现 在 由 式 (10-2-17') 和 (10-2-38) 得 


k=a’A, (10-2-39) 
由 式 (10-2-16) 和 (10-2-37) 得 
3k=(8nD+ A)a’. (10-2-40) 
两 式 相 减 得 
2k =8r7Fa2 . (10-2-41) 
条 件 >0 导 致 k<>0， 因 而 
大 =+1， (10-2-42a) 
从 而 式 (10-2-39) 和 (10-2-41) 分 别 给 出 
A=a™, (10-2-42b) 
a =1/4np. (10-2-42c) 


式 (10-2-42) 便 是 加 进 4 项 后 的 唯一 静态 解 ， 式 (10-2-42a) 说 明 这 个 解 的 空间 几何 是 
球面 几何 ， 相 应 的 4 维 线 元 是 
ds2 =-dt2+az[dw2z+sinzyw(dg2+sin2gdp?)] ， 
其 中 a? = 人 = 常数 . (10-2-43) 
这 叫做 爱 因 斯 坦 静态 宇宙 度 规 ， 上 式 虽 然 是 静态 解 ， 但 却 是 个 不 稳定 的 静态 解 ， 
一 经 微 扰 就 变 为 膨胀 或 收缩 . 文献 指出 [Peebles(2002)]， 爱 因 斯 坦 当 时 并 未 写 出 关 
于 a(D) 的 微分 方程 ， 因 此 并 未 发 现 这 一 不 稳定 性 . 

由 于 坚信 静态 宇宙 , 爱 因 斯 坦 在 1922 年 对 Friedmann 的 文章 审 稿 时 写 了 否定 
意见 ， 并 对 Friedmann 写 给 他 的 申明 观点 的 信 未 予 理 会 ，1923 年 ， 爱 因 斯 坦 在 听 
取 了 Friedmann 的 同事 Krutkov 向 他 重申 Friedmann 的 意见 后 觉得 有 理 , 便 给 杂志 
社 寄 去 一 张 便条 ， 承 认 自己 审 稿 有 误 ， 并 肯定 Friedmann 结果 的 正确 性 ， 他 对 自 
己 引信 宇宙 常数 深 感 后 悔 ， 曾 说 过 这 是 他 一 生 中 最 大 的 失策 ， 然 而， 问题 并 不 因 
他 放弃 4 项 而 就 此 完结 ， 字 宙 常 数 4 的 地 位 在 历史 上 几 起 几 落 ， 直 至 今天 ( 详 见 
10.3.3 小 节 ). 


§ 10.3 字 宙 的 热 历史 
10.3.1 字 宙 演化 简 史 


前 已 说 过 ，4 足够 小 的 宇宙 以 辐射 为 主 ， 向 实物 为 主 的 转变 大 约 发 生 在 
+=10"s, 即 大 爆炸 后 的 数 千年 . 本 小 节 介绍 根据 标准 模型 勾勒 出 来 的 宇宙 从 大 爆 
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炸 至 今 的 演化 简 史 .讨论 中 不 可 避免 地 涉及 高 能 物理 的 某 些 基 本 知识 ， 对 此 缺乏 
了 解 的 读者 最 好 先 阅 读 一 点 有 关 读物 ， 为 了 不 过 多 涉及 高 能 物理 、 热 力学 和 量子 
统计 学 ， 我 们 只 做 较 粗略 的 介绍 [更 准确 、 细 致 的 讨论 见 温 伯 格 (1972); Kolb and 
Tumer(1990).]， 由 于 宇宙 无 所 不 包 ， 没 有 外 界 ， 其 演化 可 看 作 绝热 膨胀 ， 早 期 宇 
宙 以 辐射 为 主 ， 温 度 T 同 尺 度 因子 a 的 关系 不 难 求 得 . 由 式 (10-2-21) 知 辐射 宇宙 
的 能 量 密度 p 与 ao- 成 正比 ， 而 由 辐射 的 量子 统计 学 又 知 p 与 T4 成 正比 ，? 于 是 
Tc ao. 另 一 方面 , 式 (10-2-23) 的 上 在 足够 小 时 可 以 忽略 , 故 其 解 为 = (2BDV2 ， 
与 7 xa! 结合 便 得 T1? = 常量 ， 此 常量 在 国际 制 的 数值 约 为 100， 故 
T=100/ (TT 和 + 的 单位 分 别 为 K 和 s). (10-3-1) 

这 就 是 早期 宇宙 (辐射 为 主 时 ) 的 温度 和 时 间 ; 的 近似 关系 式 ， 由 此 可 知 !+= 0 (大 
爆炸 ) 时 7 = ， 可 见 宇宙 的 演化 是 从 温度 无 限 高 的 大 爆炸 奇 点 开始 的 、 温 度 不 断 
下 降 的 绝热 膨胀 过 程 . 

1. 大 爆炸 奇 点 

宇宙 的 演化 始 于 大 爆炸 奇 点 (+=0, 7 = oo). 时 空 奇 点 是 最 棘手 的 问题 之 一 . 许 
多 物理 量 在 趋 近 奇 点 时 趋 于 无 限 大 ， 一 切 物 理 定律 在 奇 点 处 失效 ，1965 年 以 前 ， 
多 数 物理 学 家 不 相信 时 空 奇 点 的 存在 ， 曾 经 提出 过 避免 奇 点 的 各 种 理由 ，Penrose 
和 Hawking 从 1965 至 1970 年 先是 分 别 地 后 是 合作 地 借用 整体 微分 几何 证 明了 一 
系列 奇 点 定理 ,断言 只 要 某 些 合理 条 件 得 到 满足 , 时 空 奇 点 (包括 大 质量 恒星 晚期 
雪 缩 及 宇宙 起 源 的 大 爆炸 奇 点 ) 就 不 可 避免 (下 册 附 录 对 奇 点 定理 有 定性 介绍 )， 重 
要 的 是 这 些 条 件 中 不 含 对 称 性 要 求 .这 曾 一 度 使 许多 相对 论 学 家 不 得 不 承认 奇 点 
的 存在 ， 对 奇 点 的 各 种 深入 研究 也 应 运 而 生 ， 不 过 ， 由 于 不 相信 物理 量 会 无 限 变 
大 ， 应 该 换 一 角度 看 待 奇 点 定理 : 与 其 说 奇 点 定理 证 明了 奇 点 的 存在 性 ， 不 如 说 
它 表 明 经 典 广义 相对 论 在 奇 点 附近 (那里 时 空 曲率 很 大 ) 的 不 适用 性 ， 众 所 周知 ， 
物理 学 在 20 世纪 初期 发 生 过 两 大 革命 一 -相对论 的 诞生 和 量子 论 的 创立 . 从 认识 
时 空 结构 和 引力 本 质 这 一 角度 来 看 ， 广 义 相 对 论 是 十 分 革命 的 理论 ， 但 是 从 另 一 
重要 角度 看 来 它 却 “ 很 不 革命 ”， 因 为 它 并 不 遵守 量子 理论 的 基本 原则 ， 量 子 论 
认为 任 一 可 观测 量 不 能 有 确定 值 (除非 系统 处 于 该 量 的 本 征 态 )， 对 测量 结果 只 能 
做 概率 性 预言 ， 然 而 在 广义 相对 论 中 所 有 可 观测 量 (如 度 规 ) 都 有 确定 值 (用 世界 线 
描述 粒子 的 历史 就 是 默认 粒子 在 每 一 时 刻 有 确定 位 置 ) 国际 理论 物理 学 界 现在 把 
不 考虑 量子 效应 的 理论 称 为 经 典 理论 ， 因 此 把 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 称 为 经 典 广 


@ 对 电磁 辐射 , 由 黑体 辐射 定律 可 知 px 7* , 考虑 到 其 他 粒子 的 贡献 , P 与 应 有 = (x2/30)NwT4 的 关 
系 , 其 中 Non 是 由 静 能 远 小 于 K(k 为 至 尔 兹 受 常数 ) 的 粒子 的 种 类 数 决定 的 数 . 可 见 只 当 Nes 为 常数 时 有 
prT. 
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义 相对 论 ， ”既然 奇 点 定理 表明 时 空 曲 率 足够 大 时 经 典 广义 相对 论 失效 ， 极 早期 
宇宙 就 应 存在 一 个 临界 时 刻 t > 0, 经 典 广义 相对 论 在 时 段 [0, tc] 内 不 成 立 , 应 代 
之 以 一 个 全 新 的 关于 引力 的 量子 理论 ( 称 为 量子 引力 论 , 即 quantum gravity). 虽然 
许多 前 沿 学 者 致力 于 创立 这 门 新 理论 ， 并 且 不 断 取得 进展 ， 但 至 今 仍 未 建立 起 完 
整 的 理论 来 . 在 量子 引力 论 尚未 建立 的 今天 , 我 们 无 法 考虑 奇 点 及 其 极 近 处 (时 段 
[0,tc] 内 ) 的 问题 而 只 能 从 临界 时 刻 妃 开始 讨论 . 如 何 估计 这 一 tc 值 ? 由 于 问题 涉及 
时 空 、 引 力 和 基 子 论 ， 克 应 取决 于 基本 常量 c，G 和 太 ， 而 由 c，G， 广 组 成 的 有 
时 间 量 纲 的 “唯一 ” 量 是 普 朗 克 时 间 tp =(G#/c5) ?~103s ， 因 此 就 取 刀 作为 临 
界 时 刻 tc ， 即 认为 经 典 广义 相对 论 适用 与 否 的 粗略 界限 就 是 tp ( 详 见 选读 
10-3-0)， 我 们 只 能 讨论 如 ~ 10s 以 后 的 演化 史 . 

[选读 10-3-1] 

可 以 这 样 说 ， 时 空 曲率 在 时 段 [0,tc] 内 是 如 此 之 大 ， 以 致 经 典 广义 相对 论 不 
能 成 立 ， 然 而 这 句 话 需要 解释 首先， 什么 是 时 空 曲 率 的 大 小 (magnitude)? 曲 率 是 
张 量 , 它 的 大 小 通常 是 指 由 它 ( 及 度 规 ) 所 构成 的 标量 值 , 例如 标量 曲率 R= 8g 中 R,。 
以 及 标量 多 三 RR ， 早 期 宇宙 以 辐射 为 主 ， 而 电磁 辐射 (类 光电 磁场 ) 的 能 动 张 
量 的 迹 了 =0， 由 爱 因 斯 坦 方程 可 知 其 尺 = 0.， 因此 我 们 以 完 = ReR。 代表 早期 宇 
窗 的 时 空 曲率 的 大 小 ， 第 二 ， 当 多 大 到 什么 程度 时 经 典 广义 相对 论 失 效 ?我 们 希 
望 找 到 一 条 界线 , 即 一 个 临界 值 .Bc ,使 得 在 非常 粗略 的 意义 上 可 以 说 , 当 完 < 家 
时 可 用 经 典 广义 相对 论 而 当 冤 > 只 c 时 不 能 ， 最 保险 的 办 法 是 利用 量子 引力 论 去 
找 这 条 界线 ， 可 惜 目前 还 没有 这 一 理论 ， 退 一 步 的 办 法 是 通过 微 扰 手段 获取 某 种 
信息 ， 它 会 告诉 我 们 Rc 的 大 致 量 级 ， 还 有 一 种 虽然 可 能 粗略 但 却 最 为 省 事 的 办 
法 ， 即 量 岗 分 析 法 ， .多 在 国际 制 的 量 岗 为 Z4 [由 附录 A 式 (A-7) 可 推 得 ]， 而 由 c， 
G， 户 组 成 的 有 长 度量 网 的 “唯一 ” 量 是 普 朗 克 长 度 刀 = (Gh/c3)02 ~1035m ， 于 
是 人 们 普遍 接受 ' 叹 ~1p“ (~ 代表 同 量 级 ). 

总 之 ， 由 量 岗 分 析 可 粗略 认为 ' 守 ~ 古 《然而 量 岗 分 析 又 给 出 所 ~ 外， 自然 
要 问 :暂时 假定 经 典 广义 相对 论 适 用 , 当 宇宙 演化 至 本 时 ,其 完 值 真 的 与 吕 c 一 丰 4 
有 相同 量 级 吗 ? 从 式 (10-2-5) 后 面 的 克 氏 符 表达 式 出 发 可 求 得 RW 宇宙 的 里 奇 张 量 
的 非 零 分 量 为 


@ 请 注意 现在 对 “经 典 物理 学 ”的 界定 已 与 20 世纪 的 前 半 部 分 有 所 不 同 . 当时 把 相对 论 (狭义 及 广义 ) 和 量子 
力学 列 入 “近代 物理 学 ”而 把 此 前 的 物理 学 称 为 “经 典 物理 学 ”. 随 着 研究 的 深入 (特别 是 认识 到 广义 相对 论 必须 
同 量 子 论 结合 以 后 ), 人 们 逐渐 把 “经 典 ”一 词 变 为 “ 非 量子 ”的 同 义 语 , 而 把 不 考虑 量子 效应 的 广义 相对 论 称 为 经 
典 广义 相对 论 , 以 便 同 量子 引力 论 区 别 “ 经 典 物理 学 ”的 这 一 新 的 界定 标准 已 相当 普遍 地 在 国际 理论 物理 学 界 得 
到 公认 . 与 此 相 比 , 某 些 读者 对 “经 典 ”一 词 的 理解 是 不 是 太 “ 经 典 ” 了 ? 
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Ro=-3i/la, Ri=(-kr’) (ad+2a +2k), 
Ry =rz(ai+262+2k)， Rs =rsin2g (ad+26? +2k), 
由 此 得 R=R"R,, =9(/a) +3a (ad+26 +2k)?. (10-3-2) 


因为 极 早 期 宇宙 以 辐射 为 主 ,而 且 在 @ 如 此 小 的 情况 下 可 取 上 = 0, 故 由 式 (10-2-24b) 
得 a(D)=(2B0D2 ， 求 导 发 现 -ia=(alaj2z=(V4)52 ， 代 入 式 (10-3-2) 得 
贸 =0.7517， 改 回国 际 制 ( 补 c), 便 得 + 时刻 的 鸳 值 为 多 (1)=0.75c1*， 注 意 到 
人 p=cCtp,， 便 有 
R(tp)=0.75 lp ~ lp . 

即 志 时 的 曲率 久 (1p) 与 :Bc~ lp 同 量 级 , 可见 经 典 广义 相对 论 在 时 段 [0,103s] 内 
不 适用 . [选读 10-3-1 完 ] 

2. 早期 宇宙 的 热平衡 

虽然 经 典 广义 相对 论 大 致 从 := 10”s 开始 有 效 , 但 在 103s 后 的 一 小 段 时 间 
内 温度 奇 高 ， 高 能 物理 学 对 如 此 高 能 的 领域 还 显得 力不从心 .大致 地 说 ， 宇 宙 主 
要 由 能 量 极 高 的 正 反 粒 子 对 组 成 ， 包 括 夸 克 (quark) 、 轻 子 (lepton)、 传 递 相 互 作用 
的 规范 玻 色 子 (gauge boson， 如 光子 ) 以 及 目前 尚未 确证 其 存在 性 甚至 尚未 认识 的 
粒子 . 高 能 粒子 之 间 的 频繁 相互 作用 使 它们 共处 于 一 个 热平衡 态 中 , 可 比喻 为 “一 
锅 充分 搅拌 的 基本 粒子 汤 ”， 以 光子 Y 为 例 ， 它 不 像 在 当今 宇宙 那样 可 通行 无 阻 
地 走 很 长 路 程 ， 其 “平均 自由 时 间 ” 由 于 与 其 他 粒子 的 频繁 碰撞 (包括 被 散射 、 吸 
收 和 再 发 射 ) 而 十 分 短暂 . 虽然 宇宙 也 在 快速 膨胀 , 但 在 可 觉察 出 宇宙 膨胀 的 一 段 时 
间 内 光子 已 与 其 他 粒子 碰撞 过 非常 多 次 ， 不 但 光子 ， 就 连 中 微 子 在 极 早期 字 宙 的 一 
段 时间 内 也 如 此 ， 总 之 ， 虽 然 宇 宙 不 断 膨胀 ， 但 在 宇宙 (特别 是 早期 宇宙 ) 的 大 部 分 
历史 中 粒子 之 间 的 相互 作用 率 远 大 于 宇宙 膨胀 率 (直观 说 就 是 “搅拌 ” 的 快慢 远 超过 
“ 锅 ” 的 膨胀 快慢 ), 因此 在 早期 宇宙 的 多 数 时 段 内 可 实现 多 种 粒子 的 局 域 热平衡 

根据 量子 统计 学 ， 温 度 为 7 的 辐射 中 的 辐射 粒子 的 平均 能 量 约 等 于 kT， 其 中 
上 是 玻 尔 兹 曼 常数 ( 勿 与 区 分 三 种 空间 几何 的 k 相 混 ). 这 一 结论 也 近似 适用 于 静 能 
远 小 于 k7 了 的 实物 粒子 , 它们 以 接近 光速 的 速率 运动 , 可 近似 视 为 辐射 粒子 ,与 辐 
射 粒子 统称 为 相对 论 性 粒子 .例如 ，7 =100K 时 kT =10 MeV ， 而 电子 e 的 静 能 
约 为 0.5MeV， 故 在 T= 10"K 时 电子 是 相对 论 性 粒子 ， 根 据 量子 场 论 ， 两 个 光子 
可 转化 为 某 种 粒子 的 正 反 粒子 对 (“对 产生 ”)， 一 对 正 反 粒子 也 可 转化 为 两 个 光 
子 (“ 对 潭 灭 ”)， 这 两 种 过 程 当然 都 要 满足 能 量 守恒 律 。 光 子 在 室温 下 的 平均 能 
量 K7 远 小 于 电子 静 能 ， 因 此 两 个 光子 变 为 正 、 负 电子 对 (2y ->e+et) 的 可 能 性 几 
平 为 零 ， 然 而 在 T= 10"K 的 高 温 下 这 种 “对 产生 ”的 “速率 ”很 大 ( 约 与 光子 密 
度 成 正比 )，e 与 拓 相 遇 又 可 潭 灭 为 两 个 光子 (e+e+ -> 2Y )， 潭 灭 “速率 ”正比 于 
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(e, e) 对 的 密度 . 因此， 达到 平衡 时 ，(e, e”) 对 的 密度 与 能 量 大 于 电子 静 能 me 的 光 
子 对 的 密度 大 致 相等 反之， 由 于 质子 p 和 中 子 n 的 静 能 约 为 me 的 1840 倍 ， 即 
使 在 T= 10"K 的 高 温 下 (p, 和 (n, 避 的 密度 也 几乎 为 零 (F 和 分 别 代表 反 质子 
和 反 中 子 ). 

3. 物质 与 反 物质 的 不 对 称 性 

在 t=0.0ls 、T=10"K 时 , 由 于 kT >>m, 及 kT <<m,， 存在 大 量 (与 7 的 数量 
同 量 级 ) 的 (e, e*) 而 几乎 没有 (p,B) 和 (n,5). 因此 宇宙 的 内 容 物 为 :大量 的 中 微 
子 v 和 反 中 微 子 V ; 大 量 的 光子 Y ; 大 量 的 (e e*) (每 种 粒子 的 数 密度 大 致 相同 ) 
以 及 少量 的 质子 p 和 中 子 n . 在 更 早 的 时 候 , 例如 当 7 >>103K 时 , 由 于 KT > m, ， 
曾经 存在 过 大 量 的 (p, 5) 和 (n, 可 ， 只 当 温 度 降 至 MT < m, 时 才 因 潭 灭 而 消失 ， 既 
然 p， 互 和 n， 五 成 对 潭 灭 ， 为 何 还 残留 少量 p 和 n? 我 们 知道 必 有 少量 p 和 n 是 
因为 我 们 知道 当今 宇宙 中 的 实物 无 不 由 p 和 n 组 成 ,宇宙 中 的 反 粒 子 为 数 甚 少 . 就 
是 说 ， 当 今 宇 宙 存 在 着 关于 粒子 和 反 粒 子 (物质 和 反 物 质 ) 的 不 对 称 性 ， 承 认 这 一 
事实 就 只 能 承认 在 += 0.01s 前 除 大 量 (p,5) 和 (n, 如 之 外 还 有 少量 不 成 对 的 p 和 
n 到 代 <m, 时 , p 与 5,n 与 五 成 对 潭 灭 ， 只 剩 下 少量 的 p 和 n( 都 是 重子 )， 据 
估计 ， 宇 害 中 重子 (baryon) 与 光子 的 数 密度 之 比 m/n, 仅 为 0 的 量 级 ， 但 它 偏 
不 为 零 . 若 再 追问 重子 和 反 重子 的 这 种 不 对 称 性 的 来 源 ， 则 只 有 两 个 可 能 答案 : 
中 宇宙 一 开始 就 存在 偏爱 粒子 (而 不 是 反 粒 子 ) 的 不 对 称 性 (这 显然 不 够 自然 ); @ 宇 
宙 开 始 时 重子 和 反 重 子 一 样 多 ,只 是 在 极 早期 演化 中 出 现 偏爱 重子 的 不 对 称 性 . 如 
果 坚 信 重 子 数 守恒 ， 后 一 种 可 能 便 不 成 立 ， 幸 好 20 世纪 70 年 代 开 始 出 现 的 电 、 
弱 、 强 大 统一 理论 (GUT) 认 为 在 能 量 很 高 时 重子 数 可 不 守恒 .理论 表明 ， 重 子 数 
不 守恒 加 上 极 早期 膨胀 中 对 热平衡 态 的 短暂 偏离 可 以 从 原本 关于 粒子 和 反 粒 子 是 对 
称 的 宇宙 中 产生 出 过 剩 的 p 和 n 来 . 虽然 大 统一 理论 由 于 未 能 取得 预期 的 实验 支持 
而 仍 有 待 探 讨 , 但 有 理由 相信 人 迟早 会 有 某 种 成 功 的 大 统一 理论 解决 上 述 宇宙 学 疑难 . 

4. 中 微 子 的 退 耦 

在 := 18、7T= 10"K 时，kT 1MeV 仍 大 于 me， 故 仍 存 在 大 量 的 (e, e*)， 然 
而 ， 由 于 温度 和 密度 与 前 相 比 已 明显 降低 ， 中 微 子 (及 反 中 微 子 ， 下 同 ) 与 其 他 粒 
子 的 相互 作用 率 远 小 于 宇宙 膨胀 率 ， 它 们 的 平均 自由 时 间 显著 变 长 ， 近 似 成 为 与 
其 他 粒子 无 相互 作用 的 自由 粒子 ， 就 不 再 与 其 他 粒子 共处 热平衡 中 ， 这 称 为 中 微 
子 的 退 耦 (decoupling)， 中 微 子 退 耦 时 间 和 温度 分 别 记 作 xs 和 Tu ， 它 们 退 耦 后 虽 
然 也 像 其 他 粒子 那样 充满 宇宙 ， 而 且 由 于 对 总 能 动 张 量 仍 有 贡献 而 对 字 宙 的 演化 
有 影响 ， 但 它们 在 除 此 而 外 的 各 方面 都 与 宇宙 的 其 他 组 分 互 不 关联 ， 两 者 独立 演 
化 ， 这些 大 量 的 中 微 子 一 直 存 在 至 今 ， 作 为 一 个 独立 的 粒子 系统 ， 其 当今 温度 约 
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为 2K， 可 异 由 于 同 测量 仪器 的 相互 作用 太 微弱 而 难以 被 探测 

5. 原初 核 合成 

观测 表明 当今 宇宙 的 氨 约 占 宇 宙 总 质量 的 114、 除 早期 宇宙 的 原初 核 合成 外 ， 
这 一 氨 丰 度 无 法 用 任何 过 程 解释 ( 便 星 内 部 的 核反应 虽 不 断 生 成 氨 , 但 其 值 只 占 上 
述 丰 度 的 一 小 部 分 .). 原初 核 合成 涉及 的 温度 段 约 在 10"K 至 ( 稍 低 于 )105K 之 间 . 温 
度 高 于 这 一 段 时 ， 即 使 质子 和 中 子 结合 为 氨 核 也 会 被 高 能 光子 所 击 碎 (“ 光 分 
裂 ” ) 由 于 这 一 温度 段 内 涉及 的 物理 知识 早已 在 地 球 上 的 实验 室内 得 到 确证 ， 人 
们 对 原初 核 合成 理论 有 足够 的 信心 .因为 核子 数 密度 较 低 以 及 宇宙 快速 膨胀 导致 
反应 时 间 很 短 ( 约 10?s)， 原 初 核 合成 中 只 有 快速 的 两 粒子 反应 可 以 发 生 ， 首 先是 
质子 同 中 子 结合 成 为 氛 核 ?8 ， 多 余 的 能 量 和 动量 由 一 个 光子 带 走 
(p+n 下 "H+Y), 继而 是 一 系列 后 续 反应 而 生成 ”H( 气 核 )，?He 和 He， 如 

H+n— > H+Yy, ?+p 一 3He+y， 2H +2H ~3He+n， 
H+PH Hetn, 3He + He ->4He+2p . 


由 于 不 存在 质量 数 为 5 的 稳定 核 素 ， 反 应 链 至 此 中 断 .“He 作为 主要 产物 逐渐 积 
累 ， 直 至 数量 足够 时 核反应 才 得 以 继续 ， 结 果 是 在 《He 基础 上 生成 的 很 少 一 点 
"Li， 由 于 不 存在 质量 数 为 8 的 稳定 核 素 ， 反 应 链 至 此 终结 ， 整 个 反应 链 必须 经 过 
的 第 一 步 是 质子 同 中 子 结合 为 气 核 。 气 核 的 结合 能 比 氨 核 的 结合 能 小 得 多 ， 氨 核 
在 温度 低 到 3x10?K 时 就 可 保持 稳定 ， 而 气 核 在 这 一 温度 下 刚刚 形成 便 会 破裂 ， 
因此 真正 有 意义 的 核 合成 过 程 在 温度 略 小 于 10?K 时 才 由 于 通过 了 “所 关卡 ”而 开 
始 发 生 ,产物 是 大 量 的 “He 和 微量 的 3H,?He 和 ?Li CH 不 稳定 ,很 快 衰变 为 ?He. ). 若 
以 ”He 的 产量 为 单位 ， 则 ?H 和 ?He 的 产量 约 为 105， 而 ?Li 约 为 10-10， 至 平 今天 
宇宙 中 各 种 比 "Li 更 重 的 元 素 ， 主 要 是 后 来 在 恒星 内 部 的 核反应 以 及 超新星 爆发 
中 形成 的 恒星 内 部 之 所 以 能 跳 过 A = 5 和 8 的 元 素 而 生成 重 元 素 ， 是 由 于 强大 的 
自 引力 使 核心 球 的 密度 很 高 ， 并 且 有 足够 的 反应 时 间 使 三 粒子 碰撞 过 程 得 以 发 生 . 

原初 核 合成 产生 的 氨 丰 度 密切 依赖 于 核 合成 结束 前 中 子 和 质子 的 数 密度 之 比 
辐 / 辐 ( 理 由 稍 后 便 知 ) 这 可 由 以 下 讨论 求 得 . 中 微 子 退 耦 前 ， 中 子 和 质子 可 通过 
以 下 弱 作用 过 程 互相 转换 ， p+e tyn+ ve ，p+ 屎 4n+et， 因 为 中 子 质量 略 大 
于 质子 质量 (mm -mp 2.5 m。 )， 质 子 变 中 子 的 过 程 比 其 逆 过 程 较 难 发 生 ， 例 如 ， 
由 于 m +m sm -1.5m。<m, ， 从 能 量 守恒 知道 一 个 静止 质子 和 一 个 静止 电子 不 
能 变 为 一 个 哪怕 是 静止 的 中 子 ， 但 反 过 来 却 没有 这 个 问题 . 当然， 在 温度 高 达 
10"K 以 上 时 电子 能 量 远大 于 其 静 能 ms ， 因 而 p+e -> n+ ve 可 以 发 生 ， 但 无 论 如 
何 , 其 发 生 的 概率 总 小 于 逆 过 程 的 概率 , 因此 在 正 反 向 过 程 达到 统计 平衡 时 n/n。 
应 小 于 1， 定 量 关系 由 玻 尔 兹 曼 公式 
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二 /本 三 Ge/ 人 (10-3-3) 
给 出 ， 其 中 Am = mm -m,。， 当 温度 降 至 Ts 10"K 时 中 微 子 退 爆 ， 上 述 n，p 互 变 
的 弱 作 用 过 程 基本 停止 ，m / 普 便 在 数值 ”上 大 致 冻结 . 以 上 讨论 略 去 了 自 
由 中 子 的 自发 衰变 n >p+e+V。， 因 为 其 半衰期 ( 约 10 min) 远 大 于 Tu 时 的 宇宙 年 
龄 (tg sls )， 但 到 氨 合 成 时 宇宙 年 龄 (!= 10?s) 已 占 中 子 半 训 期 的 可 观 部 分 ， 因 此 
国 /如 比 其 冻结 值 ee 略 低 ， 约 为 117 弱 一 点 .以 N 和 N 分 别 代表 总 中 子 数 
和 总 质子 数 ， 暂 令 吕 = Ne/N, ， 则 总 核子 数 N = Nu + NN, =(cC+DN, ， 其 中 全 部 中 
子 都 与 同 数 量 的 质子 结合 成 气 ， 故 氨 中 所 含 核子 数 为 Na。 = 2N, = 2cN, ， 因 此 原 
初 核 合成 产生 的 氨 丰 度 (以 质量 计 ) 为 

Nhe 20N, 二 2 


7 = 一 ae = = 3 
N (o+DN, o+l 


-l 
即 Y=2 (J ， (10-3-4) 
nm i 2 


以 m /no s117 代入 得 Y 0.25， 除 原初 核 合成 外 ， 恒 星 内 部 的 核反应 也 产生 “He 
(虽然 比 原初 核 合成 的 产量 少 得 多 )， 因 此 有 必要 从 观测 到 的 氮 丰 度 推断 原初 氨 丰 
度 (原初 核 合成 结束 时 的 丰 度 )， 近 年 来 确定 的 原初 氨 丰 度 约 为 0.23， 与 上 述 理 论 
值 (0.25) 接 近 ， 其 他 产物 CH，?He 和 ?Li) 的 丰 度 虽然 很 小 ， 但 对 验证 理论 也 很 重 
要 ， 定 量 计算 原初 核 合成 产物 丰 度 还 要 用 到 一 个 重要 的 物理 参量 7 ， 定 义 为 宇宙 
中 重子 与 光子 数 密度 之 比 ( 即 7=m/m ) 六 代表 每 个 重子 周围 的 光子 数 , 它 通过 
影响 光 分 裂 的 难 易 而 影响 核 合成 的 开始 时 刻 ， 从 而 影响 产物 的 丰 度 ，4He 的 丰 度 
只 微弱 地 依赖 于 了 ， 然 而 ?H，?He 和 "Li 的 丰 度 却 对 相当 敏感 ， 计 算 表 明 ， 只 
要 假定 7 值 在 3.4x10-0~5x10-10 之 内 ， 即 
n=nm/n, s(3.4~5)x107, (10-3-5) 
则 上 述 4 种 产物 的 理论 丰 度 都 能 与 观测 丰 度 符合 ， 这 不 仅 是 对 核 合成 理论 的 有 力 
支持 ， 而 且 也 给 思 这 个 十 分 重要 的 物理 参量 划 出 了 一 个 相当 明确 (而 且 狭 罕 ) 的 范 
围 ， 从 而 构成 对 宇宙 论 的 又 一 重要 贡献 . 
原初 核 合成 理论 的 另 一 重要 贡献 是 把 中 微 子 的 种 类 数 N, 确定 为 3， 即 确认 中 微 
子 只 有 3 种 (因而 轻 子 只 有 3 代 )， 这 本 是 粒子 物理 学 的 问题 ， 用 宇宙 论 对 此 给 出 结论 
的 简 史 可 从 1976 年 谈 起 ， 当 时 国际 物理 界 的 状况 有 如 下 特点 : D 已 有 迹象 表明 除 
第 一 、 二 代 轻 子 e 和 4 (及 其 相应 的 中 微 子 v。 和 w, ) 外 还 存在 第 三 代 轻 子 (因而 有 第 


三 种 中 微 子 )，@ 当 时 的 加 速 器 无 法 对 N, 给 出 有 意义 的 限制 ，@ 许 多 物理 学 家 倾向 
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于 相信 N, 的 数值 会 随 加 速 器 能 量 增 大 而 增 大 ; @ 很 少 有 粒子 物理 学 家 相信 宇宙 论 
的 研究 对 粒子 物理 学 能 有 什么 帮助 .然而 ，Steigman 等 却 独辟蹊径 ， 指 出 中 微 子 种 
类 的 增加 会 使 宇宙 原初 核 合成 的 主要 产物 ”He 的 丰 度 增加 ， 因 而 “He 的 观测 丰 度 应 

能 对 NN, 给 出 一 个 上 限 ， 基 本 思路 如 下 : 式 (10-2-16) 的 在 a 很 小 时 可 忽略 ,与 
有 =4/a 结 合 得 ?=8np13， 中 微 子 种 类 较 多 导致 p 较 大 ， 由 上 式 知 H 较 大 ， 即 
宇宙 膨胀 较 快 ,导致 中 微 子 提前 退 耦 , 即 ka 较 小 , 因而 退 耦 温度 Ts 较 大 . 由 式 (10-3-3) 
知 这 又 导致 由 /加 “冻结 ”在 较 大 数值 上 ， 因 而 “He 丰 度 较 高 ， 他 们 当时 给 出 的 上 
限 是 N, < 7 (发 表 于 1977 年 )， 该 文 展 示 了 “宇宙 论 可 对 粒子 物理 学 提出 重要 限制 、 

宇宙 是 高 能 加 速 器 的 重要 补充 "这样 一 种 新 认识 . 后 来 许多 学 者 沿 此 方向 继续 研究 ， 

把 N, 一 再 缩小 ，1990 年 ，Walker 等 五 人 已 给 出 N, < 3.3 ， 与 欧洲 核子 研究 中 心 


” (CERN) 1990 年 发 表 的 用 加 速 器 得 到 的 结果 N, = 3 一致 详 见 Steigman(1991). 


6. 宇宙 微波 背景 辐射 

宇宙 在 原初 核 合成 后 较 长 一 段 时 间 内 没有 重大 事件 发 生 ， 直 到 + =10's = 4x105 
年 . 这 时 T3000K (或 4000K ), 在 这 种 温度 下 ,原子 核 与 电子 开始 在 电磁 作用 下 
结合 为 中 性 原子 (此 前 的 电子 仍 有 足够 能 基 挣 脱 核 的 电磁 束缚 )， 宇 宙 中 的 实物 开 
始 从 电离 状态 (等 离子 体 ) 向 中 性 状态 迅速 转化 . 在 电离 状态 时 ,光子 与 带电 粒子 ( 特 
别 是 自由 电子 ) 有 频繁 的 相互 作用 (如 康 普 顿 散射 ), 因此 同 实物 粒子 处 于 热平衡 . 然 
而 光子 与 中 性 原子 几乎 没有 相互 作用 ， 因 此 在 带电 粒子 结合 为 中 性 原子 后 宇宙 变 
得 透明 (光子 的 平均 自由 时 间 大 大 长 于 宇宙 当今 年 龄 )， 光 子 从 实物 粒子 的 热平衡 
“大 家 庭 ” 中 退 耦 而 出 并 自 成 独立 系统 ， 在 退 耦 前 夕 ， 这 些 光子 由 于 与 实物 粒子 
达到 热平衡 (类 似 于 恒温 箱 中 的 光子 与 箱 壁 粒 子 的 热平衡 )， 其 能 量 密度 按 波长 的 
分 布 满足 黑体 辐射 曲线 ， 可 由 如 下 的 普 朗 克 公式 描述 : 


du = em -Dd4, (10-3-6) 


其 中 du 代表 单位 体积 中 波长 在 (4,4+d4) 范围 内 的 光子 的 能 量 , 7 为 温度 , h 和 
分 别 为 普 朗 克 和 玻 尔 兹 曼 常数 ， 退 耦 后 的 光子 虽然 不 再 与 实物 粒子 达到 热平衡 ， 

其 能 量 按 波长 的 分 布 仍 满足 普 朗 克 公式 ， 只 是 式 中 的 温度 了 随 尺度 因子 a 的 增 大 
而 反比 下 降 ， 下 面 对 其 理由 做 一 简单 说 明 . 退 耦 后 ， 设 a 增 大 一 个 因子 a ， 即 
4 = Qa , 则 单位 体积 光子 数 减 为 a” 倍 . 每 一 光子 的 能 量 又 因 红 移 而 减 为 er-! 倍 [ 见 
式 (10-2-7)]， 因 此 单位 体积 中 波长 在 (4,4+d4) 内 ( 指 尺 度 因子 为 a 时) 的 那些 光子 


的 能 量 降 为 du' = ursdu = em 一 D1d4 ， 改 用 新 波长 禾 = oo 表示 则 为 
du = De (er -Did1' ， 中 7=ar7 . (10-3-7) 


可 见 在 尺度 因子 增 至 时 能 量 密度 按 波长 的 分 布 仍 由 普 朗 克 公式 描述 ， 只 是 相应 
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于 一 个 较 低 的 温度 7'. 估算 表明 退 看 后 的 光子 系统 的 当今 温度 ~ 3K (早期 曾 估 
为 10K 或 5K)， 就 是 说 ， 当 今 宇宙 由 大 量 背 景 光 子 所 均匀 充满 各 星系 都 “沐浴 ” 
在 无 处 不 在 的 光子 气 中 ), 它们 的 能 量 密度 按 波长 的 分 布 由 T~3K 的 那 条 黑体 辐射 
曲线 描述 .辐射 能 量 主要 集中 在 微波 波段 (能 量 密度 最 大 值 约 在 波长 为 0.1cm 处 )， 
因此 称 为 宇宙 微波 背景 辐射 (Cosmic microwave background radiation)， 美 国 无 线 电 
工程 师 Penzias 和 Wilson 因 在 1965 年 意外 地 测 到 这 种 各 向 同性 辐射 而 获 1978 年 
诺 贝尔 物理 奖 ， 他 们 其 实 只 在 一 个 波长 (7.35cm) 上 测 到 信和 号 ( 即 只 测 到 曲线 上 的 一 
点 ) 假定 这 是 黑体 辐射 ， 则 经 过 此 点 的 黑体 辐射 曲线 对 应 的 温度 为 3.5K. 美国 的 
迪克 (Dicke) 等 马上 指出 这 是 大 爆炸 的 遗迹 (“ 化 石 ”)， 是 他 们 正 准备 探测 的 宇宙 
背景 辐射 ， 然 而 当时 也 有 若干 文章 对 此 给 出 非 大 爆炸 遗迹 的 解释 ， 要 确定 这 是 大 
爆炸 遗迹 必须 满足 两 个 条 件 : GD 能 谱 分 布 是 黑体 辐射 曲线 ; @) 有 高 度 的 各 向 同性 
性 [各 个 方向 测 得 强度 (或 折合 为 温度 ) 相 等 ] 由 此 引起 人 们 对 曲线 其 他 点 以 及 各 向 
同性 性 的 测量 .不久 (1967) 就 证 实 非 各 向 同性 性 不 超过 千 分 之 1 至 3, 对 波长 大 于 
0.3cm 的 许多 点 的 测量 结果 都 同 7= 3K 的 黑体 辐射 曲线 吻合 ， 波 长 小 于 0.3cm 的 
辐射 易 被 大 气 吸 收 , 宜 用 气球 或 人 造 卫 星 在 大 气 层 外 观测 . 美国 国家 宇航 局 (NASA) 
的 宇宙 背景 探测 者 COBE (Cosmic Background Explorer) 卫 星 从 1989 年 开始 以 高 精 
度 对 宽广 的 波段 做 了 测量 并 得 到 非常 完美 的 黑体 辐射 曲线 ， 图 10-11 是 首次 发 表 
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图 10-11 COBE 测 得 的 宇宙 背景 辐射 曲线 (根据 1990 年 发 表 的 图 画 出 ), 了 
相应 的 黑体 温度 为 7 2.735 K 


0 本 图 亮度 Br 是 指 单位 时 间 内 通过 单位 面积 、 单位 立体 角 、 在 单位 频率 内 的 能 量 , 单位 为 
工 S mm 二 .sr Hz- , 即 焦 耳 - 秒 1!. 米 ?.( 球 面 度 )'. (赫兹 式 (103-6) 的 对 应 的 亮度 不 是 而 是 妃 , 即 单 
位 时 间 内 通过 单位 面积 、 单 位 立体 角 、 在 单位 波长 内 的 能 量 , 单位 为 了 .s1-m-2 .sr1.m-! .对 同一 温度 了 B~v 
(或 B,~4 ) 曲 线 的 峰值 频率 (波长 ) 不 等 于 B; ~ 和 (或 下 ~v ) 曲 线 的 峰值 频率 (波长 ) 对 T=2.73 ， B,~v 和 
Bi ~ 4 曲线 的 峰值 波长 分 别 约 为 1.6 和 fmm. 
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(1990) 的 结果 , 被 认为 是 人 类 在 自然 界 中 观测 到 的 最 完美 的 黑体 谱 . COBE 对 背景 
辐射 的 各 向 同性 性 也 给 出 了 更 精确 的 测量 结果 .把 温度 7 (作为 角度 的 函数 ) 用 球 
谐 函 数 展开 ， 除 常数 项 To 外 ， 最 低级 的 两 个 球 谐 函 数 依次 称 为 偶 极 矩 (dipole 
moment) 和 四 极 矩 (quadrupole moment)， 它 们 是 非 各 向 同性 性 的 主要 表现 .以 Ti， 
T 分 别 代 表 偶 极 矩 及 四 极 矩 非 各 向 同性 度 的 幅 值 ，COBE 的 测量 结果 为 
T/T ~107 和 T/T ~105. 前 者 可 合理 地 解释 为 地 球 相 对 于 各 向 同性 参考 系 有 微 
小 速率 的 结果 : 地 球 绕 太 阳 运 动 ， 太 阳 相 对 于 银河 系 中 心 运动 ， 银 河 系 相对 于 各 
向 同性 参考 系 又 有 “本 动 速度 ”, 因 此 地 球 相 对 于 各 向 同性 参考 系 有 微小 的 速度 . 根 
据 定 义 ， 只 有 各 向 同性 观 者 才能 测 得 各 向 同性 性 ， 因 此 地 球 观 者 测 背 景 辐射 得 到 
微小 的 非 各 向 同性 性 是 理所当然 的 .分 析 表 明 这 种 非 各 向 同性 性 的 一 阶 近 似 正好 
表现 为 偶 极 矩 【直观 地 说 ， 地 球 在 背景 辐射 海中 穿行 ， 它 感到 的 前 方 辐射 应 强 于 
后 方 ， 对 应 于 偶 极 非 各 向 同性 .]， 因 此 ，COBE (及 此 前 的 地 面 天 文学 家 ) 测 得 的 约 
千 分 之 一 的 偶 极 非 各 向 同性 性 不 但 合理 ， 而 且 还 可 反 过 来 确定 地 球 相 对 于 各 向 同 
性 系 (宇宙 静 系 ) 的 准确 速率 ， 结 果 为 350 km-s .扣除 这 一 非 各 向 同性 性 之 后 ， 
应 该 说 光子 退 耦 时 的 非 各 向 同性 度 ( 以 四 极 矩 为 主 ) 只 有 10- 左右 ， 这 一 微小 的 非 
各 向 同性 度 对 理解 宇宙 的 大 尺度 结构 (星系 等 ) 的 形成 至 关 紧 要 ( 见 稍 后 的 7)， 它 在 
1992 年 首次 被 COBE 测 出 就 成 了 各 国 报纸 的 头条 新 闻 . 由 于 星系 发 出 的 光 要 经 历 
一 定时 间 才 到 达 地 球 ( 见 图 10-8), 通 过 对 发 光 星系 及 类 星体 的 观测 可 以 获得 比 更 
早 时 期 的 宇宙 信息 . 然而 宇宙 微波 背景 辐射 携带 着 比 此 更 早 的 信息 ( 早 到 光子 退 耦 
时 期 , 那 时 还 没有 星系 .), 这 对 宇宙 学 的 研究 有 重要 价值 . 微波 背景 辐射 的 观测 结 
果 被 认为 是 对 标准 模型 的 最 有 力 支持 ， 标 准 模型 的 一 个 强劲 对 手 一 稳 恒 态 宇宙 
模型 steady state model) 一 一 的 一 大 缺点 正 是 难以 对 背景 辐射 给 出 有 说 服 力 的 解 
释 ， 内 而 在 1965 年 后 实际 上 退出 历史 舞台 . 

7. 结构 形成 

标准 模型 的 基本 前 提 是 大 尺度 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 ， 在 小 一 点 的 尺度 下 宇 
宙 呈 现 有 层次 的 结构 : 存在 恒星 、 星 系 、 星 系 团 和 超星 系 团 ， 一 个 被 普遍 接受 的 想 
法 是 : 今天 的 复杂 结构 起 源 于 极 早期 宇宙 中 非常 微弱 的 密度 涨 落 ( 亦 称 扰动 )5p/p ， 
其 中 p 为 平均 密度 ，5p 为 该 点 的 密度 与 p 之 差 . 引力 对 密度 涨 落 有 放大 作用 :如 
果 某 处 6p/p > 0 (密度 大 于 平均 密度 )， 则 该 处 的 物质 在 引力 作用 下 收缩 ， 从 而 导致 
更 高 的 密度 涨 落 ，Jeans 在 1902 年 就 对 静态 流体 建立 了 这 方面 的 理论 ，Lifschitz 于 
1946 年 给 出 了 膨胀 宇宙 中 密度 涨 落 被 放大 的 理论 .在 此 基础 上 曾经 出 现 过 各 种 关于 
结构 形成 的 模型 ， 早 期 (20 世纪 70 年 代 ) 的 模型 由 于 认为 宇宙 中 的 物质 主要 由 重子 组 
成 而 导致 严重 困难 ， 后 来 出 现 了 非 重 子 暗物质 的 概念 ( 详 见 10.3.2 小 节 )， 以 此 为 基 
础 的 两 种 结构 形成 理论 (分 别称 为 热 暗物质 模型 和 冷 暗物质 模型 ) 先 后 问世 [ 详 见 
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Longair(1998); 简明 介绍 见 俞 允 强 (1997)]， 在 热 暗物质 模型 中 , 结构 的 形成 是 “ 自 上 
而 下 ”的 : 先 形成 超星 系 团 ， 再 逐 级 破裂 为 星系 团 和 星系 .反之 ， 在 冷 暗 物质 模型 
中 ， 结 构 的 形成 是 “ 自 下 而 上 ”的 : 先 形成 星系 ， 然 后 逐 级 形成 星系 团 和 超 团 .至 
于 原初 扰动 的 起 因 ， 过 去 只 能 作为 初始 条 件 来 指定 ， 在 暴涨 宇宙 模型 (基本 思想 是 在 
极 早期 曾 有 过 一 次 为 时 极 短 的 指数 式 急剧 加 速 膨胀 ， 详 见 10.4.3 小 节 ) 已 被 普遍 接 
受 的 今天 , 原初 扰动 完全 可 由 暴涨 模型 提供 . 冷 暗 物质 模型 已 经 取得 很 大 成 功 . 可 
以 说 ， 以 暴涨 提供 的 原初 扰动 为 “种 子 ” 的 冷 暗物质 模型 是 当今 被 广泛 接受 的 结 
构 形 成 理论 ,甚至 有 人 认为 应 将 它 列 为 现代 宇宙 论 的 第 4 个 基石 (前 3 个 是 公认 的 : 
宇宙 膨胀 、 微 波 背 景 辐射 和 原初 核 合成 .)。 然而 不 同学 者 的 评价 还 不 尽 相同 

最 后 ， 为 帮助 读者 记 住 宇宙 演化 史 的 几 个 关键 时 期 ， 我 们 很 粗略 地 列 出 表 
10-1. 

应 该 说 明 ， 在 关于 宇宙 演化 过 程 的 上 述 描述 中 ,我 们 对 += 1s 以 后 的 认识 可 
以 说 是 相当 可 靠 的 ， 然 而 对 :< 1s 的 早期 宇宙 的 描述 却 没有 如 此 高 的 可 信和 度 ， 因 
为 那个 时 期 留 下 的 任何 “化 石 ” 都 含有 不 确定 因素 . 


10.3.2 ”暗物质 


RW 度 规 只 存在 k= 1, k=0 和 k=-1 三 种 可 能 性 , 前 者 为 封闭 宇宙 , 后 两 者 
为 开放 宇宙 ， 我 们 的 宇宙 到 底 是 三 种 中 的 哪 一 种 ? 是 封闭 的 还 是 开放 的 ? 答案 当 
然 与 天 文 观测 密切 相关 .本 小 节 介 绍 某 些 理论 讨论 和 天 文 观测 结果 . 

由 五 =4/a 和 式 (10-2-16) 得 H? =8rp13-K/1az ， 补 上 物理 常数 G 和 c ( 补 法 
见 附录 A) 则 为 


H? =8rGp/3— kc?/a?. (10-3-8) 

定义 临界 密度 (critical density) 
pc :=3H’/8nG, (10-3-9) 
则 p= pe +3kc’/8nGa?. (10-3-10) 


表 10-1 宇宙 演化 大 事 记 


A 要 点 


001s 10"'K 10MeV | 大 量 v (及 六)，y，(e, 6 与 少量 p,n 共处 热平衡 中 
1 | ok | iMev | v (05 记 名， 大量 7， (ee 与 少量 pn 共处 热 平 突 中 
14s 3x 10OK | 03MeV | (ee 迅速 潭 灭 
>100s <10K | DIMeV | 1 原初 核 合成 产物 有 "He( 占 14)，H( 上 31) 和 微量 的 区， He TLi; 


2 (.e) 全 部 源 灭 ， 余 少量 电子 以 平衡 质子 电荷 
19 年 “| 3000K | 03eV | 中 性 原 于 合成， 光 于 衣 交 成 背 时 和 
10? 年 结构 形成 
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可 见 k=0 对 应 于 p= pc ,上 = 并 对 应 于 之 Pc. 就 是 说 , 若 宇 宙 的 质量 密度 p 大 
于 临界 密度 pc ， 则 为 封闭 宇宙 (k = 1)， 否 则 为 开放 宇宙 .对 这 一 结论 可 做 如 下 直 
观 理解 : 大 爆炸 时 各 种 粒子 以 高 初速 四 散 飞 出 ， 在 引力 作用 下 速率 渐 减 .如 果 引 
力 够 强 ,它们 的 速率 会 渐 减 至 零 并 开始 掉头 加 速 ， 最 终 又 聚 到 一 起 (对 应 于 先 膨胀 
后 收缩 的 宇宙 ); 如 果 引 力 不 足 ， 它 们 虽然 不 断 减速 ， 却 永 不 掉头 (对 应 于 永远 膨 
胀 的 宇宙 )， 这 好 比 从 地 面 发 射 的 火箭 , 在 初速 小 于 某 临 界 值 时 最 终 要 掉头 加 速 落 
地 ， 否 则 一 去 不 返 . 引力 的 强 弱 取决 于 宇宙 的 质量 密度 p ， 因 此 可 以 预期 存在 一 
个 临界 值 pc ， 当 且 仅 当 p > pc 时 为 封闭 宇宙 .定义 密度 参数 
Q:= plpes (10-3-11) ， 

则 避 可 理解 为 以 pc 为 单位 的 密度 ， 故 可 说 当 且 仅 当 .2 > 1 时 为 封闭 宇宙 .但 应 注 
意 pc 本 身 也 是 1 的 函数 ， 由 式 (10-3-11) 和 (10-3-9) 知 0 可 表 为 

Q=8nrGp/3H’. (10-3-12) 
若 能 测 得 哈 勃 参数 及 质量 密度 的 当今 值 Ho 和 p。， 由 上 式 便 可 判断 宇宙 是 否 圭 
闭 ， 暂 时 假定 星系 是 宇宙 内 容 物 的 主要 存在 形式 ， 设 星系 的 当今 数 密度 为 n， 星 
系 的 平均 质量 为 W ， 则 po = nM ， 设 宇宙 空间 中 单位 体积 的 光度 为 -2 ( 称 为 光度 
密度 ， 即 luminosity density)， 星 系 的 平均 光度 为 工 , 则 .=nL ， 代 入 式 P =m 
得 

po=-2M1L, (10-3-13) 

其 中 忻 / 工 叫 星系 的 平均 质 光 比 (average mass-to-light ratio)， 以 poc 和 3 分 别 代 表 
Ac 和 如 的 当今 值 ， 则 


= 钙 -=zo gy, (10-3-14) 
Aco 3Ho LL 


其 中 第 二 步 用 到 式 (10-3-9) 和 (10-3-13)、 已 有 较 可 靠 的 观测 值 . 把 .Z 和 HH, 的 观 
测 值 代入 上 式 便 可 得 到 43 与 平均 质 光 比 碑 / 工 的 关系 . 实际 测量 是 对 星系 进行 的 ， 
测 得 的 只 是 该 星系 的 质 光 比 MIL, 只 有 当 星 系 有 相当 代表 性 时 以 MIL 作为 收 / 工 代 
人 式 (10-3-14) 才 能 给 出 较 好 结果 ， 不 同 星系 的 质量 差别 很 大 (可 差 到 好 几 个 量 级 )， 
而 质 光 比 的 差别 则 小 得 多 ， 这 是 用 式 (10-3-14) 代 替 式 (10-3-12) (用 于 1= 各 的 一 个 
优点 ， 下 面 介绍 测量 旋涡 星系 (spiral galaxy， 如 银河 系 ) 质 量 的 动力 学 方法 (利用 质 
量 的 引力 效应 ) 在 旋涡 星系 中 , 恒星 除 无 规 运动 外 还 有 以 星系 的 引力 为 向 心力 的 
绕 星系 中 心 的 转动 (轨道 运动 )， 为 简化 讨论 ， 设 星系 有 球 对 称 性 ， 由 牛顿 引力 论 
知 

Duz(r)=GM(r)/r， (10-3-15) 
其 中 v(7) 是 离 中 心 为 + 处 的 恒星 的 轨道 运动 速率 ，M (n) 是 星系 在 半径 7 以 内 的 质 
量 .v(7) 曲线 称 为 星系 的 转动 曲线 (rotation curve), 许多 星系 的 转动 曲线 都 已 被 测 


第 10 章 宇宙 论 “3 


出 . 以 及 代表 星系 光度 消失 处 的 >， 则 M (R) 代 表 星 系 的 发 光 物质 的 质量 ， 以 这 样 
测 得 的 质 光 比 代 人 式 (10-3-14) 便 得 到 发 光 物质 对 公 的 贡献 

翁 ( 发 光 物质 )<1% (倾向 于 0.5%). (10-3-16) 
这 表明 发 光 物质 贡献 的 质量 密度 还 不 到 临界 密度 的 百 分 之 一 ， 然 而 M (R) 远 不 能 
代表 星系 的 全 部 质量 .如果 +=R 外 没有 质量 , 则 由 式 (10-3-15) 可 知 v(r) 曲线 应 从 
r=RR 开始 按 ”的 规律 下 降 ， 然而 大 量 旋涡 星系 的 转动 曲线 呈现 如 下 共性 : 先 从 
星系 中 心 陡然 升 起 , 然后 近似 地 水 平 延伸 , 直至 R 以 外 很 远 处 无 法 测量 为 止 ,” 如 
图 10-12 所 示 . 这 表明 旋涡 星系 在 发 光 部 分 之 外 有 一 个 半径 比 R 大 得 多 的 球状 “ 暗 
量 ”[“dark halo”， 由 不 发 光 的 暗物质 (dark matter) 组 成 .]， 其 质量 约 为 发 光 部 分 
的 3~10 倍 . 除 旋涡 星系 外 还 有 其 他 星系 , 例如 椭圆 星系 ， 有 证 据 表明 椭圆 星系 也 
有 数量 可 观 的 暗物质 . 


图 10-12 星系 的 转动 曲线 (示意 ) 


鉴于 星系 同 星系 之 间 存 在 大 量 空间 ， 其 中 很 可 能 有 大 量 物质 ， 人 们 还 用 类 似 
的 动力 学 方法 对 星系 团 做 过 测量 [假定 维 里 定理 成 立 ， 则 有 类 似 于 式 (10-3-15) 的 公 
式 .]， 结 果 为 
翁 ( 星 系 团 )=s10%~30%. (10-3-17) 
这 就 证 实 星系 团 中 除 星系 外 还 有 大 量 暗 物质 ， 由 于 上 式 的 得 出 依赖 于 某 些 尚未 完 
全 证 实 的 假设 , 更 由 于 宇宙 中 只 有 大 约 5% 的 星系 存在 于 大 的 星系 团 中 , 我 们 还 不 
能 肯定 宇宙 的 人 3 可 由 式 (10-3-17) 表 示 ( 虽 然 还 有 不 少 旁 证 )， 但 至 少 可 以 肯定 宇宙 
中 的 暗物质 在 质量 上 大 大 超过 发 光 物质 ， 暗 物质 的 存在 本 来 不 值得 惊讶 ， 人 们 很 
容易 举 出 暗物质 的 例子 : 行星 、 暗 淡 的 小 恒星 、 和 白矮星、 中子星、 黑洞、 瓦解 了 
的 星系 以 及 星际 和 星系 际 稀 注 气 体 …… 它 们 都 由 重子 (主要 是 质子 和 中 子 ) 组 
成 .然而 原初 核 合成 理论 对 当今 宇宙 重子 物质 的 质量 密度 给 出 如 下 限制 : 
ooh? =3.7x1077， (10-3-18) 


外 曲线 的 每 一 点 是 由 对 恒星 或 中 性 气 云 所 发 射线 的 频 移 测量 得 到 的 , 这 些 恒星 和 气 云 起 到 试探 粒子 的 作用 . 
当 r 比 及 大 到 一 定 程度 时 就 找 不 到 试探 粒子 . 
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[其 中 站 是 以 100km ,sec .Mpc 为 单位 测量 哈 勃 常量 Ho 所 得 的 数 ( 见 10.2.3 小 节 
末 )，7= my/1nm .] 这 就 使 问题 变 得 复杂 .， 先 对 上 式 给 出 推导 .以 mo 代表 当今 重子 
(主要 是 核子 ) 的 数 密度 ， mk 代表 每 个 核子 的 质量 ， 则 当今 重子 物质 的 质量 密度 
Poo = moz 咏 ， 它 对 应 的 026o = Puo1pco 可 由 式 (10-3-9) 求 得 


bo = 一 0 (10-3-19) 
3H0’/8nG 
或 2boHo? = Br Gm rwo/3= 8 Gm non/3, (10-3-20) 


其 中 mo 代表 当今 宇宙 的 光子 数 密度 ， 可 由 微波 背景 辐射 公式 (10-3-6) 求 得 ， 该 式 
的 du 是 波长 在 (4,4+d4) 范 围 内 的 背景 光子 能 量 密度 ， 而 在 此 波长 范围 内 的 每 一 
光子 的 能 量 为 已 = hc/4 ， 所 以 此 波长 范围 内 的 光子 数 密度 为 


du _ 8 inciir ii 3- 
EA Dd4, (10-3-21) 
积分 上 式 便 得 到 包括 各 种 波长 的 光子 在 内 的 数 密度 
n= 帮 妆 em -D1d4=2x107 T? 个 /ma. (10-3-22) 
以 当今 背景 辐射 温度 T = 2.728 K 代入 上 式 得 
mo 4.1x10% 个 /m’, (10-3-23) 


以 此 mm。 值 和 G，mis 在 国际 制 的 数值 代入 式 (10-3-20) 右 边 ; 把 式 (10-2-32) 的 扣 改 
用 国际 制 单位 表示 ( 即 Ho。=3.2x1078h ) 并 代入 式 (10-3-20) 左 边 ， 便 得 式 
《10-3-18)， 该 式 含有 来 自 A 和 的 双重 不 确定 性 ， 把 3.4x10-" <7<Sx100 ， 
0.5<h<0.7 代 入 式 (10-3-18) 得 

23%< 0<5.1%. (10-3-24) 
上 式 带 来 两 方面 问题 ， 一 方面 ,把 2.3% < oo 与 人 3 (发 光 物质 )= 0.5 % 对 比 可 知 
由 重子 组 成 的 物质 中 只 有 一 小 部 分 发 光 ， 因 而 肯定 存在 大 量 的 重子 暗物质 ， 天 文 
学 家 的 任务 是 要 为 这 些 暗物质 的 “栖身 之 地 ” 开 出 清单 ， 这 方面 的 观测 已 有 不 少 
成 果 ， 还 有 待 进一步 深入 进行 ， 另 一 方面 ， 把 .2wo< 5.1% 与 式 (10-3-17) 对 比 则 会 
发 现 宇宙 中 的 暗物质 的 大 部 分 由 非 重子 组 成 ， 虽 然 把 式 (10-3-17) 推 广 到 全 字 宙 的 
可 车 性 还 有 待 进一步 研究 ， 但 己 有 多 方面 旁证 ， 因 此 至 少 应 该 严肃 对 待 非 重子 瞳 
物质 问题 ， 何 况 不 考虑 非 重子 暗物质 的 结构 形成 理论 必然 失败 ( 见 10.3.1 小 节 未 ) 
的 结论 也 已 表明 非 重子 暗物质 的 非常 重要 性 ， 但 是 ， 非 重子 暗物质 远 不 如 重子 暗 
物质 容易 想像 ， 对 非 重子 暗物质 的 候选 者 的 探究 已 成 为 当代 热门 课题 ， 而 且 方 兴 
未 艾 ， 为 了 构成 对 人 3 的 贡献 ， 非 重子 暗物质 大 约 应 为 稳定 (或 寿命 很 长 ) 的 非 重子 
粒子 .背景 光子 数量 虽 大 , 但 因 静 质量 为 堆 , 对 3 的 贡献 微不足道 ， 中 微 子 如 果 
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有 静 质 量 的 话 , 将 是 很 明显 的 候选 者 .从 1997 年 起 人 们 开始 倾向 于 相信 至 少 某 些 
中 微 子 有 静 质 量 ( 约 0.1eV)， 这 些 中 微 子 (作为 非 重 子 热 暗 物质 ，“ 热 ”是 指 高 速 
运动 .) 对 翁 的 贡献 约 为 0.3%~15%， 进 一 步 的 候选 者 涉及 理论 虽 有 预言 、 目 前 尚 
未 观测 到 的 有 静 质 量 的 非 重 子粒 子 ， 它 们 曾 活跃 于 温度 甚 高 的 极 早 期 宇宙 并 随 温 
度 下 降 而 退 耦 , 其 中 稳定 的 或 寿命 很 长 的 粒子 还 应 作为 背景 遗迹 留存 至 今 ( 冷 暗 物 
质 ，“ 冷 ”是 指 粒子 以 低速 运动 .). 

如 果 认 为 式 (10-3-17) 代 表 宇 宙 中 所 有 物质 (包括 可 视 物质 和 瞳 物质) 对 翁 的 贡 
献 ， 就 应 得 出 宇宙 远 非 封闭 的 结论 ， 然而 ，1981 年 提出 的 暴涨 模型 ( 详 见 §$10.4) 认 
为 乌 很 有 可 能 非常 接近 于 (甚至 等 于 )1, 某 些 测量 和 分 析 也 支持 这 一 数值 . 现在 暴 
涨 模型 已 被 广泛 接受 ， 如 何 协调 伺 1 和 式 (10-3-17)? 在 1998 年 之 前 , 为 了 同 
翁 1 不 矛盾 , 一 般 认 为 星系 ( 团 ) 的 分 布 远 不 能 代表 宇宙 中 物质 分 布 的 全 貌 , 除了 
与 星系 ( 团 ) 相 伴随 的 成 团 物质 外 ， 还 可 能 有 约 80% 的 物质 比较 不 成 团 地 、 甚 至 是 
光滑 地 分 布 于 宇宙 之 中 .请 注意 ,我 们 的 讨论 至 今 一 直 采 用 无 4 项 的 爱 因 斯 坦 方 
程 . 由 于 对 宇宙 常数 4 值 的 测量 在 1998 年 取得 重要 进展 , 人 们 相信 应 该 从 有 4 项 
的 爱 因 斯 坦 方程 出 发 讨论 宇宙 学 问题 ,与 无 4 项 的 爱 因 斯 坦 方程 的 主要 区 别 在 于 
翁 除 包括 来 自 物质 ( 含 可 视 物 质 、 重 子 暗 物质 和 非 重 子 暗物质 ) 的 贡献 Qio 外 还 包 
括 来 自 宇宙 常数 4 的 贡献 2, ， 而 且 倾 向 于 相信 前 、 后 者 的 贡献 大 致 上 为 “三 七 
开 ”， 合 效应 是 翁 =1.， 详 见 10.3.3 小 节 . 了 

此 外 , 正如 10.3.1 小 节 末 所 指出 的 ， 暗 物质 (尤其 是 冷 暗 物质 ) 的 研究 对 结构 
形成 理论 也 有 重大 意义 . 不 考虑 暗物质 的 任何 结构 
形成 理论 都 逃脱 不 了 失败 的 命运 . 


10.3.3 ”宇宙 学 常数 问题 


自从 爱 因 斯 坦 在 1917 年 首次 引入 宇宙 常数 项 后 ， 
A 的 必要 性 在 历史 上 曾经 几 起 几 落 ， 数 度 浮沉 ， 虽 然 
爱 因 斯 坦 从 1923 年 起 就 放弃 4 ,但 是 直至 20 世纪 50 
年 代 末 它 仍然 受到 许多 人 的 青睐 ， 原 因 之 一 是 哈 勤 对 。 图 10.13 4> 0 模型 的 aD 
AH 的 早期 测量 结果 严重 偏 大 ,而 4 > 0 的 存在 可 使 过 。 南 线 ， 字 宇 年龄 由 > 以 1 
大 的 Ho 不 导 臻 过 小 的 宇宙 年 龄 ， 下 面 定性 说 明 个 中 
原委 .由 式 (10-2-35) 可 知 4 的 存在 相当 于 宇宙 多 了 一 个 “能 动 张 量 ”-Ag,,/8n ， 
与 理想 流体 能 动 张 量 


@ 1988 年 的 重要 进展 是 发 现 当今 宇宙 正在 加 速 及 胀 . 当时 把 它 与 存在 4 项 等 同 看 待 . 然而 用 A 项 解释 加 束 
膨胀 也 存在 重大 困难 , 于 是 又 出 现 其 他 解释 . 加 速 膨胀 的 形成 机 制 已 成 为 当今 宇宙 论 乃至 整个 基本 物理 学 的 一 个 重 
大 疑难 问题 , 称 为 “ 暗 能 量 ”问题 , 见 $10.5. 
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Tu =(P+ PU aU, + pgap 
对 比 可 知 它 相 当 于 一 个 满足 物 态 方程 -p= p= 一 A/8r 的 “理想 流体 ”. 如果 只 有 
它 的 贡献 , 则 式 (10-2-18) 成 为 33=a4, 对 4>0 就 有 #>0. 可 见 , 与 物质 场 相反 ， 
正 的 宇宙 常数 4 使 宇宙 的 膨胀 加 速 ， 它 所 起 到 的 不 是 引力 作用 而 是 斥 力作 用 . 在 
宇宙 的 早期 ， 物 质 的 能 量 密度 p 很 大 ， 引 力 超过 斥 力 ， 膨 胀 是 减速 的 。p 随 宇 宙 
膨胀 而 变 小 ， 小 到 引力 与 斥 力 平衡 时 (注意 ，A 不 变 ) 膨 胀 匀速 进行 。p 的 进一步 
减 小 则 导致 引力 小 于 斥 力 ， 于 是 宇宙 加 速 膨胀 ， 选 择 适当 模型 可 使 当今 宇宙 处 于 
加 速 膨 胀 阶段 ， 因 此 测 得 的 互 o… 不 是 大 于 加 而 是 小 于 如 ( 见 图 10-13). 年龄 矛盾 靠 
正 的 宇宙 常数 4 有望 解 决 或 得 以 缓和 . 
然而 情况 到 了 20 世纪 50 年 代 末 又 开始 出 现 转机 . 一 方面 ，Ho 的 新 测量 值 降 
至 哈 勃 当年 测 得 值 的 约 1/8; 另 一 方面 ， 近 代 人 恒星 理论 的 建立 又 使 恒星 年 龄 比 20 
世纪 30 年 代 的 估计 小 了 很 多 ， 于 是 20 世纪 30 年 代 的 年 龄 矛盾 不 复 存 在 ，4 再 
次 变 得 不 再 必需 .此 后 ， 在 经 历 了 第 3 个 浮沉 ( 略 ) 之 后 的 今天 ，4 的 必要 性 却 又 
一 次 摆 在 我 们 面前 ， 关 键 之 一 在 于 近代 物理 发 现 “ 真 空 不 空 ”: 根据 量子 场 论 ， 
处 于 真空 态 的 场 仍 有 很 大 的 能 量 密度 , 叫做 真空 能 量 密度 (vacuum energy density)， 
记 作 pw。，pwac 的 主要 来 源 之 一 是 各 种 已 知 场 (例如 电子 场 ) 的 真空 涨 落 ( 虚 的 正 反 
粒子 对 的 不 断 产 生 和 潭 灭 ), 其 对 p, 的 贡献 以 复杂 的 方式 依赖 于 所 有 已 知 粒子 的 
质量 和 相互 作用 强度 .真空 定义 为 量子 场 的 基态 ， 是 能 量 取 最 低 值 (而 非 零 值 ) 的 
状态 ， 由 基态 的 洛 伦 兹 不 变性 (对 任何 观 者 都 一 样 ， 因 而 不 存在 一 个 特殊 的 U") 可 
知 真空 的 能 动 张 量 只 能 取 如 下 形式 
(Cj)vee = —Punc Bab» (10-3-25) 
其 中 Aue 为 常数 ， 所 以 真空 可 看 作 一 种 特殊 的 理想 流体 ， 其 压强 pw 和 固有 能 量 
密度 Ra 都 是 常数 ， 而 且 满足 如 下 的 物 态 方程 
Prue=~P vec- (10-3-26) 
这 一 物 态 方程 亦 可 通过 如 下 思考 得 以 印证 : 考虑 一 个 体积 为 了 的 正在 绝热 膨胀 (或 
压缩 ) 的 真空 容器 , 由 热力 学 第 一 定律 可 知 其 内 能 的 变化 d(P weV) = Pvwedy 等 于 其 
压强 所 做 的 功 - pvac dV ， 因 而 pww= -Pp we， 在 不 涉及 引力 的 物理 学 中 ，A 不 会 
带 来 任何 测量 效应 . 系统 能 量 的 测量 只 能 通过 测定 它 在 某 过 程 中 的 能 量 差 ( 或 测定 
两 系统 的 能 量 差 ) 来 进行 ， 因 此 能 量 可 看 作 某 种 “相对 量 ”， 即 相对 于 某 一 基准 而 
言 的 量 . 通常 总 以 真空 作为 测定 能 量 的 基准 , 这 等 价 于 把 真空 的 能 量规 定 为 零 . 然 
而 , 在 涉及 引力 时 情况 有 根本 性 改变 : 爱 因 斯 坦 方程 认定 一 切 能 量 密度 ( p, 也 不 
例外 ) 都 是 时 空 弯 曲 的 根源 ， 用 于 宇宙 这 个 时 空 ， 则 pvse 有 其 “绝对 ”意义 ; 它 的 
非 零 性 导致 宇宙 时 空 的 弯曲 ， 这 种 “绝对 性 ”的 后 果 是 不 能 采用 把 真空 选 为 能 量 
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基准 来 消除 pee 的 影响 ， 因 此 在 宇宙 论 中 pws 的 非 零 问题 必须 认真 对 待 . 通常 把 
真空 涨 落 的 贡献 等 价 地 看 作 一 个 宇宙 常数 项 的 贡献 ， 即 认为 爱 因 斯 坦 方程 中 存在 
4=8rpw 的 宇宙 常数 项 , 于 是 宇宙 常数 问题 再 度 回归 . 下 面 估算 pw 的 量 级 . 先 
考虑 质量 为 m 的 粒子 在 势 场 V= Kx*/2 中 的 运动 (谐振 子 ) 按照 经 典 物理 学 ， 当 粒 
子 静 止 于 x= 0 处 时 动能 、 势 能 都 为 零 , 因而 总 能 为 零 . 这 一 状态 称 为 基态 . 然而 ， 
在 量子 力学 中 情况 有 所 不 同 : 不 确定 原理 屏 除了 粒子 ( 波 函 数 ) 既 有 确定 位 置 (比如 


x= 0) 又 有 确定 速度 (比如 为 零 ) 的 可 能 性 ， 其 结果 是 谐振 子 的 基态 能 量 取 非 零 值 
Eo = hw/2( 其 中 心 =k/m 为 角 频 率 )， 称 为 零点 能 ， 现 在 进而 考虑 量子 场 论 ， 一 个 


相对 论 量子 场 可 看 作 具 有 各 种 可 能 频率 的 谐振 子 的 集合 体 ， 以 最 简单 的 标量 场 为 
例 ， 当 它 处 于 真空 态 时 ， 它 的 零点 能 取 如 下 非 零 值 


EE= Tito , (10-3-27) 
其 中 取 和 遍及 所 有 可 能 的 3 波 和 撩 .为 求 5 可 把 系统 放 在 体积 为 己 的 方 盒 内 对 
hw,/2 取 和 ， 然 后 令 L 趋 于 .加 上 周期 性 边界 条 件 ， 令 第 i 个 模式 的 波长 为 


加 =Lini (其 中 心 为 整数 ),， 注 意 到 睫 = 2r/4 ， 可 知 处 于 (6, 有 5 +dk) 范 围 内 的 厂 的 
分 立 值 共有 工 dk,12 个， 于 是 式 (10-3-27) 可 改写 为 


AD dk 2 2 dK 
Ba VE? + m2 /A dR, 3-28 
3» eye -| 2 (99378) 


其 中 用 到 of =k?+m*/ 训 .上 式 两 边 同 除 以 并 令 L 一 wm 便 得 基态 (真空 ) 能 量 密 


度 
部 Ve + mY/ hi? k2dk . (10-3-29) 
2 B ar 


这 一 积分 显然 发 散 ， 因 为 它 包含 这 么 -二 该 项 在 上 一 o 时 以 尼 的 方式 趋 于 无 限 
(紫外 发 散 )， 把 积分 上 限 取 至 上 = oo 意味 着 承认 上 述 场 论 对 任意 高 能 情况 适用 ， 然 
而 ,事实 上 当 能 量 (因而 及 超过 某 值 (以 bax 代表 ) 时 上 述 场 论 失效 ,因此 计算 pe 时 
应 该 来 个 高 能 截断 ， 其 结果 为 


Ah fi a 
Ce VE tm dk = hs (10-3-30) 
通常 认为 普 朗 克 能 量 Eb。 ~10”GeV 相应 的 大 可 取 作 kmsx， 即 kw = Ep!， 故 上 式 


可 改写 为 pue ~ Ep“116e 训 .由 量 纲 考虑 可 知 真空 质量 密度 ( 仍 记 作 pvwe ) 在 国际 制 
的 公式 为 


Pac = 


pu ~ 本 41/16r2jac5 (转换 法 则 见 附录 A )， (10-3-30") 
而 ~10 GeV 相当 于 ~1.6x10?J， 代 入 上 式 得 
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pw ~ 10% kg.m-3 . (10-3-31) 
不 可 思议 的 是 ， 天 文学 家 用 多 种 测量 手段 得 到 的 4 上 限 竟然 只 有 上 式 给 出 的 
8rpue 的 10- 加倍 ! 一 种 貌似 可 行 的 补救 措施 是 假定 爱 因 斯 坦 方 程 在 考虑 pw 的 贡 
献 前 就 已 存在 一 个 宇宙 常数 [ 称 为 “ 裸 ”(“bare”) 宇 宙 常 数 ]， 它 与 8rpve 之 和 恰 
好 为 零 ， 然 而 ， 宇 宙 中 存在 种 类 繁多 的 量子 场 (粒子 )， 每 种 场 对 pw 提供 不 尽 相 
同 的 贡献 ， 它 们 之 间 的 相互 作用 也 对 pwe 有 所 贡献 ， 很 难 相信 所 有 这 些 贡献 的 总 


和 竟然 如 此 凑巧 地 与 “ 裸 ”4 的 贡献 恰 相 抵消 .虽然 许多 学 者 提出 过 许多 解决 矛 
盾 的 方案 , 但 人 们 普遍 认为 问题 尚未 解决 . 这 就 是 存在 了 30 多 年 之 久 的 著名 的 字 
宙 常 数 问题 ， 这 可 以 称 为 物理 学 家 的 宇宙 常数 问题 .天 文学 家 则 更 为 关心 如 何 用 
观测 确定 非 零 的 4 项 是 否 果真 存在 ，4 的 存在 对 宇宙 的 演化 应 有 影响 ， 在 爱 因 斯 
坦 方程 中 添加 A 项 后 ， 方 程 (10-2-16) 和 (10-2-17) 相 应 改 为 


3(@? +k)/a* =8rp+4， (10-3-32) 
2a/a+ (a +k)/a? =— 8np+A, (10-3-33) 
把 式 (10-3-32) 用 于 当今 时 刻 0 便 有 
Ho? =- 二 (10-3-34) 
仿照 翁 的 定义 方式 ,定义 
io := A13Ho’, (10-3-35) 
则 式 (10-3-34) 可 改写 为 
1= {M0 + 20 —k/ao Ho . (10-3-36) 


(ho 代表 物质 对 3 的 贡献 ， 注 意 当今 辐射 的 贡献 可 忽略 .) 应 能 通过 观测 回答 如 
下 问题 : 为 了 确保 上 式 成 立 , 是 否 需 要 一 个 非 零 的 42io? 如果 是 ，sf210 应 为 何 值 ? 


这 就 是 天 文学 家 的 宇宙 常数 问题 .宇宙 演化 的 速度 4 和 加 速度 如 取决 于 代表 引力 
的 4 和 代表 斥 力 的 2, 的 力量 对 比 ， 天 文学 家 早已 习惯 于 对 减速 度 -做 无 量 纲 
化 处 理 , 他 们 关心 的 是 如 下 定义 的 (无 量 纲 ) 减 速 参量 (deceleration parameter) 的 当今 
值 


qo := -和 a (10-3-37) 

考虑 到 当今 的 p+3p < p ， 把 式 (10-3-32)、 (0103.33) 的 当今 值 (并 取 p=0) 代 入 式 
(10-3-37) 得 

元 三 3au rm (10-3-38) 

上 式 直 观 地 反映 “ 人 4 导致 减速 、 正 的 .2,o 导 致 加 速 ”的 事实 ， 对 qo 的 直接 测量 
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已 有 数 十 年 的 历史 ， 关 键 困难 之 一 是 如 何 选择 适当 的 测量 对 象 (距离 指示 物 ) 成 
团 的 星系 曾 被 用 作 测 量 对 象 ， 但 存在 缺点 一 一 它们 自身 的 演化 给 测量 带 来 不 确定 
因素 .我 们 需要 的 是 对 演化 不 敏感 的 距离 指示 物 . 后 来 发 现 Ia 型 ( 亦 记 作 1a 型 ) 
超新星 (type Ia supernova) 可 以 充当 理想 的 距离 指示 物 ， 以 此 为 对 象 的 测量 已 成 为 
近年 来 的 活跃 研究 课题 ,新 的 结果 不 断 涌现 .1998 年 开始 发 表 的 对 大 批 高 红 移 Ia 
型 超新星 的 观测 结果 [例如 Riess et al.(1998); Perlmutter et al.(1999)] 尤 其 令 人 瞩目 ， 
在 国际 上 引起 强烈 反响 .这 些 结果 以 很 高 的 置信 度 表 明 : Q@ 宇 宙 常 数 4 非 零 , 而 
且 为 正 ; @ 当 今 宇宙 正在 加 速 (而 不 像 过 去 以 为 的 减速 ) 膨 胀 (0240 的 影响 超过 
4no12 的 影响 ， 导 致 减速 参量 go <0.). 更 有 其 者 ,把 这 些 结果 与 微波 背景 辐射 的 
非 各 向 同性 度 的 观测 结果 相 结 合 还 进一步 给 出 如 下 定量 结果 : 
Lo =0.2508, fh0=0.6301, (10-3-39) 

这 表明 : Duo + 24101， 因而 [根据 式 (10-3-36)]k 0 ， 即 当今 宇宙 接近 平 直 ， 
与 $ 10.4 要 讲 的 暴涨 模型 的 预言 一 致 ，@ Co 非但 不 是 可 有 可 无 ， 而 且 占 主导 地 
位 ，4uo 与 io 的 比例 大 致 是 “三 七 开 ”.， 虽然 以 上 结果 在 当时 还 不 是 完全 肯定 
的 , 但 已 引起 了 国际 性 的 高 度 重视 . 有 人 甚至 认为 1998 年 发 现 宇宙 正在 加 速 膨胀 
是 20 世纪 最 重要 的 发 现 之 一 ，$10.5 还 将 进一步 介绍 由 这 一 加 速 膨胀 带 来 的 “ 暗 
能 量 ”问题 . 

上 述 结果 还 取得 如 下 的 侧面 支持 : 虽然 冷 暗物质 (CDM) 模 型 是 结构 形成 理论 
中 最 成 功 的 模型 ， 但 基于 wo =1 的 CDM 模型 不 能 与 观测 结果 定量 吻合 ， 反 之 ， 
基于 Auo =03 ，Qo 0.7 的 ACDM 模型 (加 4 表示 考虑 4 ) 却 与 观测 结果 吻合 得 
很 好 


4240 约 占 fh4o + 人 24o 中 的 七 成 ,在 这 个 意义 上 可 说 它 对 应 于 一 个 大 的 宇宙 常数 
4 (大 到 从 前 一 直 未 曾 相信 过 的 程度 )， 然 而 ， 拿 这 个 4 同 8rp,。 相 比 ， 则 仍 有 
4/8rpue ~ 10 0 ,在 这 个 意义 上 又 可 说 4 是 离奇 地 小 . 虽然 小 , 却 又 偏偏 不 为 零 ， 
这 就 (至 少 在 某 种 意义 上 说 ) 使 物理 学 家 的 宇宙 常数 问题 难 上 加 难 ， 有 些 物 理学 家 
曾经 相信 在 超 对 称 理论 中 费 米 子 与 玻 色 子 的 真空 能 量 密度 由 于 等 值 异 号 而 精确 抵 
消 , 从 而 “解释 了 ”过 去 关于 Qio = 0 的 观测 事实 ， 然 而 现在 却 要 说 明 它 们 并 不 绝 
对 抵消 , 在 基本 抵消 后 还 留 有 “小 尾巴 ”(424o <0.7)， 其 量 级 只 有 抵消 前 的 10-220 
倍 .一 种 怎样 的 物理 机 制 能 起 到 如 此 微妙 的 作用 ? 

本 节 主 要 参考 文献 : Carroll et al.(1992); Sahni et al. (1999); Turner(1999). 
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§ 10.4 标准 模型 的 疑难 和 克服 

10.4.1 粒子 视界 

为 介绍 第 一 个 疑难 ， 先 讲解 粒子 视界 的 概念 . 

设 是 各 向 同性 观 者 G 的 世界 线 上 的 一 点 . 问 : 是 否 存在 这 样 的 粒子 (各 向 同 
性 观 者 , 下 同 .), 它 在 任 一 时 刻 所 发 的 光 信号 都 不 与 G 交 于 p? 由 于 宇宙 起 源 于 大 
爆炸 奇 点 ， 初 学 者 往往 会 想像 如 图 10-14 那样 的 时 空 图 ， 从 而 得 出 否定 答案 ， 然 
而 图 10-14 以 及 上 述 否 定 答案 都 是 错 的 . 以 最 简单 的 情况 (bXk= 0) 为 例 , 这 时 RW 
线 元 为 


志 ds =-dt2+az(D)(dr2+dy2+dz)， (10-4-1) 
引入 新 坐标 

\ i(D)= | di'/alt') , (10-4-2) 

2 则 ds? =a Dd +dr +dy? +dz’). (10-4-3) 


上 式 与 闵 氏 线 元 只 差 一 个 正 的 因子 a?( 门 ， 以 。 和 gw 分 别 
代表 闵 氏 度 规 和 式 (10-4-3) 的 度 规 ， 则 gw = az7w ， 在 微分 
几何 中 , 若 一 个 度 规 场 等 于 另 一 度 规 场 乘 以 一 个 处 处 为 正 的 
函数 ， 就 说 这 两 个 度 规 场 有 共 形 联系 ( 详 见 下 册 $ 12.1)， 
此 8uw 同 7us 有 共 形 联系 ， 又 因 7os 为 平 直 度 规 ， 故 gas 称 为 
A 共 形 平 直 度 规 ， 由 于 gs = a?ns， 任 一 矢量 v* 用 gw 衡量 是 
图 10-14 根据 此 图 ， ”类 时 的 (gz <0) 当 且 仅 当 用 7 衡量 是 类 时 的 ， 对 类 空 
全 入 次 线 上 总 和 类 光 性 也 有 类 似 结论 ， 再 者 ， 可 以 证 明 ( 见 下 册 第 12 章 )， 
站， 它 发 出 的 类 光 测 “ 一 条 类 光 曲 线 用 go 衡量 是 测 地 线 当 且 仅 当 用 ,衡量 是 测 
地 线 可 到 p 点， 可惜 ”地 线 (但 对 类 空 和 类 时 曲线 这 结论 不 成 立 ! )、 因 此 ， 在 只 关 
此 图 是 错 的 心 因果 问题 时 ， 式 (10-4-3) 和 闵 氏 线 元 给 出 同样 结果 ， 上 述 
问题 就 是 一 个 应 用 实例 . 但 现在 要 特别 注意 新 坐标 ? 的 取 值 
范围 ， 把 式 (10-2-24b) 和 (10-2-29b) 代 人 式 (10-4-2) 得 
5 区 (对 辐射 宇宙 ) 
23， (对 物质 宇宙 ) aa 
由 + 的 取 值 范围 (0, %) 知 ?的 取 值 范围 为 (0, =) , 由 式 (10-4-2) 知 1:=0 时 f=0. 注 
意 到 闵 氏 时 空 的 惯性 坐标 时 间 ? 的 取 值 范围 为 (-%, oo) , 可 知 有 =0 的 RW 时 空 只 
对 应 于 “ 半 个 ” 闵 氏 时 空 ( 见 图 10-15)、 由 图 可 知 对 G 上 一 点 p 而 言 ,的 确 存在 粒 
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子 G", 其 世界 线 上 任 一 点 所 发 的 光 都 不 能 
到 达 p. 设 ,是 过 p 的 均匀 面 p 时 刻 的 “全 cc 6G 
宇宙 空间 ”)， 每 一 粒子 的 世界 线 与 , 的 
交点 就 代表 该 粒子 在 宇宙 时 刻 bp 的 表 
现 ， 可 分 为 两 个 子 集 ( 见 图 10-16)， 凡 
可 被 G 在 少时 看 见 的 粒子 都 属于 子 集 1， ee 

否则 属于 子 集 2， 这 两 个 子 集 的 分 界面 (2 。 图 10.15 -0 的 RW 时 空 的 因果 关系 可 
维 面 ) 称 为 观 者 G 在 时 刻 p 的 粒子 视界 用 “ 半 个 ” 闵 氏 时 空 描述 ， 大 爆炸 奇 点 在 
(particle horizon)， 在 不 会 混淆 时 可 简称 视 。 图 中 表现 为 一 张 “水 平面 ". 有 些 粒子 (如 
界 . ”以 上 只 讨论 了 k=0 的 情况 . 在 a 足 0") 不 能 被 G 在 p 时 看 见 

够 小 时 方程 (10-2-16) 中 含 的 一 项 可 以 忽 

略 ， 既 然 上 = 0 情况 有 视界 ，k = 的 情况 在 a 足够 小 时 也 有 视界 .在 k=+1 的 情 
况 下 空间 几何 为 3 球面 ， 空 间 体积 在 每 一 时 刻 都 为 有 限 值 ， 因 此 还 可 提出 如 下 有 
趣 问 题 ， 对 某 一 指定 时 刻 :， 在 视界 范围 以 内 的 体积 (图 10-16 中 的 子 集 1) 占 该 时 
刻 全 空间 体积 的 百 分 之 多 少 ? 对 大 = +1 的 物质 宇宙 的 定量 计算 及 结果 见 Kolb and 
Tumer(1990)P.83， 此 处 只 介绍 一 个 关键 结论 :k=+1 的 物质 宇宙 膨胀 至 最 大 时 粒 
子 视界 开始 消失 (此 后 任 一 时 刻 都 不 再 有 粒子 视界 ). 然而 ,k=+1 的 辐射 宇宙 从 大 
爆炸 开始 到 大 挤 压 为 止 都 存在 粒子 视界 ， 见 习题 8. 


大 爆 炸 
图 10-16 G 在 p 点 的 粒子 视界 是 一 个 2 维 面 ， 视界 内 的 粒子 都 可 被 G 在 时 刻 t, 看 见 


@ 广义 相对 论 中 存在 不 止 一 种 视界 概念 . 最 常用 的 是 事件 视界 , 定义 如 下 : 设 (M,g8o。) 是 任 一 时 空 , G 是 其 中 
的 一 个 观 者 . 把 M 分 为 两 个 子 集 , 凡 可 被 G 看 见 的 事件 (时 空 点 ) 都 属于 子 集 1, 否则 属于 子 集 2. 所 谓 “ 可 被 C 看 见 ” 
是 指 该 点 发 出 的 指向 未 来 的 类 光 测 地 线 中 至 少 有 一 条 与 G 的 世界 线 相交 . 两 个 子 集 的 分 界面 ( 超 曲 面 ) 称 为 观 者 G 的 
事件 视界 (例如 图 9-14 的 H). 图 9-13(a) 的 Ni 是 A 区 中 任 一 静态 观 者 的 事件 视界 . 在 宇宙 论 研究 早期 对 视界 的 理解 
尚 不 清晰 , 致使 文献 中 出 现 不 少 混淆. Rindler 在 1956 年 首先 对 此 做 了 澄清 . 正文 关心 的 是 不 同 于 事件 视界 的 粒子 视 
界 . 
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时 刻 的 粒子 视界 上 任 一 点 与 p 的 距离 Dh (tp ) 叫 视界 (固有 ) 半 径 或 视界 距 
离 ， 由 式 (10-1-28) 和 (10-2-6) 不 难 证 明 ( 习 题 ) 
Dut)=at) {ava (10-4-5) 


对 k=0 的 辐射 宇宙 和 物质 宇 害 ， 由 式 (10-2-24b) 和 (10-2-29b) 分 别 有 a(n) wt? 和 
a(D) x 1 ， 代 入 上 式 积分 并 改写 为 国际 制 形式 ( 补 c) 得 
Dh(D)= 2cr (对 辐射 宇宙 )， (10-4-6) 
Dh(D) = 3cf (对 物质 宇宙 ). (10-4-7) 


10.4.2 ”标准 模型 的 疑难 


标准 模型 在 取得 辉煌 成 功 的 同时 也 存在 若干 疑难 .这 些 疑 难 只 涉及 极 早期 宇 
宙 ， 即 大 爆炸 后 远 小 于 1s 的 时 段 ， 我 们 重点 介绍 两 个 . 

视界 疑难 ”微波 背景 辐射 的 观测 表明 宇宙 早 在 光子 退 耦 时 就 非常 均匀 和 各 向 
同性 ， 对 此 的 自然 解释 是 此 前 各 种 粒子 的 频繁 相互 作用 起 到 “充分 自我 搅拌 ”的 
作用 .然而 粒子 视界 的 存在 却 给 这 种 解释 带 来 严重 困难 ， 由 于 当今 宇宙 存在 粒子 
视界 ， 我 们 在 原则 上 能 观测 到 (与 观测 手段 的 先进 程度 无 关 ) 的 只 是 整个 宇宙 的 一 
部 分 ， 称 为 当今 可 观测 宇宙 (the presently observable universe) 或 当今 可 视 宇宙 (the 
presently visible universe)， 准 确 地 说 ， 以 Ca 代表 银河 系 观 者 (我 们 )，Dh (to) 代表 
Gu 在 0 时 刻 的 视界 距离 ， 则 在 0 时刻 与 Ge 的 距离 小 于 Da(10) 的 所 有 各 向 同性 观 
者 (粒子 ) 的 世界 线 构成 的 时 空子 集 就 是 Ca 的 当今 可 观测 宇宙 ， 其 当今 半径 自然 等 
于 Da(1o). 讨论 对 象 既然 是 当今 可 观测 宇宙 , 谈 及 其 半径 时 为 何 还 要 在 前 面 加 “ 当 
今 ” 二 字 ? 这 是 因为 宇宙 在 不 断 膨胀 ， 当 今 可 观测 宇宙 的 半径 ( 记 作 Ds) 是 1 的 函 
数 ， 应 记 作 D sma(D[ 注 意 ，D saa(D) 并 非 1 时 刻 的 可 观测 宇宙 的 半径 ， 而 是 当今 可 
观测 宇宙 在 :时 刻 的 半径 ], 只 有 它 的 当今 值 Desa(io) 才 等 于 Da(i0) ( 见 图 10-17). 此 
值 可 借 式 (10-4-7) 大 致 估 出 ; 


D 5a(10)=DH(im) 


图 10-17 ”当今 可 观测 宇宙 的 半径 D sa 是 + 的 函数 ， 其 当今 值 Dsaa(10)23X 10*m 
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Dim(to)= Da (to)s3cto s3x(3x10°)x(3x10")s3x10”® m. 
随 着 时 间 往 过 去 推移 ，D 3aa(?) 和 Da(D) ( 指 Ga 在 + 时 刻 的 视界 距离 ) 都 在 缩 
小 . D saa(D 可 看 作 Gu 与 当今 可 观测 宇宙 边缘 的 各 向 同性 观 者 Gs 的 空间 距离 ， 


而 任意 两 个 各 向 同性 观 者 之 间 的 空间 距离 正比 于 a[ 式 (10-1-26)]， 故 
Dn) aln). (10-4-8) 


光子 退 耦 后 成 为 独立 体系 , 由 式 (10-3-7) 可 知 背 景 辐射 的 温度 也 与 a 成 反比 , 因而 
Dm(D) 与 (1) 成 反比 . 注意 到 光子 退 耦 温度 厂 (ha) 关 4000K 以 及 当今 背景 辐射 温 
度 T,(10) = 2.7K ， 便 得 
Dewa(nd)= Dra(t) T, (10)/T, (ta) 3x10% x2.7/4000 s2x103 m. 
另 一 方面 ， 因 ts 10"s ， 由 式 (10-4-6) 可 知 当时 的 视界 距离 为 
Da(ta)s2x(3x10°)x10° =6x10" m, 
说 明 当 今 可 观测 宇宙 在 光子 退 看 时 的 半径 约 为 当时 视界 距离 的 33 倍 . 根据 粒子 视 
界 的 定义 ， 某 一 时 刻 的 空间 中 距离 大 于 Da 的 两 个 粒子 必定 不 曾 有 过 相互 作用 ， 
因为 其 中 任 一 粒子 所 发 的 任何 信号 在 此 时 刻 之 前 都 不 能 到 达 男 一 粒子 ， 若 要 通过 
相互 作用 达到 均匀 和 各 向 同性 , 除非 当今 可 观测 宇宙 在 ma 前 曾 小 于 视界 范围 . 然而 
这 是 不 可 能 的 , 因为 由 式 (10-4-6) 和 (10-4-7) 可 知 Da xt 而 由 式 (10-4-8) 和 (10-2-24b) 
或 (10-2-29b) 可 粗略 认为 Daa(D)ectt 或 Doaa(D)x2203 ， 可 见 Daaa(D)> Da(1) 的 
程度 越 是 早期 越 是 严重 . 例如， 在 t=1042s 时 ， 由 式 (10-3-D 可知 
TU03s) 3x103K ， 由 式 (10-4-8) 及 粗略 关系 7 xa! 可知 
Dewa(10 3s)= Dewa(to) T(t0)/T(103s) = 3x10% x2.7/3x10™ 3x1035m, 
而 +=10 “3s 时 的 视界 距离 可 由 式 (10-4-6) 求 得 为 
Du(10®3s)=2x(3x108)x10 3 =6x10-35m ， 
说 明 当今 可 观测 宇宙 在 +:=10“s 时 的 半径 是 视界 距离 的 10” 售 ! 以 上 讨论 表明 当 
今 可 观测 宇宙 在 早期 根本 不 可 能 充分 “自我 搅拌 ”( 前 面 关 于 早期 宇宙 热平衡 的 讨 
论 其 实 只 适用 于 粒子 视界 以 内 )， 这 就 是 标准 模型 的 视界 疑难 (horizon problem)， 
亦 称 均匀 性 疑难 . 

下 面 再 介绍 同 微波 背景 辐射 的 观测 有 直接 联系 的 对 视界 疑难 的 另 一 表述 [ 见 
Guth(1983); Blau and Guth(1987)]. 在 测量 微波 背景 辐射 的 各 向 同性 时 ， 发 现 两 
个 背 对 背 天 线 测 得 的 等 效 温度 在 很 高 精度 上 相等 ， 这 两 个 天 线 接收 到 的 是 光子 退 
耦 时 (rt = ta) 的 两 地 ( 称 为 微波 源 1 和 2) 发 来 的 辐射 ( 见 图 10-19). 设 Di(tw) 是 to 时 
源 1 和 2 的 固有 距离 ， 则 上 述 测量 结果 表明 宇宙 在 za 时 至 少 在 Da(nu) 的 尺度 内 
是 均匀 的 ， 然 而 由 计算 ( 见 选 读 10-4-0) 可 知 zu 时 的 视界 距离 Da(1,s) 只 有 Diatta) 
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的 175， 表 明 源 1 和 2 之 间 不 可 能 有 热 接 触 ， 那么， 它们 怎么 会 有 如 此 相同 的 温 
度 呢 ? 或 者 说 ， 怎 么 解释 这 种 长 程 均匀 性 ? 
两 个 背 对 背 天 线 


rr m0 r= 


图 10-18 (示意 图 ， 不 按 比 例 ) 两 个 背 对 背 天 线 接收 到 的 是 光子 退 耦 时 (rz= nd ) 


从 两 地 ( 源 1! 和 2) 发 来 的 微波 辐射 。 很 难 解释 两 天 线 测 得 的 温度 如 此 精确 地 相等 ， 
因为 从 源 1( 或 2) 发 出 的 光 在 nd 之 前 远 未 到 达 对 方 


除了 可 观测 宇宙 一 词 外 ， 文 献 中 还 常 出 现 观测 宇宙 (the observed Universe) 的 
术语 ， 这 是 指 当今 实 际 上 已 观测 到 的 那 部 分 宇宙 .星系 (及 类 星体 ) 离 我 们 越 远 
它们 发 来 的 光 的 红 移 z 就 越 大 ， 因 此 常用 红 移 描述 距离 。 天 文学 家 测 得 的 最 远 的 
星系 (和 类 星体 ) 的 红 移 z 早 已 达到 1 的 量 级 (1999 年 的 文献 给 出 了 关于 z = 5 的 类 星 
体 和 z=6.68 的 星系 的 测量 结果 )， 仍 用 z= v 的 近似 (x 为 该 星系 的 退行 速率 )， 与 
哈 勃 定律 = HoDo 结 合 使 得 Po = zHo' ， 注 意 到 z 为 1 的 量 级 ， 可 知 观测 宇宙 的 
大 小 Do 可 由 数值 io 标志 , 其 量 级 也 是 10%m [与 可 观测 宇宙 Dsma(to) 量 级 相同 ， 
但 应 注意 是 两 个 不 同 概念 .]， Ho 称 为 哈 勃 长 度 (Hubble length)， 利 用 选读 10-4-1 
的 估算 法 还 可 看 出 “微波 源 1” 与 我 们 的 当今 距离 a(10) 也 有 Ho! 的 量 级 ( 昌 然 它 
的 红 移 = 已 达 约 1000)， 这 更 说 明 用 哈 勃 长 度 描述 观测 宇宙 的 大 小 是 恰当 的 
[选读 10-4-1] 

现在 给 出 N= Dia(hu)/Dh(na)=75 的 证 明 . 为 简化 计算 ， 设 上 = 0， 且 在 涉及 
a(D 时 一 律 取 a (1)= pr? (其 中 为 常数 )， 即 默认 以 物质 为 主 , 设 天 线 所 在 处 的 径 
向 坐标 r= 0, 源 1( 和 2) 的 7 为 rs, 则 把 k=0 的 式 (10-1-25) 用 于 径 向 类 光 测 地 线 太 


得 = ”dr/a()， 由 式 (10-1-28) 得 
Ee 
Dualta) =2a (tg) =20 (0) . dt/alt) 


a (10-4-9) 
=2a(ta) | di/ =6p a ) (0 -ra 


另 一 方面 ， 由 式 (10-4-5) 得 
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Da)=ales )f ava) -aco) dpP20 =3p "la (ta) te, (10-4-10) 


3 
N=22 2 | i. 
Dalta) ta 
以 TT 代表 微波 背景 辐射 的 温度 ， 由 Tx a 及 a oct 得 
Tt)/T 0) = 0/0) , 


nenDY 
[加 | 
以 (10)=2.7 和 T(tg)=4000 代 入 得 N=75， 由 于 用 了 两 个 简化 假设 ( 即 k=0 和 
a xf), 以 上 计算 仍 嫌 粗 糙 . 为 提高 可 信 度 ，Guth (1983) 在 附录 中 取消 上 述 两 点 
简化 ， 从 非常 一 般 的 条 件 出 发 做 了 精确 得 多 的 估算 ， 结 果 更 为 严重 : N > 90. 
[选读 10-4-1 完 ] 
平 直 性 疑难 根据 标准 模型 ， 人 2 值 与 1 的 偏离 会 随时 间 的 向 后 推移 而 被 严重 
地 放大 ， 以 <(D) =11- .2(D)1 作 为 2 与 1 的 偏离 程度 的 某 种 反映 ， 得 
a(t)=I(p— pe)/p 1=3 Ik| /8np(t) az(D， (10-4-11) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (10-3-10)，、 上 式 说 明 k=0 时 a(t)=0 ， 和 否则 
(oa a? xa?， (辐射 为 主 ) 
(pa -laxa. (物质 为 主 ) 和 
由 式 (10-3-1) 知 :=10s 时 的 温度 T0103s) =3x103K， 故 由 a 与 7 的 近似 反比 关 
系 知 a(to) 10Ma(103s) ， 于 是 由 式 (10-4-12) 知 e(10) 是 (03s) 的 103!-102 倍 ， 
进一步 的 估算 结果 约 为 stto)= 10%s(G10 全 s) ,可 见 宇宙 膨胀 对 = 值 有 惊人 的 放大 作 
用 .由 于 .2(to) 的 量 级 为 1 且 人 2(10)>0.1， 帮 (10)<10 ， 因 而 <c(10-3s)=10-9 ， 
即 1-.2- (04s)=+10-9 ， 于 是 
42(103s)=(1 于 103) =1+10-3 . (10-4-13) 
如 果 那 时 的 2 比 式 (10-4-13) 的 大 值 略 大 一 点 点 ， 宇 宙 将 在 尚未 演化 至 今 就 已 收缩 
为 大 挤 压 奇 点 ; 反之 ， 如 果 那 时 的 2 比 式 (10-4-13) 的 小 值 略 小 ， 宇 宙 的 膨胀 将 快 
到 无 法 形成 恒星 和 星系 ， 为 了 形成 今天 这 样 的 宇宙 ， 更 确切 地 说 ， 为 了 能 有 今天 
这 样 一 个 量 级 为 1 的 2 值 ， 在 10s 时 的 人 Q 值 必须 被 异常 精确 地 “微调 ”到 与 ! 
如 此 接近 , 只 在 小 数 点 后 第 59 位 才 有 非 零 的 数 . 为 什么 会 这 样 凑巧 ? 这 种 微调 是 


因此 


故 


rer 
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怎么 造成 的 ? 由 于 2 =1 对 应 于 宇宙 在 空间 上 平 直 ,上述 问 题 也 可 表述 为 : 极 早期 
宇宙 为 什么 会 被 微调 到 如 此 不 可 思议 地 接近 平 直 ? 这 就 是 平 直 性 疑难 (flatness 
problem) ， 亦 称 微调 疑难 (fine-tuning problem).、 
平 直 性 疑难 还 可 用 灼 概念 做 另 一 表述 ， 焙 是 广 延 量 ， 可 以 谈 及 宇宙 的 任 一 
共 动 体积 内 的 炉 ， 以 k=+1 的 情况 为 例 . 体 元 asinzywsingdywdgdp 在 多 ，9 ，y 
的 某 一 范围 内 的 积分 都 可 看 作 一 个 共 动 体积 ,以 下 谈 及 共 动 体积 时 就 以 a 为 代表 
[由 式 (10-1-29) 可 知 a3() 乘 以 2r? 等 于 宇宙 在 时 刻 1 的 体积 ]. 宇宙 在 其 大 部 分 历史 
中 都 能 维持 其 内 容 物 的 局 域 热平衡 ， 由 热力 学 第 一 、 二 定律 可 以 证 明 [ 见 Kolb and 
Turner (1990) P.65~66] 任 一 共 动 体积 内 的 炉 不 随时 间 而 变 . 焙 的 这 一 性 质 使 它 成 为 
研究 宇宙 膨胀 的 一 个 非常 有 用 的 基准 量 ， 对 这 一 重要 常数 值 可 做 如 下 估算 . 设 5 
是 @ 内 的 炉 [ 称 为 特征 炉 ， 见 Guth(1983)]， 则 业 密 度 定义 为 * = Sa 了 ， 信 密 度 的 
当今 值 so 可 由 物理 讨论 求 得 ， 此 处 只 引用 冯 记 保 (1994) 式 (6-54) 的 结果 [讨论 过 程 
还 可 参阅 Kolb and Turner (1990) 和 Blau and Guth (1987)]; 
s(o) 关 3x10?2m32. (10-4-14) 


把 式 (10-4-11) 改 写 为 全 二 = 一 头 ，， 再 利用 * = Sa 了 和 式 (10.3-12) 并 改写 为 国际 
2 8npa” 


制 形式 ( 补 ce) 便 得 特征 粹 表达 式 
2 3/2 
-a | 下 (10-4-15) 
以 及, 和 s 的 当今 值 代入 上 式 便 可 求 得 常数 $8: Ho 可 取 (10" 年 )”? ，k/LQdo) -1 
可 取 作 >1，s(o) 可 取 为 3x10?m” ,代入 式 (10-4-15) 便 得 8 > 109 ， 这 是 一 个 大 得 
非 同 寻 常 的 炉 值 ， 在 标准 模型 中 ，5 值 只 能 作为 初始 条 件 给 定 ， 除 非 有 特殊 理由 ， 
此 初始 值 应 为 1 的 量 级 .3 > 10” 这 样 大 的 炉 值 实在 不 可 思议 . 宇宙 为 何 竟 有 如 此 
巨大 的 炉 ? 这 就 是 平 直 性 疑难 的 另 一 表述 ， 又 称 炳 疑难 . 
视界 疑难 与 平 直 性 疑难 有 一 个 共性 : 它们 都 可 归结 为 “初始 条 件 问题 ”， 如 
果 硬 性 规定 宇宙 的 “初始 条 件 ”， 两 个 疑难 都 可 “解决 ”， 对 视界 疑难 的 答案 是 ， 
宇宙 从 一 开始 (“ 天 生 ”) 就 是 均匀 和 各 向 同性 的 ; 对 平 直 性 疑难 的 答案 是 ; 宇宙 
的 名 值 一 开始 就 如 此 不 可 思议 地 接近 于 1( 宇 宙 从 一 开始 就 有 > 108 那样 大 的 六 
值 ) 类似 地 还 可 列 出 其 他 两 个 疑难 ， 第 一 ， 当 今 宇宙 为 何 存在 物质 与 反 物 质 的 不 
对 称 性 ? 对 此 也 可 这 样 回答 : 因为 宇宙 一 开始 就 存在 偏爱 物质 的 不 对 称 性 第 二 ， 


外 如 果 假定 宇宙 从 一 开始 就 有 2 = 1 , 则 它 将 保持 人 2=1 至 今 .然而 这 种 可 能 性 极 小 . RW 线 元 原本 是 对 任何 
实数 定义 的 ( 见 10.1.2 小 节 ), 后 来 引进 分 立 参数 态 它 只 能 取 1,0,-1 三 个 值 . k=1 和 上 = -1 分 别 代表 上 >0 和 
大 <0 ,占领 了 实数 轴 上 除 0 以 外 的 所 有 点 , 而 上 = 0 则 只 是 实数 轴 上 测度 为 零 的 一 点 . 

@ 在 殖 尔 效 曼 常数 取 为 的 单位 制 中 能 重 与 温度 同 重 纲 , 故 二 5 无 量 纲 , 简 密度 * 的 单位 为 m3 
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当今 字 宙 在 较 小 尺度 上 呈现 出 结构 (恒星 、.…'…)， 解 释 这 种 结构 的 必要 前 提 是 极 
早期 宇宙 存在 过 适当 的 密度 涨 落 谱 8p/P ， 标 准 模型 对 这 个 问题 的 回答 也 只 能 是 : 
宇宙 一 开始 就 有 如 此 适当 的 密度 涨 落 谱 ， 然 而 这 种 “初始 条 件 ” 式 的 回答 终究 很 
不 自然 (说 穿 了 就 是 : 我 们 最 终 所 得 到 的 不 过 是 我 们 最 初 所 强加 的 )， 并 且 容 易 带 
上 宗教 色彩 ， 后 来 ， 主 要 是 由 于 粒子 物理 学 家 的 介入 ， 上 述 问题 以 及 标准 模型 的 
一 些 其 他 疑难 才 得 到 满意 得 多 的 解决. 


10.4.3 ”暴涨 模型 及 其 对 视界 、 平 直 性 疑难 的 解决 


粒子 物理 学 家 大 约 从 20 世纪 70 年 代 中 期 开始 逐渐 介入 宇宙 论 的 研究 ， 大 统 
一 理论 预言 的 重子 数 不 守 便 性 使 物质 - 反 物 质 不 对 称 性 问题 有 望 解决 . 然而 大 统一 
理论 也 导致 新 的 宇宙 学 问题 : 用 这 一 理论 与 标准 模型 所 做 的 估算 认为 极 早期 宇宙 
必 产 生 过 某 些 特殊 的 非 相对 论 性 粒子 ， 其 中 一 种 叫 磁 单 极 子 (magnetic 
monopole)， 它 们 的 密度 虽然 随 宇宙 膨胀 而 减 小 ,但 对 3 的 贡献 仍 比 .3 的 观测 值 
高 出 10" 的 量 级 ， 这 就 是 磁 单 极 疑难 ， 美 国 粒子 物理 学 家 Guth 提出 的 暴涨 模型 
[Guth (1981)] 成 功 地 解决 了 标准 模型 的 视界 疑难 及 平 直 性 疑难 ,对 磁 单 极 疑难 至 少 
也 起 到 缓解 作用 . 虽然 这 一 理论 除 其 宝贵 的 暴涨 思想 外 已 被 其 他 暴涨 理论 所 代替 ， 
但 至 少 从 教学 法 的 角度 看 ， 对 Guth 的 原始 暴涨 理论 做 适当 介绍 还 是 有 所 神 益 的 . 

根据 大 统一 理论 [例如 SU(5) 理 论 ]， 在 能 量 足够 高 (高 于 临界 值 X =104GevV ) 
时 ，” 电 、 弱 、 强 相互 作用 是 统 -的 .我 们 之 所 以 看 到 它们 表现 得 如 此 不 同 ， 只 
是 因为 我 们 接触 到 的 能 量 (包括 能 量 最 高 的 加 速 器 提供 的 能 量 ) 大 大 低 于 Tec. 然而 ， 
甚 早期 宇宙 曾 涉及 高 于 Tc 的 能 量 . 当 T> Tc 时 ， 内 部 对 称 性 使 电 、 弱 、 强 相互 作 
用 表现 为 一 种 统一 的 作用 ; 当 工 降 至 Tc 以 下 时 ,内 部 对 称 性 自发 破 缺 , 强 作用 与 
电 弱 作用 才 表 现 得 很 不 相同 ， 当 温度 下 降 至 约 10?GeV 时 ， 电 弱 统一 的 内 部 对 称 
性 也 破 缺 ， 电 磁 作 用 和 弱 作 用 表现 为 不 同 的 相互 作用 。 T =10'4Gev 称 为 大 统一 
临界 温度 ， 大 统一 理论 中 存在 Higgs 场 ， 这 是 一 种 标量 场 ， 与 传递 弱 作 用 的 中 间 
玻 色 子 W* ，W- 和 2Z" 都 有 耦合 (从 而 使 它们 获得 质量 )，Higgs 场 $ 的 有 效 势 V(b) 
可 解释 为 能 量 密度 ， 适 当选 择 SU(5) 大 统一 理论 的 自由 参数 可 使 V(p) 具有 如 下 性 
质 [ 见 图 10-19, Higgs 场 $ 其 实 具有 多 个 分 量 (“内 部 ”分 量 ), 但 在 图 中 (及 讨论 中 ) 
把 p 简化 成 1 维 ]: DV(Y) 在 7 > 时 有 一 极 小 值 ( 设 其 出 现在 p=0 处 )， 由 于 真 


中 温度 了 和 能 量 E 可 按 E=kT 建 立 一 一 对 应 关系 . 用 能 量 单位 描述 温度 时 , 实际 上 是 指 它 对 应 的 能 量 .leV 的 
-下 -_1L6xl0"9J _ 5 应 
能 量 对 应 的 温度 为 下 1.16xlOK , 故 10*GeV 的 能 量 对 应 的 温度 


了 =(104x109)x1.16x104K=116xl107K .因此 10GeV 意 即 元 =107K . 请 注意 本 脚注 中 的 等 式 是 量 的 
等 式 而 非 数 的 等 式 . 
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图 10-19 Higgs 场 的 有 效 势 V(y) 曲线 (简化 示意 图 ) 


空 定义 为 能 量 极 小 的 状态 ， 故 p=0 是 真空 态 ; @DV(g) 在 T= Tc 时 有 两 个 极 小 值 ， 
两 者 V 值 相等 ， 其 中 一 个 出 现在 4=0 处 ; @V(9) 在 T< Tc 时 有 两 个 极 小 值 ， 其 
一 出 现在 乡 = 0 ， 其 二 出 现在 图 = 办 ， 而 且 V( 办 )<Y(O) ， 乡 = 办 和 乡 = 0 分 别称 为 
真 真空 true vacuum) 态 和 假 真 空 (false vacuum) 态 ， 当 今 宇宙 的 $ 场 在 Ts0 曲 线 的 
真 真空 态 人 = 从 附近 做 微小 涨 落 ， 其 真空 能 量 密度 相应 于 一 个 宇宙 常数 4 ， 虽 然 
其 观测 值 从 天 文学 的 角度 看 来 很 大 ， 但 与 用 Ep 估算 的 真空 能 量 密度 相 比 只 有 约 
107” 倍 ， 因 此 Guth 假定 7s0 的 曲线 有 V(pr)s0. 反之 ， 假 真空 却 是 一 种 很 特 
殊 的 物质 状态 ， 它 有 很 大 的 常数 能 量 密度 ， 记 作 p: ， 其 值 正比 于 大 统一 理论 的 临 
界 能 量 Ec 的 4 次 方 [估算 真空 能 量 密度 时 通常 用 所 论 范畴 的 最 高 能 量 的 4 次 方 ， 
所 以 现在 要 把 式 (10-3-30') 的 Ep 换 为 Ec=kTc.]， 于 是 

pe ~(104GeV)4j3c5=1076kg.m-3. (10-4-16) 
(把 一 个 大 质量 恒星 压 成 质子 般 大 小 方 可 得 到 如 此 巨大 的 能 量 密度 .) 暴涨 模型 的 
一 大 优点 是 对 初始 条 件 要 求 很 低 ， 它 的 主要 要 求 是 甚 早期 宇宙 中 含有 某 些 温度 高 
于 Tc 的 小 区 域 ， 并 且 正 在 膨胀 .这 些 区 域 中 的 p 场 处 于 真空 态 ， 即 p=0( 见 图 
10-19)， 当 了 随 该 区 域 的 膨胀 降 至 Tc 及 其 以 下 时 ，V(y) 出 现 两 个 极 小 值 , 分别 相 
应 于 真 、 假 真空 ，Y 场 从 Tc 起 进入 假 真空 态 ， 由 于 假 真空 比 真 真空 有 较 高 能 量 ， 
它 只 是 一 个 亚 稳 态 ，$ 场 终 将 通过 量子 隧道 效应 穿越 V(p) 曲线 中 两 个 极 小 值 间 的 
势 垒 而 变 为 真 真空 态 ， 这 对 应 于 一 阶 相 变 (从 对 称 相 6=0 变 为 对 称 破 缺 相 
乡 = 从 ) 考虑 到 大 统一 理论 的 某 些 未 知 参数 值 ， 同 冷却 率 相 比 较 ， 相 变 产 生得 非 
常 缓慢 ， 即 9 场 在 了 < Tc 时 要 在 假 真空 态 滞留 一 段 时 间 才 通过 相 变 进入 真 真空 态 
(这 种 在 相 变 前 发 生 的 “过 冷 ”现象 在 凝聚 态 物 理 中 十 分 普遍 ， 例 如 水 能 过 冷 至 冰 
点 以 下 20 多 度 才 发 生 相 变 而 成 冰 .)， 不 难 选择 大 统一 理论 的 参数 使 区 域 过 冷 到 接 
近 了 = 0 而 仍 处 于 假 真空 态 . 在 这 段 时 间 内 ,由 于 假 真 空 的 能 量 密度 pr [ 式 (10-4-16)] 
甚大 于 当时 的 辐射 的 能 量 密度 ， 总 密度 p = pe， 我 们 最 关心 的 是 过 冷 情况 下 尺度 
因子 a 的 演化 .假定 区 域内 为 均匀 且 各 向 同性 [放弃 这 一 假定 似乎 也 有 相同 结果 ， 
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见 Blau and Guth (1987).]， 同 标准 模型 一 样 ， 过 冷 期 间 的 函数 ai) 也 应 通过 方程 
(10-2-16) 和 (10-2-19) 获 得 . pspr = 常数 ”及 p=-p[ 见 式 (10-3-26)] 使 方程 
(10-2-19) 自 动 满 足 . 令 


YX=(8rGpF13)72 =10?4s -1 ， (10-4-17) 
由 于 a 很 小 时 大 可 忽略 [ 见 式 (10-2-23)]， 方 程 (10-2-16) ( 补 上 G) 简 化 为 
二 =Z= 常 数 ， (10-4-18) 
a 
(由 此 可 知 X 无非 是 过 冷 期 间 的 哈 勃 参数 .) 其 解 满足 
a() we ， (10-4-19) 


上 式 说 明 这 段 时 间 内 a 随 1 按 指数 规律 以 很 小 的 时 间 常 数 x-! =10-Ms 急剧 增长 
(XY 很 小 来 自 pe 很 大 ), 大 大 超过 标准 模型 中 a 的 增长 速率 , 故 称 暴涨 (inflation) [ 准 
确 含义 是 : 对 时 段 -hi, 令 Z=a(i)/a(n) , 则 Za >>Z#]， 对 暴涨 的 原因 也 可 从 
另 一 角度 理解 ， 由 式 (10-2-18) 得 
d=-4na (p+3p)/3. (10-4-20) 
在 标准 模型 中 p+3p>0， 故 &<0， 即 膨胀 是 减速 的 、 这 是 因为 普通 理想 流体 的 
压强 p 和 能 量 密度 p 都 为 非 负 值 ， 它 们 都 起 吸引 作用 ， 然 而 ， 假 真空 对 应 于 压强 
为 负 的 理想 流体 , 其 物 态 方程 为 p=-pe <0, 代入 式 (10-4-20) 得 二 = 8ra p13>0， 
可 见 膨胀 加 速 ， 其 原因 就 在 于 负 压 强 的 排斥 作用 超过 了 能 量 密度 的 吸引 作用 ， 使 
净 作 用 表现 为 很 强 的 斥 力 而 非 引 力 . 暴涨 过 程 大 约 持续 了 10-s 或 更 长 一 点 时 间 ， 
即 起 于 ic =10 7 s (tc 对 应 于 大 统一 临界 温度 Tec， 即 政 =10'/W =107K ) 而 止 于 
丰 关 10 2s .对称 性 破 缺 的 相 变 在 这 一 阶段 之 未 发 生 . 宇宙 中 每 个 经 历 过 暴涨 的 区 
域 的 # 场 都 先后 从 假 真空 态 转 信 真 真空 态 ， 每 个 处 于 真 真空 态 的 区 域 称 为 一 个 泡 
(bubble)， 由 于 真 假 真空 存在 能 量 差 ， 假 真空 的 巨大 能 量 在 相 变 过 程 中 得 以 释放 
(叫做 潜 热 ， 类 似 于 水 冻 成 冰 时 所 释放 的 潜 热 .)， 区 域 被 重新 加 热 (reheating) 到 接近 
Tc ， 从 此 以 标准 模型 (辐射 为 主 ) 的 膨胀 率 继续 膨胀 ， 暴 涨 模型 的 一 大 优点 是 宇宙 
在 暴涨 后 的 表现 对 初始 条 件 的 细节 很 不 敏感 ， 只 要 暴涨 前 的 宇宙 满足 某 些 不 难 满 
足 的 要 求 ， 它 就 能 演化 为 今天 的 样子 ， 这 是 标准 模型 所 不 可 比拟 的 ， 不 过 暴涨 模 
型 不 是 一 个 与 标准 模型 相 竞 争 的 对 手 ， 它 只 在 极 早期 宇宙 一 段 很 短 时 间 内 插入 一 
个 暴涨 过 程 ， 在 这 段 时 间 以 外 a 的 演化 规律 同 标 准 模型 一 样 ， 它 的 引入 既 保 持 了 
标准 模型 的 全 部 优点 ， 又 克服 了 标准 模型 的 若干 困难 ， 是 很 有 吸引 力 的 一 种 模 
型 ， 下 面 介绍 暴涨 模型 对 标准 模型 的 疑难 的 克服 . 
造成 视界 疑难 的 关键 是 当今 可 观测 宇宙 的 早期 尺度 比 视界 范围 大 得 多 . 例如 ， 
在 t=103s 时 D3ams105m>> Dh =103m ， 两 者 比值 约 为 103， 然 而 这 D sm 
10“m 是 在 不 考虑 暴涨 的 前 提 下 求 得 的 ， 由 于 从 ic =10-™s 至 不 s10-32s 有 过 暴 
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涨 ，tc =103s 以 前 的 D ma 值 应 比 不 考虑 暴涨 的 值 (10“m) 小 得 多 . 然而, 暴涨 前 
任 一 时 刻 的 视界 距离 Dy 却 与 用 标准 模型 求 得 的 一 样 . 设 暴涨 使 尺度 因子 a 增 大 Z 
信 ， 则 只 要 Z> 10”， 视 界 疑难 便 告 消失 ， 由 式 (10-4-19) 得 
Z=ezw)， (10-4-21) 
其 中 妈 =108s- ， 左 - 克 <103s-103s=1032s ， 代 入 上 式 得 Zselo =104 
>>10”,， 可见 在 暴涨 前 有 D sa<< D4 ， 可 观测 宇宙 当时 只 是 视界 范围 内 的 一 个 
小 区 域 ， 域 内 各 点 自然 有 因果 联系 ， 因 而 有 充分 的 相互 作用 ， 在 暴涨 前 就 已 达到 
均匀 和 各 向 同性 ， 这 个 小 区 域 在 暴涨 期 间 急速 变 大 ， 然 后 再 按 标准 模型 膨胀 为 今 
天 的 可 观测 宇宙 .均匀 性 和 各 向 同性 性 在 暴涨 和 正常 膨胀 中 得 到 保持 ， 视 界 疑 难 
不 复 存在 . 
再 看 用 另 一 陈述 所 表达 的 视界 疑难 ( 见 图 10-18)， 读 者 可 从 决定 视界 距离 Dn 
的 式 (10-4-5) 出 发 证 明 , 由 于 a 在 tc 至 车 的 期 间 内 有 过 倍数 为 Z 的 暴涨 , 视界 距离 
Da 也 近似 有 这 一 倍数 的 暴涨 ， 即 Da (te)/Da(tc)Z， 此 后 (从 不 至 今 ) 的 Da(D) 一 
直 比 D4aa(D 大 出 很 多 ( 见 图 10-20)， 于 是 视界 疑难 不 复 存在 . 


视界 距离 (暴涨 模型) 


原 

B10 初 

是 10 视界 距离 (标准 模型 ) 核 

最 10 合 

Wd 可 观测 宇宙 半径 (暴涨 模型 ) 成 
10% 


1 名 济 时 其 
-0 1 dt 
10% 103 10% 10°S 105 10’ 10” 当今 
一 > 时间/s 
图 10-20 视界 距离 和 可 观测 宇宙 大 小 在 两 种 模型 中 的 演化 曲线 [参见 Guth and Steinhardt (1984)] 
[图 中 “可 观测 宇宙 (暴涨 模型 )” 中 的 可 观测 字 宙 仍 指标 准 模型 的 当今 可 观测 宇宙 ] 
在 标准 模型 中 ，Apa 或 pa”* 是 常数 ， 由 此 导致 2 与 1 的 偏离 程度 s(D) 按 a 其 


至 @ 的 方式 被 迅速 放大 [ 式 (10-4-12)]， 这 是 平 直 性 疑难 的 根源 ， 在 暴涨 模型 中 ， 
暴涨 期 间 的 能 量 密度 p= pr 为 常数 ， 由 式 (10-4-11) 知 a(r) 不 但 不 被 放大 ， 反 而 按 


47 的 方式 急剧 缩小 ，a 的 暴涨 导致 < 缩小 的 量 级 很 可 能 比 正常 膨胀 导致 < 增 大 的 
量 级 还 大 得 多 ,对 2040s) 的 极 不 自然 的 要 求 [ 式 (10-4-13)] 不 再 必要 ， 平 直 性 疑 
难于 是 不 复 存在 .更 有 甚 者 ， 只 要 上 述 “很 可 能 ”果真 成 立 ， 而 且 < 在 开始 时 不 
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是 离奇 地 大 [这 种 假设 比 式 (10-4-13) 的 假设 要 自然 得 多 ], 今天 的 < 值 就 必定 非常 接 
近 于 零 ， 以 至 

2 (0)=1+O (10se) (Big 代表 一 个 大 数 )， (10-4-22) 
即 2 (10) 非常 接近 于 1， 这 不 但 消除 了 平 直 性 疑难 (宇宙 开始 时 不 必 特殊 微 调 )， 而 
且 给 出 了 “宇宙 今天 的 空间 几何 非常 接近 平 直 ”的 猜测 .至 此 ， 字 宙 空 间 是 否 封 
闭 的 问题 虽然 还 没有 完全 确定 的 答案 ， 但 暴涨 模型 告诉 我 们 ， 当 今 宇 宙 很 可 能 非 
常 接近 临界 状态 (k=0)， 它 是 如 此 “ 擦 边 ”， 以 至 我 们 还 不 能 完全 肯定 它 是 准确 
地 处 于 临界 状态 还 是 在 临界 状态 的 哪 一 侧 . 

平 直 性 疑难 的 另 一 表述 ( 炳 疑难 ) 则 可 用 重 加 热 过 程 中 粹 的 大 量 增长 来 解 
释 . 由 于 暴涨 结束 时 的 重 加 热 使 暴涨 区 的 温度 重新 增 至 接近 Tc (暴涨 开始 的 温度 )， 
暴涨 前 后 的 焙 密 度 * 近似 相等 .因为 暴涨 使 4 猛 增 至 Z 倍 ， 暴 涨 后 的 特征 粹 5' 便 
近似 等 于 暴涨 开始 时 的 特征 炉 5 的 召 倍 ， 只 要 Z >10”，5' 便 可 大 于 10”， 若 取 
Z ~10”， 则 重 加 热 过 程 (一 种 高 度 非 绝热 过 程 ) 竞 可 把 特征 焙 提 高 1022? 倍 ! 

从 大 统一 理论 出 发 的 研究 表明 ， 磁 单 极 数 密度 的 下 限 反 比 于 大 统一 相 变 时 的 
视界 距离 Di 的 3 次 方 ， 在 标准 模型 中 ， 相 变 发 生 于 ic =10-34s (瞬时 发 生 ， 没 有 
冷却 过 程 . ); 在 Guth 的 暴涨 模型 中 , 相 变 发 生 于 tt =s10-s, 由 于 Di 也 有 约 Z 倍 
的 暴涨 ， 即 Da(te) = ZDh (tc) ， 磁 单 极 数 密度 的 下 限 降 为 标准 模型 的 Z: 倍 ， 因 而 
磁 单 极 的 超大 量 产生 问题 得 到 缓解 . 但 是 ，Guth 的 暴涨 模型 不 能 告诉 我 们 在 相 变 
中 产生 了 多 少 磁 单 极 , 因此 不 能 肯定 它 已 解决 了 磁 单 极 疑难 . Linde (1982a, b) 和 
Albrecht and Steinhardt (1982) 分 别提 出 的 “新 暴涨 模型 对 这 一 疑难 给 出 了 明确 得 
多 的 解决 ，Guth 的 暴涨 模型 (现在 称 为 原始 暴涨 模型 ) 还 有 其 自身 的 致命 弱点 ， 即 
所 谓 的 “体面 退出 问题 (graceful exit problem)”. 为 解决 或 躲 开 这 一 问题 的 各 种 
努力 都 遭 失败 ， 只 有 其 宝贵 思想 一 一 宇宙 甚 早期 有 过 一 次 短暂 而 剧烈 的 暴涨 一 一 
应 予 保留 ， 多 种 不 同 的 暴涨 模型 先后 问世 ， 其 中 前 苏联 学 者 Linde 在 1983 年 提出 
的 混沌 暴涨 模型 (chaotic inflation model) 备 受 推崇 ， 在 这 一 模型 中 既 没有 相 变 也 没 
有 过 冷 ， 它 涉及 一 个 有 质量 的 标量 场 % ， 由 于 量子 涨 落 ， 其 值 在 早期 宇宙 的 某 些 
区 域 甚大 (与 Planck 质量 Mp = 10”GeV 同 数量 级 ), 其 能 动 张 量 类 似 于 正 的 宇宙 常 
数 那样 起 排斥 作用 ， 从 而 导致 尺度 因子 a 在 一 段 时 间 内 出 现 准 指数 式 的 膨胀 ， 即 
暴涨 ， 暴 涨 过 后 恢复 正常 膨胀 ， 当 今 的 观测 宇宙 只 是 当时 的 一 个 区 域 演化 至 今 的 
一 个 部 分 ， 由 于 这 一 暴涨 ， 平 直 性 、 均 匀 性 和 磁 单 极 疑 难 都 迎刃而解 .混沌 暴涨 
模型 在 克服 以 往 暴涨 模型 的 困难 的 同时 保存 了 它们 的 全 部 优点 ， 而 且 还 有 自身 独 
特 的 优点 ( 略 ). 

Guth 在 1981 年 提出 暴涨 模型 时 ， 多 数 天 文学 家 的 反应 是 : 这 想法 虽然 有 吸 
引力 ,但 其 对 3 1 的 预言 与 观测 结果 相去 太 远 ， 因 为 当时 Quo 的 观测 值 只 有 
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5%~10%， 然而 ho 的 观测 值 随 着 观测 手段 的 进步 而 一 路 攀升 ， 并 曾 在 1990 年 被 
认为 达到 1 的 程度 (后 来 发 现 这 不 大 可 能 ), 现在 大 致 公认 的 是 Xo = 0.25. 不 过 人 
们 早 就 注意 到 no 很 可 能 并 非 人 3 的 唯一 来 源 ， 例 如 人 2 只 要 非 零 也 对 乌有 所 贡 
献 , 因此 ano< 1 与 钨 1 不 一 定 有 矛盾 4CDM ( 带 4 的 冷 暗物质 结构 形成 模型 ， 
其 中 = 0.3, 424o 0.7 ) 的 巨大 成 功 加 强 了 人 们 对 .2, > 0 的 信心 ，1996 年 后 从 
微波 背景 辐射 的 非 各 向 同性 性 中 发 现 支持 3 1 的 有 力 证 据 ，1998 年 起 对 高 红 移 
Ia 类 超新星 的 观测 表明 当今 宇宙 正在 加 速 膨胀 ,以 及 暴涨 模型 能 给 出 4CDM 所 需 
的 原初 扰动 谱 ，…… ， 所 有 这 一 切 都 使 暴涨 模型 深 得 人 心 ， 就 连 对 此 模型 一 向 持 
怀疑 态度 的 天 文学 家 也 不 得 不 开始 认真 看 待 . 有 人 甚至 认为 过 去 15 年 宇宙 学 的 两 
个 主导 观念 就 是 暴涨 和 冷 暗 物质 [Turner (1999)]， 可 以 说 ， 暴 涨 思想 现在 已 经 成 为 
(新 ) 标 准 模型 中 不 可 或 缺 的 组 成 部 分 ， 然 而 也 应 指出 ， 由 于 $ 10.5 要 介绍 的 暗 能 
量 及 其 对 基本 物理 学 的 严厉 挑战 ， 也 有 学 者 对 暴涨 思想 不 以 为 然 . 


§10.5 暗 能 量 和 “新 标准 宇宙 模型 ” 
10.5.1 了 暗 能 量 问题 


1998 年 的 超新星 观测 所 发 现 的 、 当 今 宇宙 正在 加 速 膨胀 的 结论 (10.3.3 小 节 末 ) 
现在 已 被 普遍 接受 ， 然 而 加 速 膨胀 的 原因 却 一 直 使 人 深 感 困惑 ， 虽 然 用 宇宙 常数 
4>0 可 对 它 做 出 解释 , 但 4 值 比 粒子 物理 学 的 预言 值 小 如 此 多 个 量 级 却 又 偏 不 
为 零 的 结论 使 “物理 学 家 的 宇宙 常数 问题 ” 变 得 更 为 玉手 ， 于 是 人 们 纷纷 寻求 对 
加 速 脱 胀 的 其 他 可 能 解释 ， 加 速 脱 胀 的 形成 机 制 已 经 成 为 当今 宇宙 论 乃至 整个 基 
本 物理 学 的 一 个 至 关 重 要 的 疑难 问题 ， 现 在 被 称 为 “ 暗 能 量 (dark energy)” 问 题 . 

暗 能 量 是 指 对 宇宙 加 速 膨胀 应 负责 任 的 宇宙 内 容 物 ， 在 牛顿 引力 论 中 ， 一 切 
物质 都 只 能 导致 引力 而 不 会 导致 斥 力 ， 因 此 加 速 膨胀 无 法 解释 、 但 广义 相对 论 与 
此 不 同根 据 爱 因 斯 坦 方程 ， 无 论 能 量 密度 p 还 是 压强 p 都 对 引力 场 有 贡献 ， 当 
压强 p<0 而 且 1p1 大 到 可 以 与 p 比拟 时 , 就 会 出 现 斥 力 效应 . 通常 的 宇宙 内 容 物 ， 
即 物质 (Ps 0 ) 和 辐射 (p = p/3>0) 都 不 满足 这 一 要 求 , 但 正 的 宇宙 常数 4 (或 真空 
能 动 张 量 ) 却 恰好 满足 ， 因 为 其 p =p <0， 从 而 有 可 能 导致 加 速 膨胀 ， 可 见 宇宙 
常数 4 是 暗 能 量 的 一 个 重要 候选 者 。 但 是 导致 加 速 膨胀 的 原因 也 不 是 非 4 黄 
属 ， 凡 有 具有 以 下 3 个 特征 的 “理想 流体 ”都 可 充当 暗 能 量 的 候选 者 :不 发 光 ( 因 
而 暗 ); @ 压 强 p 和 能 量 密度 p 满足 p~-p (不 是 非 等 不 可 ) 的 关系 ; @ 空 间 分 布 近 
似 均匀 (至 少 在 星系 团 的 尺度 上 不 表现 出 集聚 现象 , 否则 将 在 星系 团 尺度 上 有 所 显 
示 , 然 而 观测 从 未 发 现 这 种 迹象 : 暗 能 量 是 在 整个 宇宙 这 一 大 尺度 上 被 发 现 的 ) 应 
该 指出 ， 上 暗 能 量 是 在 原来 的 标准 宇宙 模型 中 不 存在 的 一 种 宇宙 内 容 物 ， 它 既 不 是 
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物质 (ps=0 ) 也 不 是 辐射 (p = p/3>0)， 但 由 于 暗 能 量 的 第 @ 个 特征 ， 它 更 像 辐 射 
而 不 像 物 质 ( 因 p 与 p 可 比拟 )， 按 昭通 常理 解 ， 物 质 和 辐射 都 具有 能 量 ， 能 量 是 
一 种 属性 而 不 是 内 容 物 本 身 . 然而 英语 文献 中 常用 energy 作为 radiation 的 代名词 ， 
例如 汉语 中 说 “一 对 正 反 质 子 潭 灭 后 成 为 两 个 光子 (辐射 )”， 而 英语 中 常 把 这 名 
话说 成 是 “物质 潭 灭 后 变 成 能 量 ”， 这 里 的 能 量 (energy) 已 被 当 作 辐射 (光子 ) 的 同 
义 语 ， 据 此 ， 甚 至 可 以 说 “宇宙 内 容 物 中 既 有 物质 又 有 能 量 ” (其 实物 质 也 有 能 
量 , 但 这 句 话 中 “能 量 ” 一 词 分 明 是 狭义 地 专 指 辐射 )， 于 是 可 以 说 暗 能 量 的 第 @ 
个 特征 使 它 更 像 能 量 而 不 像 物质 more“energy-like”than“matter-like”)， 再 加 上 
特征 〇 D( 不 发 光 )， 就 产生 了 “ 暗 能 量 ”一 词 ， 上 述 解释 同时 也 澄清 了 暗 能 量 与 暗 
物质 的 区 别 : 暗物质 是 不 发 光 的 物质 (P=0 )， 暗 能 量 则 既 非 物质 , 亦 非 能 量 (虽然 
更 像 能 量 )， 而 是 具有 上 述 3 个 特征 的 宇宙 内 容 物 ， 是 原来 的 标准 模型 始 料 未 及 的 
一 种 宇宙 内 容 物 . 

除了 当今 宇宙 加 速 膨 胀 这 一 重要 观测 结果 之 外 ， 暗 能 量 存在 的 可 信和 性 还 来 自 
如 下 事实 : 〇 对 宇宙 微波 背景 辐射 的 非 各 向 同性 性 的 最 新 测量 结果 表明 宇宙 是 空 
间 平 直 的 (k 0), 即 人 3 1 与 暴涨 理论 的 预言 一 致 ;; @ 新 近 发 展 的 、 不 依赖 于 质 
量 ~ 光 度 关 系 的 物理 观测 表明 物质 (主要 是 暗物质 ) 对 人 3 的 贡献 为 (44o 0.33 
[Turner (2002)] (此 外 还 有 用 其 他 方法 的 观测 结果 .新 近 文献 中 关于 no 值 的 报导 
不 尽 相同 , 约 从 0.25 至 0.33.)， 可 见 当 今 宇宙 中 竟 有 约 七 成 的 内 容 物 没有 下 落 ， 
这 是 人 们 相信 暗 能 量 存在 的 另 一 重要 原因 . 

虽然 真空 能 量 ( 正 的 宇宙 常数 4 ) 是 暗 能 量 的 第 一 候选 者 ， 但 这 至 少 存在 两 个 
严重 疑难 : Q@ 宇 宙 常 数 问题 为 何 测 得 的 非 零 4 比 粒子 物理 学 的 理论 值 小 如 此 多 
个 量 级 ?巧合 性 问题 (the coincidence problem): 物质 密度 py 和 辐射 密度 pr 随 
尺度 因子 a 的 增 大 分 别 按 pw x a 了” 了 和 pr x a 的 规律 减 小 ,而 宇宙 常数 4 相应 的 
P4 不 随时 间 而 变 ， 故 


Pd 和 rr a kh (10-5-1) 
R 
可 见 ， 在 早期 宇宙 中 2, 可 被 CR (及 《44 ) 所 忽略 而 在 晚期 宇宙 中 2 占 压倒 地 
位 从 Co =07 ，Gso =0.3( 以 及 Go =5x105) 出 发 的 计算 表明 [Carroll (2003)]， 
人 2 在 早期 的 很 长 时 段 内 近似 为 0 (变化 甚 慢 ), 在 晚期 的 很 长 时 段 内 近似 为 1( 变 化 
也 甚 慢 )， 只 在 这 两 个 时 段 之 间 有 这 么 一 个 很 短 的 时 段 ，2, 在 此 时 段 内 从 0 猛 增 
至 1( 见 图 10-21). 人 24o =0.7 说 明 当今 (1=0) 宇 宙 正 处 在 这 一 急速 转变 时 段 中 (这 一 
时 段 的 特点 是 (210 与 (huo 量 级 相同 , 谈 不 上 以 谁 为 主导 .). 为 什么 我 们 今天 恰好 处 
于 这 一 短暂 的 转变 时 段 之 内 (why now)? 这 就 是 所 谓 的 巧合 性 疑难 . 巧合 性 疑难 也 
可 从 另 一 角度 陈述 . 由 于 pw x a”，pr x a* 而 pi 不随 a 而 变 , 今天 的 微小 4 值 
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(pnolPuo =7/3 ) 意 味 着 极 早期 宇宙 的 p41pr 出 奇 地 小 [pa/pr ~10? (其 中 B 为 
100 左右 )， 因 此 ， 为 保证 今天 有 Pio1pwo ~1， 对 极 早期 宇宙 的 初始 条 件 必须 做 
过 极其 精密 的 微调 (只 要 当初 有 非常 微小 的 偏离 , 今天 的 宇宙 就 完全 不 是 我 们 看 到 
的 样子 )， 这 可 称 为 宇宙 的 微调 疑难 (fine-tuning problem). 


2 


i 
当今 loga 


图 10-21 ”424 在 包含 当今 的 短 时 段 内 从 0 猛 增 至 1 


针对 以 上 疑难 ,人们 又 从 粒子 物理 学 出 发 提出 了 称 为 动力 学 暗 能 量 (dynamical 
dark energy) 的 多 种 方案 .与 宇宙 常数 不 同 ,动力 学 暗 能 量 可 以 随时 间 缓慢 变化 ( 动 
力学 演化 )， 只 是 在 每 一 时 段 内 非常 类 似 于 某 个 宇宙 常数 4 ,可 定量 地 用 w= p/p 
刻画 ， 此 式 其 实 是 宇宙 中 任 一 种 内 容 物 (作为 理想 流体 ) 的 物 态 方程 对 物质 有 
w 兰 0 ， 对 辐射 有 w = 1/3， 对 宇宙 常数 有 w = -1， 对 动力 学 暗 能 量 ，w 可 取 量 级 
为 1 的 其 他 负 值 ， 而 且 可 随时 间 而 变 ， 由 36= -4ra(p+3p) [ 式 (10-2-18)] 可 知 
4>0 近 mw<-1/3 ,可 见 满足 w< -1/3 的 内 容 物 都 可 充当 暗 能 量 . 目前 已 经 存在 不 
计 其 数 的 动力 学 暗 能 量 方案 ， 而 且 还 在 层出不穷 ， 此 处 只 简介 其 中 很 重要 的 一 大 
类 ( 称 为 quintessence 理论 ) 中 的 一 种 版 本 ,着重 说 明 它 能 消除 微调 疑难 ， 这 种 理论 
认为 极 早期 宇宙 那 次 暴涨 中 的 标量 场 少 在 暴涨 后 仍 有 影响 ， 这 个 乡 场 的 能 量 密度 


Ps 和 压强 py 分 别 为 pp = 饮 /2+V( 信 和 必 = 袍 /2-V(g). 当 Pr <<V(9)(p 场 变化 
足够 慢 ) 时 便 有 ps -ps ， 在 暴涨 期 间 近似 等 价 于 一 个 (很 大 的 ) 宇 宙 常 数 ， 暴 涨 结 
东 时 $ 场 随时 间 急 剧变 化 ， 其 能 量 绝 大 部 分 转化 为 重子 ，py 变 得 很 小 于 pw， 只 
要 适当 选择 Y(%) 的 函数 形式 ， 就 可 保证 py 随 a 足够 缓慢 地 减 小 ， 于 是 在 足够 长 
时 间 后 py 将 重新 超过 pw ， 这 就 能 解释 当今 观测 到 的 (小 而 非 零 的 ) 宇 宕 常数 ， 不 
但 如 此 ， 适 当选 择 V(#) 还 可 取得 如 下 优异 效果 : 求解 所 得 的 py(z) 曲线 (其 中 z 为 
红 移 ， 代 表 距 离 的 远近 或 时 间 的 早晚 ) 在 当今 (z= 0) 的 表现 与 py 在 z 很 大 时 (早期 ) 
的 初 值 无 关 ， 就 是 说 ， 即 使 所 选 初 值 改变 许多 个 量 级 ， 曲 线 在 当今 的 表现 并 无 改 
变 ( 见 图 10-22)， 于 是 微调 疑难 不 复 存 在 .quintessence 的 含义 是 古 哲学 的 第 5 原 


质 (前 4 种 是 空气 、 水 、 火 、 土 .)， 今 天 的 基本 粒子 是 夸克 、 轻 子 和 中 间 玻 色 子 ， 
车 把 非 重子 暗物质 列 为 第 4 种 ， 则 不 妨 说 刚才 讨论 的 $ 场 是 第 5 种 ，quintessence 
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于 是 得 名 ， 暗 物质 和 暗 能 量 的 一 个 重要 区 别 是 前 者 倾向 于 成 团 而 后 者 均匀 分 布 ， 

但 近来 人 们 发 现 两 者 存在 “你 中 有 我 ， 我 中 有 你 ”的 迹象 ， 把 两 者 统一 起 来 成 为 
一 个 对 象 的 想法 颇 受 青睐 . 统一 后 就 只 有 一 种 暗 分 量 ， 因 此 这 种 统一 理论 又 被 称 
为 quartessence (第 四 原 质 ) 理 论 . 


plGeV’ 
三 


7 
10” 10” II 1 10 10 10 


z+l 


图 10-22 ”py 曲线 的 当今 表现 与 其 初 值 无 关 


定量 地 看 ， 要 从 加 速 膨 胀 得 出 暗 能 基 存 在 的 结论 就 要 用 到 式 (10-2-18)， 而 此 
式 是 爱 因 斯 坦 方程 的 产物 ， 如 果 在 涉及 整个 宇宙 这 样 大 的 尺度 上 爱 因 斯 坦 方程 不 
再 适用 ， 则 暗 能 量 问 题 可 以 不 复 存 在 ， 于 是 对 暗 能 量 问题 还 存在 第 三 种 回答 : 在 
涉及 整个 宇宙 时 爱 因 斯 坦 方程 不 再 适用 . 然而 寻求 一 种 取而代之 的 理论 远 非 易 事 ， 
因为 这 种 理论 必须 在 较 小 的 尺度 下 给 出 与 广义 相对 论 相 同 的 结果 ， 而 且 要 与 关于 
宇宙 的 各 种 观测 数据 相 吻 合 (例如 要 给 出 原初 核 合成 的 轻 原子 的 、 与 观测 一 致 的 丰 
度 .). 

此 外 ， 也 不 能 完全 排除 下 述 可 能 性 : 宇宙 其 实 正在 减速 膨胀 ， 只 是 由 于 对 超 
新 星 观测 结果 做 出 了 错误 的 解释 ， 才 误 以 为 宇宙 正在 加 速 膨胀 ， 也 有 人 沿 着 这 一 
方向 开展 研究 ， 此 处 从 略 . 

本 书 将 交 稿 时 笔者 在 网 上 读 到 一 文 [Kolb et al.(2005)], 该 文 对 宇宙 加 速 膨胀 提 
出 了 一 种 既 不 依靠 暗 能 量 又 无 须 对 引力 理论 做 修改 的 、 基 于 暴涨 宇宙 论 的 解释 . 


10.5.2 新 标准 宇宙 模型 


自从 1981 年 引入 暴涨 机 制 以 来 , 原始 的 标准 宇宙 模型 已 被 做 了 多 处 修改 , 一 
个 新 的 标准 宇宙 模型 正在 形成 之 中 , 虽然 还 有 许多 问题 尚 待 深入 探讨 . 目前 看 来 ， 
新 标准 模型 至 少 具有 以 下 特点 . 
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(1) 3 1( 宇 宙 在 空间 上 平 直 )，go。 <0 (宇宙 正在 加 速 膨胀 ). 

(2) 宇宙 的 极 早期 有 过 一 次 虽然 极为 短暂 但 却 影响 深远 的 暴涨 阶段 ( 见 10.4.3 
小 节 ). 在 此 期 间 由 量子 涨 落 造 成 的 密度 不 均匀 性 正好 为 冷 暗 物质 结构 形成 理论 提 
供 所 需 的 原初 扰动 (“种 子 ”). 


暗 能 量 ( 约 占 70%) 
暗物质 ( 约 占 30%， 其 中 绝 大 部 分 是 冷 暗物质 .) 
(3) 当今 宇宙 内 容 物 发 光 物 质 ( 约 占 0.59%) 
辐射 ( 约 占 0.005%) 


10.5.3 ”宇宙 的 命运 (未 来 ) 


我 们 当然 关心 宇宙 的 命运 ， 即 宇宙 在 如 (当今 ) 之 后 的 演化 方式 ， 在 原始 的 标 
准 模型 中 , 命运 只 取决 于 空间 几何 : 若 上 =0 或 上 = -1, 宇宙 将 永远 (减速 ) 膨 胀 ; 若 
=1 ， 字 宙 将 从 膨胀 转 而 收缩 ， 最 终 缩 为 大 挤 压 奇 点 ， 在 新 标准 模型 中 ， 由 于 暗 
能 量 的 存在 ， 命 运 与 空间 几何 的 这 种 简单 关系 不 复 成 立 (两 者 脱钩 )， 宇 宙 的 命运 
问题 变 得 相当 复杂 . 即使 是 j =1 的 宇宙 也 仍 有 多 种 可 能 命运 [密切 依赖 于 w 值 及 
其 演化 wn)]. 例如 ，@D 若 暗 能 量 是 真 的 宇宙 常数 4 > 0， 则 随 着 时 间 的 推移 ，4u 
终 将 被 2, 所 忽略 ， 宇 宙 将 愈 来 愈 接近 指数 式 膨 胀 (暴涨 )， 即 愈 来 愈 接近 de Sitter 
宇宙 ( 详 见 下 册 附 录 )， 直 至 永远 (不 是 真 宇宙 常数 的 动力 学 暗 能 量 演化 至 晚期 也 可 
能 类 似 于 一 个 占 主导 地 位 的 正 宇宙 常数 , 也 会 导致 同样 结果 .). @ 若 暗 能 量 是 动力 
学 暗 能 量 且 随时 间 减 弱 得 足够 快 以 致 字 宙 有 朝 一 日 回 到 物质 为 主 的 状况 
(42w >> 4 能量)， 则 其 演化 类 似 于 原 标 准 模型 中 上 = 0、 物 质 为 主 的 曲线 ( 指 在 + 
足够 大 时 的 该 曲线 ), 即 减 速 膨 胀 , 直至 永远 . @ 若 动力 学 暗 能 量 逐 渐 演 化 为 P<0 ， 
已 >0 的 状态 (类 似 于 一 个 负 的 宇宙 常数 )， 则 宇宙 还 可 能 从 膨胀 转 而 收缩 ， 此外， 
在 某 些 条 件 下 还 会 出 现 这 样 的 命运 : 当 : 趋 于 某 一 有 限 值 时 a(0) 竞 然 趋 于 无 限 大 
(“Big Rip” ). 
10.5.4 “黑暗 物理 学 ”的 光明 前 途 


如 前 所 述 ， 我 们 对 暗 能 量 的 存在 性 还 刚刚 开始 认识 ， 对 暗 能 量 的 了 解 仍然 
少 得 可 怜 ; 我 们 对 暗物质 虽然 稍 有 认识 ,但 对 其 中 的 绝 大 多 数 一 一 非 重 子 暗 物 
质 一 -的 了 解 仍然 非常 肤浅 . 这 说 明 我 们 对 宇宙 中 绝 大 多 数 内 容 物 还 很 不 了 解 . 人 
们 有 一 种 感觉 : 随 着 研究 的 不 断 深 入 ， 我 们 似乎 对 宇宙 的 了 解 竟然 愈 来 愈 少 .是 
的 ， 物 理学 正在 受到 以 暗 能 量 为 代表 的 严重 疑难 (包括 宇宙 常数 问题 ) 的 挑战 ， 有 
人 甚至 认为 21 世纪 之 初 的 暗 能 量 疑难 类 似 于 20 世纪 之 初 的 黑体 辐射 疑难 . 然而 ， 
出 人 意料 的 实验 结果 往往 是 科学 进步 的 重要 动力 ， 正 如 黑体 辐射 疑难 的 解决 需要 
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引入 全 新 的 观念 (量力 观念 ) 和 放弃 旧 观 念 那样 ， 许 多 人 相信 了 暗 能 量 的 挑战 终 将 导 
致 基本 物理 学 (及 天 文学 ) 的 突破 性 进展 . 鉴于 天 文 观测 对 宇宙 论 研 究 的 异乎 寻常 
的 重要 性 ， 天 文学 家 已 经 制定 了 雄心 勃勃 的 进一步 的 观测 计划 .例如 [Schubnell 
(2003)]， 他 们 要 用 人 造 卫 星 去 发 现 并 以 史无前例 的 高 精度 观测 多 达 数 千 个 的 高 红 
移 ( 遥 远 )Ia 型 超新星 ， 企 图 由 此 测 出 宇宙 年 龄 的 70% 以 上 的 膨胀 历史 (从 今天 向 过 
去 回溯 ), 他 们 还 要 以 很 高 的 精度 测定 暗 能 量 的 (或 说 宇宙 的 ) 物 态 方程 w(= p/p) 及 
其 随时 间 的 演化 ， 这 种 测量 结果 有 助 于 区 分 各 种 不 同 的 暗 能 量 模型 ， 因 而 意义 重 
大 ， 如 此 等 等 ， 不 一 而 足 ， 另 一 方面 ， 理 论 物 理学 家 和 夫 体 物理 学 家 正在 对 暗 能 
量 进行 着 不 断 深入 和 广泛 的 理论 攻坚 战 ， 有 理由 相信 ， 在 观测 天 文学 家 和 理论 物 
理学 家 的 联手 猛攻 下 ， 暗 能 量 之 谜 总 有 一 天 会 云 开 雾 散 ， 水 落石 出 ， 与 之 相伴 的 
很 可 能 还 有 基本 物理 学 的 某 种 突破 性 进展 . 届 怕 可 以 说 ; “黑暗 物理 学 的 前 途 是 
光明 的 ”. 

本 节 主 要 参考 文献 : Carroll (2003); Peebles and Ratra (2002); Schubnell (2003); 
Sahni (2004) 及 其 所 引文 献 . 


习 题 
“1 试验 证 度 规 (10-1-12) 的 曲率 张 量 SRopes 满足 (Rused =2R-26,15641. 

2， 试 证 各 向 同性 观 者 的 世界 线 是 测 地 线 。 提示 : 利用 式 (10-2-5) 后 的 克 氏 符 表达 式 及 式 
(5-7-2) 几 乎 一 望 而 知 . 

3， 试 用 如 下 步骤 导出 宇宙 学 红 移 公式 (10-2-8): 

(a) 证 明 沿 任 一 类 光 测 地 线 7(P) (为 仿 射 参 数 ) 有 dw/dB = -KeKeVaZo ， 其 中 

Ke =(8/36)"， 2°=(0/01)°, w=-goZ°K?. 

(b) 证 明 V。Z， = (G/a) hs。， 其 中 hs 是 由 goa 在 均匀 面 上 的 诱导 度 规 ，a4 = da/dr 

提示 : 先 证 明 VaZ 是 空间 张 量 场 ,， 即 Z*V。2Z。 = 0 = ZV。2Z。， 再 证 明 待 证 等 式 两 边 作用 于 
(8/8x')*(9/9xi)b (i, j=1,2,3) 得 相同 结果 . 

(e) 利用 (a)、(b) 的 结果 推出 dw/w = -da/a ， 从 而 得 式 (10-2-8). 

4， 宇 宙 当 今年 龄 是 宇宙 从 a=0 演 化 至 ao = alto) 所 需 的 时 间 .给 定 任 一 a 值 都 可 谈 及 宇 
宙 的 尺度 因子 演化 至 该 值 所 需 的 时 间 ， 称 为 该 a 值 相 应 的 宇 害 年龄 ， 因 此 年 龄 + 可 看 作 a 的 函 
数 . 

(a) 从 式 (10-2-29) 和 (10-2-25) 出 发 证 明 4 = 0 的 物质 宇宙 的 年 龄 函数 由 以 下 三 式 给 出 ， 
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(b) 由 以 上 三 式 导出 纺 =1， 侈 >1 委 <1 三 种 情况 下 当今 宇宙 年 龄 10 的 表达 式 . 

“5. 试 证 含 4 项 的 爱 因 斯 坦 方 程 即使 无 物质 场 (75。 =0) 也 不 允许 平 直 度 规 解 . 提示 : 从 含 A 
项 的 爱 因 斯 坦 方 程 出 发 求 得 R 与 了 的 关系 ,以 此 消去 方程 中 的 R, 便 发 现 T =0 时 Rs 不 能 为 
零 . 

6。， 试 证 k= -1 和 k=+1 的 RW 度 规 也 是 (局 部 ) 共 形 平 直 的 . 

提示 : 用 式 (10-4-2) 定 义 ， 把 式 (10-1-17a) 和 (10-1-17b) 的 线 元 改 用 坐标 i w, 0,9 表 出 ， 再 
分 别 对 k= 一 1 和 上 = +1 的 情况 做 如 下 坐标 变换 (i,w) 上 (7, 7) : 

对 k=-~1, 令 T=eichy, F=eishy ， 

对 上 =+1， 令 

T= tT E+ + tn -wy), FtanT E+) tnd-W), 
则 线 元 分 别 取 如 下 的 明显 共 形 平 直 形式 : 
对 k=-1， ds? =a2(1() e dL-di? + dF? +72(d0? +sin?0 dg?)] ， 
对 k=+1， 
ds -DO eow +cosw)2[-dz2 +d7? +7?(d0? +sin?0 dp2)] . 

7. 设 p 为 各 向 同性 观 者 G 世界 线 上 的 一 点 , 试 证 G 在 tp 时 刻 的 视界 距离 满足 式 (10-4-5). 提 
示 : 利用 式 (10-1-28) 和 (10-2-7). 

*8。，(a) 设 Mp) 是 径 向 ( d91dB=dg/dP=0 ) 类 光 测 地 线 ，pl=(h, yi, 9, g) 和 
P2=(t2, YW2,0,9) 是 上 任意 两 点 ， 试 证 对 k=1,0, -1 三 种 情况 都 有 


a 
由 一 内 = 人 draw . 
, 


(b) 对 k=1 的 宇 害 ， 从 大 爆炸 奇 点 发 出 的 任 一 径 向 光线 在 脱 胀 着 的 3 球面 上 沿 大 圆 弧 前 
进 . 试 证 ; (bl1) 对 物质 宇宙 ， 该 光线 在 3 球面 膨胀 至 最 大 时 刚 走 完 半 个 大 圆 ， 在 3 球面 又 缩 为 
一 点 (大 挤 压 ) 时 刚 走 完 一 个 大 圆 ， 因此 ， 在 球面 膨胀 至 最 大 时 任 一 各 向 同性 观 者 只 要 向 各 个 方 
向 看 去 , 总 能 看 到 任 一 各 向 同性 粒子 发 来 的 光 , 表明 他 的 粒子 视界 从 膨胀 至 最 大 时 开始 消失 [ 参 
见 Wald (1984) P. 106]，(b2) 对 辐射 宇宙 ,该 光线 在 3 球面 又 缩 为 一 点 (大 挤 压 ) 时 刚刚 走 完 半 个 
大 圆 ， 因 此 ， 任 一 各 向 同性 观 者 的 任 一 时 刻 都 存在 粒子 视界 . 
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讨论 单位 制 时 应 注意 量 和 数 的 区 别 ， 除了 量 的 等 式 (quantity equation) 之 外 ， 
更 为 常用 的 是 数 的 等 式 (numerical-value equation). 数 的 等 式 的 形式 取决 于 单位 制 ， 
因此 在 记忆 物理 公式 时 应 同时 记 住 它 在 什么 单位 制 中 成 立 ， 由 于 相对 论 经 常 涉及 
真空 光速 和 引力 常量 , 把 它们 的 数值 都 取 为 1( 即 c=G= 1) 可 以 简化 大 量 公式 , 与 
此 相应 的 单位 制 叫做 几何 单位 制 (system of geometrized units)， 然 而 在 计算 物理 量 
的 数值 时 几何 单位 就 嫌 不 便 . 现在 介绍 物理 公式 在 几何 制 和 非 几何 制 (以 国际 制 为 
例 ) 之 间 的 转换 法 则 . 

为 避免 混淆 , 我 们 用 粗 体 和 非 粗 体 字 母 分 别 代表 量 和 数 ( 仅 限 于 本 附录 中 ). 非 
几何 单位 制 通常 取 时 间 T、 长 度 工 和 质量 M 为 力学 领域 的 基本 量 . 在 几何 单位 制 
中 ,由 于 c=G=1, 时 间 、 长 度 和 质量 三 者 的 单位 只 有 一 个 可 任意 选择 ， 因 此 可 
认为 基本 量 只 有 一 个 , 例如 可 选 时 间 为 基本 量 , 并 选 s ( 秒 ) 为 其 单位 (基本 单位 ). 然 
而 ,c= 1 的 实质 是 以 光速 作为 速度 单位 , 所 以 可 认为 速度 Y 也 是 几何 制 的 基本 量 ， 
光速 是 基本 单位 ， 同 理 ，G = 1 暗示 引力 常量 G 也 是 几何 制 的 基本 量 . 所 以 也 可 
认为 几何 制 有 3 个 基本 量 ， 即 T，Y 和 G. 事实 上 ， 同 一 单位 制 的 基本 量 的 个 数 
存在 灵活 性 ， 可 根据 具体 场合 的 需要 选择 . 设 4 为 任 一 量 ， 其 数值 在 国际 制 与 几 
何 制 中 分 别 为 4 和 4'， 则 两 者 之 比 

X=A'/A (A-1) 

称 为 量 4 在 两 制 之 间 的 转换 因子 (conversion factor). x 之 所 以 不 等 于 1, 是 因为 7， 

工 和 MM 的 单位 在 两 制 中 有 所 不 同 . 7, 工 和 M 的 国际 制 单位 分 别 是 s, kg 和 m. 在 

几何 制 中 , 唯一 肯定 的 是 c=G=1, 至 于 7T, 工 , M 的 单位 , 则 尚 有 一 定 灵活 性 . 为 

便于 两 制 间 的 比较 ， 我 们 约定 几何 制 中 的 时 间 单 位 也 为 s， 在 此 约定 下 便 可 由 

c=G= 1 确定 二 和 AM 的 几何 制 单位 , 不 再 有 灵活 性 ( 见 选读 A-1). 根据 量 纲 分 析 ， 
导出 单位 随 基本 单位 改变 而 改变 的 依从 关系 由 量 纲 式 给 出 : 

[4]=[TY LY IMY. (A-2) 

在 只 关心 几何 制 与 国际 制 (或 高 斯 制 ) 之 间 的 转换 时 ， 时 间 单 位 在 两 制 中 相同 使 上 

式 的 [7] 可 被 略 去 : 

[4]=[LYIMY. (A-3) 

量 纲 式 所 描述 的 是 导出 单位 随 基本 单位 的 改变 而 改变 的 依从 关系 . 例如 ， 只 要 把 

上 式 中 的 [ZJ 和 [MI 分 别 看 作 基 本 量 工 和 MM 的 单位 的 改变 倍数 , 则 [4] 代 表 导 出 量 4 

的 单位 的 相应 改变 倍数 .在 这 种 理解 中 [4]，[ 嫩 和 [AM] 都 代表 数 ， 式 (A-3) 要 理解 为 
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数 的 等 式 . 工 ，M 单位 的 改变 导致 速度 和 引力 常量 G 的 单位 的 相应 改变 ,依从 
关系 为 
[VI=[D, [cl=[C[MT ， (A-4) 
上 式 同 式 (A-3) 结 合 得 
[A]=[VY IGT. (A-5) 
设 从 国际 制 变 到 几何 制 时 工 ，M 单位 的 改变 信 数 分 别 为 [ 吕 ，[M]， 则 V，G 单位 
的 改变 倍数 为 式 (A-4) 的 [WI,[G], 而 4 单位 的 改变 倍数 则 为 式 (A-5) 的 [4], 与 式 (A-1) 
对 比 可 知 上 =[4] 光速 和 真实 引力 常量 的 数值 在 国际 制 中 分 别 为 c 和 G,， 在 几何 


制 中 皆 为 1， 故 [V]=1/c ，[G]=1/1G ,代入 式 (A-5) 得 [4]= c--2%G“， 因 此 
X=c Gr. (A-6) 
式 (A-1) 和 (A-6) 表 明 ， 欲 由 4 在 几何 制 中 的 数值 4' 求 得 它 在 国际 制 中 的 数值 4， 
只 须知 道 量 4 关于 基本 量 工 和 的 量 纲 指数 4 和 人 ， 而 这 很 易 推出 或 查 得 . 
例 1 试 由 施 瓦 西 半 径 在 几何 制 的 表达 式 x=2M' 求 它 在 国际 制 的 表达 式 . 
解 设 4 是 这 样 一 个 量 , 它 在 国际 制 中 的 数 定义 为 4= S/M ， 则 它 在 几何 制 
中 的 数 为 4'=x/M'=2. 由 [4]=LDLM] 可 得 4=1, p=-1， 由 式 (A-6) 又 得 
X=c*G"', 再 由 X=A'/4 便 得 4'=c?G"14, 故 A/M=A=c?GAh'=2c?G ,因而 
施 瓦 西 半 径 的 国际 制 表达 式 为 =2GM /c?. [ 解 毕 ] 
例 2 求 观 者 4 速 Z" 在 几何 制 中 的 类 时 归 一 条 件 Z“Z: = -1 的 国际 制 形 式 . 
解 ”Z“"Z: =--! 等 价 于 8w(dr /dr)(dr"1dr)=-1. 选 灰 ， 忆 为 长 度 坐标 ， 
则 由 ds = gjvdx*dx* 知 [gj,]=1，[dx*/dr]=[T]'[L] ， 故 对 量 dx*/dr 有 4=1 
4=0, X=c!, 
gw (dr /dr dr" /dr’)= a (dx* /dr)(dx’” /dr), 
因而 gjy(dx* /dn)(dx* /dr)=-c?, 即 Z°2, =-c?. [ 解 毕 ] 
例 3 10.2.2 小 节 用 到 光子 角 频 率 的 几何 制 表达 式 w'=dr'/dB'(B 是 光子 世界 
线 的 仿 射 参数 )， 求 其 国际 制 形式 . 
解 ” 先 弄 清 B 的 量 纲 . 光子 的 4 波 和 撩 K” = (3/880)8. 由 K” =@'(8/91")" +Ka 
可 知 [K*]=[k*] ，” 而 k* =k'(9/0x')* ， 其 中 心 为 3 波 矢 分 量 ，[K]=[ZT ， 因 而 
[KJ=[ 芝 六 , 故 [B]=[Z. 式 wo'=drVdP7' 可 改写 为 o'dpVdr=1. 令 4=adpyadr' ， 
. 则 [=ITT [7 , 故 4=2, p=0, Xx=c?, A'=c?4, 即 @'dB'/dr'=c-2wdpldt， 


四 矢量 的 量 纲 可 定义 为 它 作用 于 无 量 纲 标量 场所 得 实数 ( 量 ) 的 量 纲 . 依次 推广 可 定义 对 偶 矢 量 和 张 量 的 量 
纲 . 
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所 以 w=c?dt/dp. [ 解 毕 ] 
在 广义 相对 论 中 经 常 出 现 张 量 gu，Rues ，Rw 和 R 等 ， 在 涉及 单位 变换 时 就 
要 知道 它们 的 量 纲 ， 为 便于 变换 ， 先 证 明 如 下 结论 ( 量 纲 式 中 指标 可 以 不 平衡 ): 
(D[gw]=[ZP， (2)[Voos]=[osl]， (3)[Rwc4]=1， (A-7) 
(Rosca]=[L, Rel=1, (ORI=IL?. 
证 明 
(1) 因 ds? = gjudx*dx* 的 实质 是 gu = gv(dx*)s(dx"),， 故 [gap]=[ds?]=[LY 
(对 此 不 甚 理解 的 读者 也 可 从 分 量 的 角度 来 考虑 ， 当 x* ，x" 都 为 长 度 坐 标 时 ， 由 
ds? =gjvdxtdx" 及 [ds*]=[LJ 可 知 [g8jv]=1. 再 由 gow = gv(dx*)s(dx'), 便 知 
[gww]=[L? .应 该 注意 的 是 ， 与 [8w6] 的 绝对 性 不 同 ，[g,] 依 赖 于 所 涉及 的 坐标 
的 量 纲 .). 
(2) [Vaw,]=[060,]=[(dx’), (dx’),00,/0x*]=[(dx), Io,]=[0,]. 
(3) VoVoQ。 -ViVaoe = Ras"w4， 考虑 到 [VoVpw.]=[w。], 便 有 [Rp ?wy]= 
[wz]， 从 而 [Re ]=1. 
(4) [Rasa]=[8acRosc 1=[LY. 
(5) [Rs]=[g™ Rpeg]=[LT [LY =1. 
(6) [R]=[g” Ros]=[L]?. 口 
例 4 试 由 爱 因 斯 坦 方程 的 几何 制 形式 Rs - R'g's /2=8nTs 求 出 其 国际 制 形 
式 : 
解 ” 为 简单 起 见 (又 不 失 一 般 性 )， 以 理想 流体 为 例 ， 理 想 流体 的 能 动 张 量 为 
T=(p'+p) UU, + p'gs,. 
由 于 相 加 项 量 纲 相 同 ， 只 须 考虑 方程 Rs =8np'g’ 如 何 变换 ， 因 [Ros]=1， 故 
Ris = Ro 又 因 [pgw]=[M]LCJ IT [LY =[M][LITJ? ， 故 对 量 pgop 而 言 有 
4=J=1，X=c*G ,因而 p'gs, =c4Gpgw ， 于 是 Re =8nc-G pg,s， 可见 爱 因 
斯 坦 方程 的 国际 制 形式 为 
Rs 一 SR =8nGT,, /ct . (A-8) 


[ 解 毕 ] 

以 上 只 讨论 了 力学 领域 的 单位 转换 问题 ,其 中 的 非 几 何 制 虽然 以 国际 制 为 例 ， 

但 对 高 斯 制 同样 适用 .然而 ， 当 涉及 电磁 领域 时 ， 就 要 补 上 第 4 个 基本 量 ， 国 际 
制 与 高 斯 制 的 区 别 就 显露 出 来 .国际 制 的 第 4 个 基本 量 是 电流 7， 基 本 单位 是 安 
培 ; 高 斯 制 的 第 4 个 基本 量 是 介 电 常量 s ， 基 本 单位 是 真空 介 电 常量 so (因而 数 
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io =1)， 相 应 地 ， 涉 及 电磁 量 的 几何 制 公式 也 有 两 种 形式 ， 不 妨 称 之 为 “几何 国 
际 制 ”" 和 “几何 高 斯 制 ”形式 . 除 基本 要 求 c= G= 1 外, 几何 高 斯 制 还 要 求 5 =1， 
几何 国际 制 则 约定 电流 的 单位 为 安培 ， 为 同 国际 文献 接轨 ， 本 书 凡 涉及 电磁 量 的 
公式 都 采用 几何 高 斯 制 形式 ， 不 涉及 电磁 量 的 公式 在 两 种 几何 制 中 形式 相同 .不 
难看 出 前 面 的 方法 对 从 几何 高 斯 制 到 高 斯 制 的 转换 以 及 从 几何 国际 制 到 国际 制 的 
转换 都 适用 ， 例 如 ， 读 者 不 难 将 RN 线 元 的 几何 高 斯 制 形式 


ds2 = -(- 誉 9 +2 zj 中 -于 :多 ] dr2+r2(dg2+sin2g'dp2) 
天 


(A-9) 
转换 为 如 下 的 高 斯 制 形式 : 
2 
ds? =- (- 2 + 黎 ] cidr? + 0 :又 | dr+r(db2+sin2gdp2) . 
cr cr ec 和 cr 
(A-10) 


为 便于 参考 ， 我 们 把 本 书 中 涉及 电磁 量 的 部 分 公式 的 几何 国际 制 形式 列 在 下 

面 (去 掉 式 号 的 * 便 得 该 式 相应 的 几何 高 斯 制 形 式 在 本 书 的 式 号 ): 
OF =e0 7 ， (6-6-10+*) 
VE=p/so, VxE=-0B/0r, .B=0, VxB=/j+0E/0r. (6-6-12*) 


T= -Ra (6-6-28*) 
= 久 (FR ED (6-6-28'*) 
yp 多 (gE? +B), = 一 To=50(Ex& 忆 ),， i=1,2,3， ”( 原 式 无 编号 ) 
2M QO? 24 oY 
| |d2+|1- 一 + 二 | dr2+rz(dg2 +sin2g dp2)， 
r 4rEor r 4rEor 
(8-4-26*) 


Q 
FP ml di 党 
je DA 或 A neor 


式 (8-8-7) 中 所 有 1/2r 改 为 2 ， 式 (8-8-8) 和 (8-8-9) 中 所 有 ww 2 改 为 8xnao. 第 8 
章 习 题 10 的 -2rJv 改 为 -sovv 
[选读 A-U 

本 选读 对 几何 制 做 进一步 的 介绍 ( 仍 只 限于 力学 领域 )， 问 : 几何 制 中 长 度 工 
和 质量 M 的 单位 (作为 量 ) 是 多 大 ? 选择 TJ，V，G 为 基本 量 对 回答 这 一 问题 带 来 方 
便 . 二 和 AM 关于 这 3 个 基本 量 的 量 岗 式 为 


(8-4-27*) 


附录 A ”几何 与 非 几 何 单位 制 的 转换 "423， 


[DJ=[TIV], [MI=[TIVFIGT. (A-1D 
以 Ln 和 上 sn 分 别 代表 用 几何 制 和 国际 制 长 度 单位 测 同 一 长 度 所 得 的 数 , 则 LJ/L m= 
[如 ， 注 意 到 时 间 单 位 在 几何 制 和 非 几何 制 中 相同 ， 光 违 在 几何 制 和 非 几 何 制 中 的 
数值 分 别 为 1 和 c=3x108 ， 可 知 [L]=1/c ， 于 是 上 式 给 出 La=cLn， 可 见 
几何 制 长 度 单位 =cX 国际 制 长 度 单位 =3X 108m. (A-12) 
类 似 地 ， 由 式 (A-1) 第 二 式 及 [G]=1/1G (其 中 数 G=6.67x10-1) 得 
c3 (3x108)3 
几何 制 质量 单位 = no 国 际 制 质量 单位 =6710T 
反之 ， 当 问题 不 涉及 Y 和 G 的 单位 改变 时 ， 把 几何 制 看 作 只 有 一 个 基本 量 了 
又 有 许多 好 处 ， 这 时 可 把 时 间 、 长 度 和 质量 这 三 类 原本 不 同 的 量 看 作 同一 类 量 ， 
认同 的 “钥匙 ”是 把 1s，3x103m 和 4x1035kg 这 三 个 量 视 为 相等 ， 即 
ls=3xl0sm=4xl035kg ， (A-14) 
从 而 使 所 有 量 要 么 没有 单位 ， 要 么 以 S[ 或 s 的 “ 紧 函 数 ”( 其 实 是 量 )] 为 单位 ， 例 
如 ， 中 地 球 相对 于 银河 系 中 心 的 连 率 10 了 了， 这 一 数值 ( 世 1) 强 烈 表 明 地 球速 率 
之 低 ， 使 得 地 球 观 者 对 宇宙 的 观测 结果 可 被 看 作 银 河 系 中 心 的 (假想 ) 观 者 的 观测 
结果 .加 地 上 日 距离 在 几何 制 中 约 为 480s ， 直 观 地 表明 光 从 太阳 到 地 球 要 走 
8min. 人 地 球 的 半径 和 质量 在 几何 制 中 分 别 为 Re =2x10-2s 和 Me =1.5xl0r1s ， 
Me << Re 表明 地 球 表面 的 引力 场 弱 到 使 牛顿 理论 在 绝 大 多 数 情况 下 很 好 地 成 
立 . [选读 A-1 完 ] 
几何 单位 制 对 广义 相对 论 十 分 方便 ， 不 涉及 引力 的 量子 理论 则 经 常 使 用 自然 
单位 制 (system of natural units), 其 中 c= 广 =1. 往往 还 根据 涉及 的 领域 而 把 第 3 个 
物理 常数 设 为 1， 例 如 在 经 常 涉及 热力 学 时 选 上 ( 玻 尔 兹 曼 常 数 ) 为 1， 在 经 常 涉及 
原子 物理 时 选 m.( 电 子 质量 相应 的 数 ) 为 1， 在 经 常 涉 及 核 物理 时 选 mp 或 mm( 质 子 
或 中 子 质量 相应 的 数 ) 为 1, 在 涉及 引力 时 (如 量子 引力 理论 ) 选 G=1. G=c= 有 =1 
的 单位 制 又 称 普 朗 克 单 位 制 ， 下 面 讨论 普 朗 克制 与 国际 制 之 间 的 转换 ， 与 几何 制 
相 比 ， 普 朗 克制 在 G= c = 1 之 外 又 加 上 太 =1 的 限制 ,使 得 时 间 ( 因 而 所 有 量 ) 的 单 
位 不 再 有 任 选 的 自由 ， 因 此 要 从 式 (A-2)[ 而 不 是 (A-3)] 出 发 ， 并 把 式 (A-4) 改 为 
[VI=[7T7ID), [GJ]=[TPMT'ILY. (A-15) 
式 (A-2) 和 (A-15) 结 合 得 


xkg=4x10’kg. (A-13) 


{A]=[VP "YIGI TY . (A-16) 
不 难 证 明 由 光速 、 引 力 常量 和 约 化 普 朗 克 常量 构成 的 有 时 间 量 纲 的 “唯一 ” 量 是 
普 朗 克 时 间 好 ， 它 在 国际 制 的 数值 为 ; = (GA/c5)72 ~ 1043(Gs) ， 其 中 c，G 入 分 
别 是 光速 、 引 力 常量 和 约 化 普 朗 克 常量 的 国际 制 数值 .这 3 个 量 在 普 朗 克制 中 的 
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数值 篆 为 1, 故 [V]=1/c ，[G]=1/G ，[T]=1/tp. 设 之 是 量 4 在 国际 制 和 普 朗 
克制 间 的 转换 因子 ， 则 由 式 (A-16) 得 


天 = cr2XGUp-OHtD = cr4-34GA(G 记 1c5)-CQtwsnD12 , (A-17) 
例 5 光子 能 量 E 与 频率 v 的 关系 在 普 朗 克制 的 形式 为 已 = 2rw ， 求 其 国际 


制 形式 . 

解 设 4=B/v, 则 [4]=[EI[w =[7T DMI, 故 r*=-1，wA=1，2=2， 
代 和 人 式 (A-17) 得 

元 =c-5G (Gh/c5)71 = 办 1. 

因而 4=#4= 训 4 ， 即 E'1v'= 扩 1E/v .于 是 由 Ev'=2n 得 Elv=2nh ,或 
E=2nhv. [ 解 毕 ] 

例 6 由 光速 、 引 力 常量 和 约 化 普 朗 克 常量 构成 的 有 质量 量 纲 的 “唯一 ” 量 
是 普 朗 克 质 量 me ， 它 在 普 朗 克 制 的 数值 为 ms =1， 求 它 在 国际 制 的 数值 me . 

解 ”由 [mp]=[M] 知 z=4=0 HU=1， 代 入 (A-17) 得 元 =c3G(Ghi/c5)72 
=(hc/G)"?,， 故 mp = zme =(hc1G) ?mp ,于 是 由 ms =1 便 得 mp = (ic1G)V2. 以 
国际 制 数值 =10，c=3x10，G=6.67x10" 代 入 得 mp =2.1x10-8kg . [ 解 毕 ] 


习 ” 题 

1， 质点 的 能 量 、 质 量 和 动量 关系 的 几何 制 形式 为 已 2 =m? + P2 ， 求 其 国际 制 形式 . 

2， 试 由 流体 静 力 学 方程 的 几何 制 表 达 式 dp' /dr'= -pim'/r? 求 其 国际 制 表达 式 . 

3， 非 相对 论 流体 动力 学 的 欧 拉 方程 的 几何 制 形式 为 -YP'= p'[3z19r +(z.V)z'] ， 求 其 国 
际 制 形 式 . 

4， 试 证 几何 制 公式 以 ”= 7(Z” +M 2) [ 式 (6-3-30)] 和 w'= 一 K”Z; [ 式 (6-6-42)] 在 国际 制 中 有 
相同 形式 . 

5， 某 些 文献 [如 Sachs and Wu (1977)] 的 几何 制 用 c=1=8xG 定义 (时 间 单位 仍 为 )， 求 长 
度 和 质量 在 该 制 中 的 单位 ( 解 此 题 时 宜 将 引力 常量 看 作 几 何 制 的 基本 量 之 一 ). 


6。 由 光速 、 引 力 常量 和 约 化 普 朗 克 常 量 构成 的 有 长 度量 纲 的 “唯一 ” 量 是 普 朗 克 长 度 fp， 
它 在 普 朗 克 制 的 数值 为 东 =1 ， 求 它 在 国际 制 的 数值 六 


惯例 与 符号 


关于 惯例 的 说 明 


(1) 本 书 从 82.6 开始 采用 抽象 指标 记号 代表 张 量 ， 例 如 ，v" 代 表 矢 量 ， 其 中 
拉丁 字母 a 与 常用 记号 5 中 的 局 的 作用 类 似 , 称 为 抽象 指标 . 不 要 把 v* 理解 为 和 撩 
其 v 的 第 a 个 分 量 ， 涉 及 分 量 时 以 希腊 字母 作为 指标 ( 称 为 具体 指标 )， 例 如 必 代 
表 矢量 忆 的 第 个 分 量 . 只 有 一 种 情况 例外 : 4 维 时 空中 一 个 矢量 交 有 3 个 空间 
分 量 , 我 们 沿用 多 数 文献 的 惯例 , 以 v (其 中 i=1,2,3) 代 表 v" 的 第 i 个 分 量 , 这 虽 
然 违 反 了 “拉丁 字母 代表 抽象 指标 ”的 约定 ， 但 会 带 来 许多 方便 ， 为 了 不 与 抽象 
指标 a,b,c,d,e,… 相 混淆 ,我们 只 用 拉丁 字母 中 从 i 起 的 若干 字母 (常用 的 是 i, 六 
人 作为 空间 分 量 的 编号 ,实践 表明 通常 不 会 产生 混淆 ， 关 于 指标 问题 ， 详 见 $2.6. 

(2) 本 书 对 4 维 时 空 的 度 规 采用 - + + + 的 号 差 惯 例 . 

(3) 不 同文 献 对 黎 曼 张 量 Ruwe” 和 里 奇 张 量 Rs 有 不 同 的 定义 惯例 ， 本 书 采用 
的 惯例 与 Wald (1984) 一 致 . 


符号 一 览 表 

{3 集合 .首次 出 现 于 81.1. 例 : X={1，4，5.6} 代 表 由 实数 1, 4 及 5.6 构 
成 的 集合 . 

R 全 体 实数 的 集合 ， 首 次 出 现 于 81.1. 

N 全 体 自然 数 的 集合 ， 首 次 出 现 于 §1.3. 

SS n 维 球面 . 

vx 对 任 一 x， 首 次 出 现 于 §1.1. 

E 存在 .首次 出 现 于 §1.1. 

< 属于 . 首次 出 现 于 §1.1. 例 : xs 大 代表 “x 属于 集 X”， 即 x 是 集 X 
的 元 素 . 

所 不 属于 ， 首 次 出 现 于 81.1. 

含 于 .首次 出 现 于 §1.1. 例 : Ac 代表 “4 含 于 集 X”， 即 4 是 集 X 
的 子 集 . 

U 并 ( 见 §1.1 定义 2). 

Nn 交 ( 见 81.1 定义 2). 


加 集合 之 差 . 例 : AB 代表 集合 4 与 B 的 差 集 ( 见 81.1 定义 2). 
-A 4 的 补 集 ( 见 81.1 定义 2). 


FS 
S 
全 
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x Uni 


办 


f[A4] 


6 或 (e,) 
e 或 (e%)。 


空 集 ， 首 次 出 现 于 81.1. 

定义 为 ， 首 次 出 现 于 81.1. 

恒 等 或 代表 . 首次 出 现 于 §1.1. 例 ; 4= BUC 意 为 “以 4 代表 BUC ”. 
近似 等 于 . 

蕴含 (可 推出 )、 例 : 命题 4=> 命题 8 代表 由 命题 4 可 推出 命题 B. 
等 价 . 

卡 氏 积 ( 见 81.1 定义 3). 

( 置 于 行 末 ， 表 示 证 明 完毕 或 略 去 证 明 .) 

以 于 个 有 序 实数 ( 忆 ,…,z) 为 元 素 的 集合 ， 即 及" = 民 x…xR 恨 ( 共 n 个 
R). 

张 量 积 ( 见 $2.4 定义 2). 

映射 . 首次 出 现 于 81.1. 例 : f : X 一 了 代表 “由 集美 到 集 了 的 映射 ”. 
设 f :XY, 4cX， 则 4 在 三 作用 下 的 像 记 作 FL4] ， 以 区 别 于 
Xe 在 f 下 的 像 f(x). 

映射 的 像 . 例 : 设 f :X 一 Y,xeXX, ysy， 则 zhyy 代 表 “x 的 像 是 


» 


与 斑 
- 复合 映射 . 首次 出 现 于 $1.1. 例 : gey 代表 映射 y 和 4 的 复合 映射 ( 先 


yw 后 $). 
以 X 为 底 集 、 为 拓扑 的 拓扑 空间 ( 见 81.2 定义 2 及 其 后 的 一 段 ). 
通常 拓扑 ( 见 §$1.2 例 3). 
r 阶 导 函 数 存在 并 连续 . 
光滑 ( 即 任意 阶 导 函 数 存在 ). 
集 4 的 闭 包 ( 见 $1.2 定义 8). 
集 4 的 内 部 ( 见 81.2 定义 9). 
集 4 的 边界 ( 见 81.2 定义 10). 
豪 斯 多 夫 空 间 ( 见 8$1.3 定义 3). 
V 的 维 数 . 
矢量 空间 V 的 对 偶 空间 ， 首 次 出 现 于 8§2.3. 
流 形 中 一 点 p 的 切 空间 .首次 出 现 于 8§2.2. 
矢量 空间 多 的 对 偶 空间 . 
3 维 (空间 ) 矢 量 (字母 上 加 箭头 而 不 用 粗 体 ， 粗 体 另 有 用 处 ， 见 后 面 的 
@ .). 
所 选 基底 {(e,)”} 中 的 第 4 个 基 矢 . 
基底 {(e,)*} 的 第 4 个 对 偶 基 矢 . 
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8/ax 或 (3/0x) 第 4/ 个 坐标 基 矢 首次 出 现 于 8$2.2 例 2. 
dx 或 (dr )。 第 4 个 对 偶 坐 标 基 矢 ， 首 次 出 现 于 式 (2-3-8) 后 - 


%kD) 

2 或 了 
多 0 
4 

[u,v] 

C 


5 或 5w 
7 或 np 
2 

8(u,v) 


矢量 空间 V 上 全 体 (k,1) 型 张 量 的 集合 ， 首 次 出 现 于 §2.4 例 1 后. 
流 形 M 上 全 体 光滑 函数 的 集合 ( 见 $2.1 定义 5). 

流 形 M 上 全 体 光滑 (k,1) 型 张 量 场 的 集合 。 首 次 出 现 于 §3.1 定义 1. 

和 矩 阵 4 的 转 置 矩阵 . 

矢量 场 4 和 vw 的 对 易 子 ( 见 $2.2 定义 10). 

缩 并 . 例 : 设 Te 哆 (2,2), 则 C3T 代表 了 的 第 一 上 指标 与 第 二 下 指标 
的 缩 并 ， 首 次 出 现 于 82.4 注 2， 用 抽象 指标 表示 则 为 CT =T“%。. 

欧 氏 度 规 ( 见 82.5 定义 8). 

闵 氏 度 规 ( 见 $2.5 定义 10). 

恒 等 映 射 ， 首 次 出 现 于 式 (2-6-4) 所 在 段 . 

度 规 张 量 8 作用 于 矢量 w 和 vw 的 结果 . 首次 出 现 于 $2.5 定义 1. 与 
gapu?U? 同 义 . 

对 指标 a, b,c 做 全 对 称 化 处 理 [定义 见 式 (2-6-13)]. 

对 指标 a， b,c 做 全 反 称 化 处 理 [定义 见 式 (2-6-14)]. 

导数 算 符 ( 见 83.1 定义 1). 

某 坐 标 系 的 普通 导数 算 符 [定义 见 式 (3-1-9)]. 在 狭义 相对 论 中 又 专 指 惯 
性 坐标 系 的 普通 导数 算 符 ， 满 足 3。n。。 =0. 

导数 算 符 在 某 坐 标 系 的 克 氏 符 ( 见 §3.1 定义 2). 

克 氏 符 三"w 在 所 在 坐标 系 的 分 量 ， 也 简称 克 氏 符 . 
指数 映射 (定义 见 选读 3-3-1). 

映射 $ 诱 导 的 拉 回 映射 ( 见 84.1 定义 1 和 3). 

映射 $ 诱 导 的 推 前 映射 ( 见 $4.1 定义 2 和 4). 

张 量 场 7” 沿 矢 量 场 ze 的 李 导 数 ( 见 $4.2 定义 1). 

微分 形式 ( 场 )( 用 粗 体 以 省 略 下 标 )， 例 如 ，e 是 体 元 (n 形式 场 )s。.。， 
的 粗 体 简写 . 

中 的 对 偶 微分 形式 ( 见 85.6 定义 1). 

矢量 空间 V 上 全 体 形式 的 集合 ， 首 次 出 现 于 定理 5-1-2 后 . 

流 形 M 上 全 体 ! 形式 场 的 集合 ， 首 次 出 现 于 85.1 定义 3 前 一 行 . 

P 了 点 的 ( 即 V, 上 的 ) 全 体 ! 形 式 的 集合 ， 首 次 出 现 于 8$5.6 开头 . 

外 微分 算 符 ( 见 85.1 定义 3)， 例 : do 代表 微分 形式 场 w 的 外 微分 . 

横 形 积 ( 见 $5.1 定义 2). 
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联络 1 形式 .也 记 作 w%,“。. 首次 出 现 于 式 (5-7-4). 

曲率 2 形式 ， 也 记 作 Row ， 首 次 出 现 于 式 (5-7-7). 

参考 系 ， 首 次 出 现 于 6.1.1 小 节 . 

沿 曲线 G(z) 的 协 变 导数 ， 例 ; 2 与 T?Vov" 同 义 [7* 代 表 G(7) 的 切 
矢 ]. 

沿 曲线 G(z) 的 费 米 导数 ( 见 87.3 定义 1). 

取 实 部 . 

取 虚 部 . 

类 光标 架 中 的 第 上 个 基 矢 ， 首 次 出 现 于 $8.7. 
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爱 因 斯 坦 等 效 原理 (EEP) 7.5. 

爱 因 斯 坦 电梯 7.5,7.6. 

爱 因 斯 坦 ( 场 方程 7.7，10.2. 
线性 ~ 7.8. 
有 源 ~ 7.7，8.4，8.10.1，9.3.1. 
真空 ~7.7，8.10.1，9.4.3 末 . 

爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 10.2.4. 

爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 方程 8.4.2，8.8.2. 

爱 因 斯 坦 时 空 8 章 习 题 . 

爱 因 斯 坦 张 量 3.4.1，7.7，10.2.3. 


线性 ~ 7.8. 
暗 能 量 10.5. 
暗物质 10.3.1 未 ，10.3.2，10.3.3 末 . 
B 
白矮星 9.3.2. 
白 洞 9.4.3. 
半径 8.3.1. 
视界 固有 ~ 10.4.1. 
施 瓦 西 ~ 9.4 初 ,附录 A. 
半 平 面 对 称 8.6. 
暴涨 10.4.3，10.5. 


被 动 观点 ( 提 法 ， 语 言 ) 4.1，8.10.2. 
本 动 速度 10.3.1 之 6. 

比 安 基 恒 等 式 3.4，7.7，8.7 末 . 
闭 包 1.2. 

闭 的 微分 形式 场 $.1，6.6.5. 

闭 集 1.2. 


引 


边界 1.2，5.3，5.5. 

标 架 5.7，6.3 末 ，7.3，8.7，8.8， 
选读 8-9-1，9.1 末 . 

标量 场 2.1 末 ，2.2.1，8.4.1 末 ，10.4.3. 

标量 曲率 3.4，7.7，8.7. 

标准 模型 10.1.1，10.2.3，10.3，10.4. 

标准 钟 6.1.1，6.1.4，10.1.3. 

并 集 1.1. 

波 阵 面 6.6.5， 选 读 7-9-1. 

伯 克 堆 夫 (Birkhofp 定 理 8.3.3，8.4.2 末 ， 

8.6，9.4.3 末 ，9.4.5. 

补 集 1.1. 

不 变量 6.3. 

不 可 延 积分 曲线 选读 2-2-3 末 . 

不 完备 测 地 线 9.4.1，9.4.3，10.2.3. 

不 完备 矢量 场 ( 见 完备 矢量 场 ) 


C 


参考 系 6.1.1. 
测 地 ~ 7.6， 选 读 7-9-1. 
各 向 同性 ~ 
6.5，10.1.1，10.1.2，10.3.1 之 6. 
惯性 ~ 6.1.3, 6.1.5. 
静 ( 稳 ) 态 ~ 8.1. 
参数 2.2.1，2.2.2，10.4.3、 
参数 表达 式 (方程 ) 2.2.1. 
参数 化 2.2.1，2.5. 
测 地 偏离 方程 7.6，7.7 初 ， 选 读 7.9.1. 
测 地 线 3.3， 选 读 6-1-1，9.1. 
差 集 1.1. 
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常 曲率 空间 10.1.2. 
常 值 映射 1.1. 
超 光速 6.1.2 末 ，10.2.1 未. 
超 曲 面 4.4. 
类 光 ~ 4.4，6.1.6，6.6.5， 选 读 7.9-1，9.4. 
类 空 ~ 
4.4, 6.1.4, 6.1.6, 8.1, 8.3.1, 9.4, 10.1.1. 
类 时 ~ 4.4. 
超 曲面 正 交 8.1，8.3.1，9.4.4. 
超新星 选读 7-9-1 前 ，9.3.2 末 ，10.3.3 未 ， 
10.5. 
超星 系 团 10.1.1 初 ，10.3.1 之 7. 
潮汐 加 速度 7.6，7.8.2 未 ， 选 读 7-9-1. 
潮汐 力 (效应 ) 7.6， 选 读 8-3-1，9.4.6 偏 后 . 
车 库 伴 订 6.2.4. 
尘埃 6.5, 选读 6-6-1 后 , 选读 8-10-1 后 , 选 
读 8-10-2，10.2.3. 
尘埃 宇宙 10.2.3. 
乘积 拓扑 1.2. 
尺度 因子 10.1.3，10.2.3，10.4.3. 
“ 尺 缩 ” 效 应 6.2.1，6.2.4，6.6.1. 
重 参数 化 2.2.1. 
抽象 指标 2.6. 
初始 设 定 6.1.4. 
纯 辐射 场 8.9.1，8.9.3. 
磁 单 极 ( 子 ) 10.4.3. 
磁场 6.6.1 初 ，8.4.1，8.4.2. 


D 


大 爆炸 10.2.3，10.3.1 之 1、6. 
大 挤 压 10.3.2 初 . 

带 边 流 形 5.3. 

单 参 测 地 线 族 7.6. 
单 参 等 度 规 群 4.3. 

单 参 微分 同 胚 群 2.2.2，4.2，4.3. 


单 参 微分 同 胚 局 部 群 选读 2-2-4. 
当时 当地 观测 6.3，9.1 中 后 ， 
选读 9-3-1. 
所 关卡 10.3.1 之 5. 
导数 算 符 3.1. 
~ 的 非 对 易 性 3.4.1，3.5，7.2 偏 后 . 
普通 ~ 3.1. 
无 挠 ~ 3.1. 
协 变 ~ 3.1. 
有 挠 ~ 3.1，3 章 习 题 . 
与 度 规 适 配 的 ~ 3.2.2. 
到 上 映射 1.1. 
等 度 规 群 8.2. 
等 度 规 映射 4.3，4 章 习题 ，8.1，8.2. 
等 效 原理 7.5. 
笛 卡 儿 坐标 系 2.5. 
电场 6.6.1 初 ，8.4.1，8.4.2. 
电磁 波 6.6.5，7.2，7.9，8.3.3. 
电磁 场 
非 类 光 ~ 8.4.1，8.4.2，8.6，8.8.2. 
类 光 ~ 8.4.1，8.6，8.8.1，8.8.2. 
电磁 场 张 量 6.6.1, 6.6.2, 6.6.3, 6.6.4, 7.2. 
在 NP 形式 中 的 表述 8.8.1，8.8.2. 
电磁 4 势 6.6.5，7.2，7.9 初 . 
~ 的 规范 自由 性 6.6.5，7.8.1，7.9 初 . 
~ 的 运动 方程 6.6.5，7.2. 
-与 电磁 场 的 关系 6.6.5. 
RN 解 的 ~ 8.4.2. 
电磁 真空 8.4.1，8.4.2，8.8.2. 
电荷 密度 6.6.1. 
电子 简 并 压 9.3.2. 
定向 5.2，5.3. 
动力 学 暗 能 量 10.5. 
动量 密度 6.4，6.6.4，6 章 习 题 . 
动量 流 密度 选读 6-4-1，8.9.3. 
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度 规 2.5. 
不 定 ~ 2.5. 
负 定 ~ 2.5. 
洛 伦 效 ~ 2.5. 
退化 “~” 4.4 末 ， 选读 6-1-1 末 . 
诱导 ~ 4.4，5.5. 
正定 ~ 2.5. 
对 称 张 量 2.5 初 ，2.6 末 . 
对 偶 基底 2.3. 
对 偶 空间 2.3. 
对 偶 矢 量 2.3. 
对 偶 微分 形式 5.6，6.6.1， 选 读 7-2-1，7.3. 
对 偶 转 动 8 章 习题 . 
对 偶 坐 标 基底 2.3. 
对 易 关 系 8.7 末 - 
对 易 子 2.2.2，3.1 末 ，4.2，7.6. 
多 层 球 选读 9-3-3 中 . 
多 普 勒 效应 6.6.6，10.2.1 初 . 


下 


法 邻 域 选读 3-3-1. 

法 矢 4.4，6.6.5， 选 读 7-9-1. 
法 余 矢 4.4，6.6.5， 选读 7-9-1. 
法 坐标 ( 见 高 斯 或 黎 受 法 坐标 ) 
反 称 张 量 2.6 末 ，5.1. 

仿 射 参数 3.3. 

费 米 动量 选读 9-3-3. 

费 米 能 9.3.2. 

费 米 -沃克 导数 7.3. 

费 米 -沃克 移动 ( 费 移 ) 7.3. 

非 退 化 2.5，2.6. 

非 重子 暗物质 10.3.2. 

封闭 宇宙 10.1.2 未 ，10.3.2. 
辐射 6.5，8.9，10.2.3. 
辐射 规范 7.9 初 . 


辐射 宇宙 10.2.3. 
复合 映射 1.1. 


G 


伽利略 坐标 ”选读 6-1-1. 
刚性 标 架 5.7，8.7 初 . 
高 斯 (Gauss) 定 理 5.5， 选 读 6-4-2. 
高 斯 法 坐标 选读 8-10-1. 
各 向 同性 参考 系 
6.5，10.1.1，10.1.2，10.3.1 之 6. 
各 向 同性 观 者 ( 见 观 者 ) 
各 向 同性 性 
6.5，10.1.1，10.1.2，10.4.2，10.4.3. 
各 向 同性 坐标 系 8.10.1. 
共 动 参考 系 6.5. 
共 动 观 者 6.5. 
共 动 坐标 ( 系 ) 10.1.3，10.2.3. 
共 酌 点 (对 ) 3.3， 选 读 7-6-3， 选 读 8-3-2. 
共 形 联系 10.4.1. 
共 形 平 直 10.4.1，10 章 习 题 . 
固有 距离 8.3.2. 
固有 时 6.1.1, 6.1.4. 
固有 数 密度 6.6.1. 
固有 坐标 系 7.4. 
观 者 6.1.1. 
各 向 同性 ~ 10.1.2，10.1.3，10.2. 
共 动 ~ 6.5. 
惯性 ~ 6.1.3. 
瞬时 ~ 6.3. 
瞬时 静止 ~ 6.3. 
瞬时 静止 惯性 ~ 7.4，8.9.3. 
稳 ( 静 ) 态 ~ 8.1. 
无 自转 ~ 7.3，7.4，7.5. 
惯性 参考 系 6.1.3. 
惯性 力 7.4，7.5. 
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惯性 质量 7.1. 
惯性 坐标 时 6.1.4. 
惯性 坐标 系 6.1.2，6.1.3. 
光度 密度 10.3.2. 
光滑 2.1，2.2，2.3，2.4. 
光子 6.1.1, 6.1.2, 6.6.5. 
背景 - 10.3.1 之 6，10.3.2. 
~ 动量 6.6.5. 
~ 火箭 8.9.3. 
~ 能量 6.6.5. 
2 
~ 退 耦 10.3.1 之 6. 
广义 黎 曼 空间 2.5. 
广义 协 变性 (原理 ) 7.2. 
规范 自由 性 (规范 变换 ) 


电磁 4 势 的 - 6.6.5，7.8.1，7.9 初 ，8.4.2. 


广义 相对 论 的 ~ 8.10.2. 
线性 引力 论 的 ~ 7.8.1，7.9 初 . 
转动 角速度 的 ~ 
7.3 注 4、5， 选 读 7-1-3. 
轨道 2.2，8.2. 
轨道 球面 8.2，9.1. 


哈 近 参 数 10.2.1. 
哈 勃 常数 10.2.1. 
哈 勃 定律 10.2.1. 
哈 描 长 度 10.4.2. 
函数 的 积分 5.5. 
便 等 映射 2.1. 
豪 斯 多 夫 空间 1.3. 
号 差 2.5. 

黑洞 9.4. 


黑体 辐射 定律， 曲线 ， 谱 ) 6.5，10.3.1 之 6. 


红 巨 星 9.3.2. 


红 ( 蓝 ) 移 
多 普 勒 ~ 6.6.6， 选 读 9-4-3，10.2.1， 
10.2.2. 
引力 ~ 9.2.1， 选 读 9-4-3. 
宇宙 学 ~ 10.2.2. 
红 移 因子 9.2.1. 
弧 连 通 5.2 脚注 . 


J 


迹 2.4，3.4，8.4.1，8 章 习题 . 
积分 曲线 2.2，6.6.5， 
基底 

对 偶 - 2.3，2.4. 

对 偶 坐 标 ~ 2.3. 

正 交 归 一 ~ 2.5. 

坐标 ~ 2.2.1. 
几何 单位 制 附录 A. 
几何 光学 近似 6.6.5，7.2，9.2.1，10.2.2. 
嘉 当 第 二 结构 方程 5.7，8.7. 
嘉 当 第 一 结构 方程 5.7. 
假 真空 10.4.3. 
简 并 电子 气 9.3.2. 
简 并 压 9.3.2. 
减速 参量 10.3.3. 
交集 1.1. 
角 动 量 9.1. 
角 频 率 6.6.5，7.2，7.9， 选 读 7-9-1， 

9.2.1，10.2.2. 
角速度 2 形式 7.3. 
校准 曲线 6.1.5. 
结构 形成 
10.3.1 之 7，10.3.2 末 ，10.3.3 末 . 

结合 能 10.3.1 之 5. 
紧 致 性 1.3. 
近日 点 进 动 9.2.2. 
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静 能 6.3. 

静态 参考 系 ( 观 者 、 时 空 ) 8.1. 
静 质 量 6.3，6.4 初 . 
局 部 惯性 系 7.5， 选 读 7-2-1. 
局 部 洛 伦 兹 系 7.5. 

局 部 唯一 选读 2-2-3，3.3. 
具体 指标 2.6. 


距离 1.1，8.2，8.3.2，8.9.3，10.1.3，10.2.3. 


聚 点 1.3 偏 后 . 

绝对 时 间 ”6.1.6，6 章 习题 . 
绝对 同时 面 ”6.1.6，10.1.1 未 . 
均匀 面 10.1.2. 

均匀 性 疑难 10.4.2. 


卡 氏 积 1.1. 

开放 宇宙 10.1.2 末 . 
开 覆 盖 1.2 未 ，2.1 初 . 
开 ( 子 ) 集 1.2. 

开 球 1.2. 

开 圆 1.2. 

科 氏 力 7.4. 

可 定向 流 形 5.2. 

可 观测 宇宙 10.4. 


克 氏 符 3.1，3.2.2，3.4.2，5$.7 初 ，7.5. 


~ 的 等 价 定义 3 章 习 题 ，5.7 初 . 
静态 球 对 称 线 元 的 ~ 式 (8-3-4). 
施 瓦 西 线 元 的 ~ 式 (8-3-20). 
RW 线 元 的 ~ 10.2.2. 
Vaidya 线 元 的 ~ 式 (8-9-9). 
空 集 1.1. 
空间 距离 8.3.2，8.9.3，8 章 习 题 . 
空间 均匀 性 10.1.2. 


空间 矢量 6.3，7.3，7.4，7.6， 选 读 8-3-1. 


空间 转动 (角速度 ) 7.3，7.4. 


拉 回 映射 4.1. 

类 光标 架 8.7，8.8， 选 读 8-9-1， 

类 光 超 曲面 ( 见 超 曲面 ) 

类 光电 磁场 ( 见 电磁 场 ) 

类 光 曲 线 2.5. 

类 光 矢量 2.5，8.7，8.8. 

类 空 超 曲面 ( 见 超 曲面 ) 

类 空 曲线 2.5. 

类 空 矢 量 2.5. 

类 时 超 曲面 4.4. 

类 时 曲线 2.5. 

类 时 矢量 2.5. 

离散 拓扑 1.2. 

黎 受 法 坐标 选读 3-3-1. 

黎 曼 空间 2.5. 

黎 曼 (曲率 ) 张 量 3.4，5.7. 
施 瓦 西 度 规 的 ~ 式 (8-3-21). 
线性 ~ 7.8.1. 

李 导 数 4.2. 

里 奇 平 直 7 章 习 题 . 

里 奇 旋转 系数 5.7，8.7. 

里 奇 张 量 3.4，8.7. 
~ 在 类 光标 架 的 分 量 8.7. 
~ 的 一 阶 近似 (线性 ~) 7.8.1. 

理想 流体 


6.5, 9.3.1, 10.2, 10.3.3, 10.4.3,10.5. 


粒子 视界 10.4.1，10 章 习题 . 
连通 流 形 5.2 脚注 . 

连通 拓扑 空间 1.2，5.2 脚注 . 
连续 映射 1.1 末 ，1.2. 
连续 性 方程 6.4，6.5. 

联络 3.2.1，3.2.3，5.7. 

联络 1 形式 5.7，8.7. 
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联络 系数 5.7 初 . 

量 的 等 式 附录 A. 
量子 引力 论 10.3.1 之 1. 
邻 域 1.2. 

临界 密度 选读 9-3-3，10.3.2. 
流体 静 力学 平衡 9.3.1. 
流 形 2.1. 

流 形 上 的 积分 5.2. 
李子 效应 ( 伴 雇 ) 6.2.3. 
洛 伦 兹 变换 4.3，6.1. 
洛 伦 兹 度 规 2.5. 


洛 伦 兹 规范 条 件 ( 线 性 引力 ) 7.8.1，7.9 初 . 


洛 伦 兹 力 (4 维 ) 6.6.3，6 章 习 题 . 
洛 伦 效 协 变性 6.3 初 ，7.1. 
洛 伦 兹 坐标 系 2.5，4.3 末 ，74-5. 


M 


麦 氏 方程 6.6.2，8.4. 
NP 形式 中 的 ~ 


8.8.1( 无 源 )，8 章 习题 (有 源 ). 


密度 涨 落 10.3.1 之 7，10.4.2 未 . 
满 射 1.1. 

秒 差距 10.2.3 末 . 

闵 氏 度 规 (空间 ， 时 空 ) 2.5，6.1.2. 


N 


内 豪 曲 率 3.4.1，3.5. 

内 部 1.2. 

拨 率 张 量 3 章 习 题 . 

能 动 张 量 6.4，6.5，6.6.4，10.3.3. 
电磁 场 的 ~ 6.6.4，6 章 习 题 . 
理想 流体 的 ~ 6.5. 
宇宙 物 质 场 的 ~ 10.2.3. 
宇宙 常数 对 应 的 ~ 10.3.3，10.5. 
真空 的 ~ 10.3.3，10.5. 


能 量 密度 

6.4，6.5，6.6.4，6 章 习 题 ，7.7， 选 读 9-3- 
1，10.3.1 之 6，10.3.2，10.4.3. 

能 量 守 便 6.3，6.4. 

能 流 密度 6.5，6.6.4，8.9.3. 

逆 变 矢量 (指标 ) 2.6 偏 后 . 

逆 像 1.1. 

凝聚 拓扑 1.2. 

牛顿 极限 7.8.2. 

牛顿 引力 论 的 4 维 表述 选读 6-1-1. 


O 


欧 拉 方 程 6.5. 

欧 氏 度 规 (空间 ) 2.6. 

欧 氏 群 8.6. 

偶 极 矩 各 向 异性 10.3.1 之 6. 


Fb 


偏振 矢 ( 张 ) 量 6.6.5，7.9 偏 前 . 
平均 质 光 比 10.3.2. 

平面 对 称 8.6. 

平行 (矢量 之 间 ) 2.2.1. 

平移 2.2.2，3.2.1，3.2.3，4.3，6.1.3. 
平移 不 变性 2.2.2，4.3，8.1，8.5，8.6. 
平凡 流 形 2.1，2 章 习 题 . 
普 朗 克 长 度 选读 10-3-1， 附 录 A. 
普 朗 克 单 位 制 ”附录 A. 

普 朗 克 黑 体 辐射 公式 10.3.1 之 6. 

普 朗 克 能 ( 质 ) 量 10.3.3， 附 录 A. 
普 朗 克 时 间 10.3.3， 附 录 A. 

普通 导数 算 符 3.1. 


Q 


奇 点 ( 奇 性 ) 
大 爆炸 ~( 见 大 爆炸 ). 
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~ 定理 10.3.1 之 1. 
曲率 ~ 9.4.1. 
时 空 ~9.4.1，9.4.3，10.3.1 之 1. 
真 - 9.4 初 . 
坐标 ~ 9.4 初 ，9.4.2，9 章 习题 . 
奇异 时 空 9.4.1. 
恰当 微分 形式 5.1，6.6.5 初 . 
潜 热 10.4.3. 
工人 ( 子 流 形 ) 4.4. 
媒人 图 9.4.5. 
强 等 效 原理 (SEP) 7.5. 
巧合 性 问题 (疑难 ) 10.5. 
切 空间 ( 切 平面 ) 2.2.1 末 ，4.4，7.5. 
切 矢量 2.2.1，4.4. 
球 对 称 度 规 场 8.2. 
球 对 称 时 空 8.2. 


曲率 与 联络 关系 式 3.4.1，3.4.2，5.7，8.7. 


曲率 张 量 3.4，3.5，5.7，10.1.2. 
曲率 张 量 计算 法 
类 光标 架 法 8.7，8.8， 选 读 8-9-1. 
正 交 归 一 基底 法 5.7. 
坐标 基底 法 3.4.2，8.3.2. 
曲线 2.2.1. 
全 对 ( 反 ) 称 张 量 2.6 偏 后 . 
群 2.2.2. 
扰动 10.3.1 之 7. 


R 
弱 等 效 原理 (WEP) 7.5. 
S 


坑 疑难 10.4.2 未 ，10.4.3 偏 后 . 
施 瓦 西 半 径 9.4 初 ， 附 录 A. 
施 瓦 西 内 解 9.3.1. 

施 瓦 西 真空 解 ”8.3.2，8.3.3，9 章 . 


时 空 5 章 习 题 ，6.1.1. 
时 空 图 6.1.1，6.1.5， 选 读 9-4-2. 
时 空转 动 7.3. 
时 钟 同 步 6.1.4. 
时 轴 正 交 坐 标 系 8.1. 
矢量 2.2.1. 
~ 人 (分 量 ) 变 换 式 2.2.1. 
矢量 场 2.2.2. 
~ 对 易 子 2.2.2，3.1 偏 后 . 
矢量 空间 2.2.1. 
事件 6.1.1. 
世界 面 6.1.5，6.2.1，6.6.5，6 章 习 题 
世界 线 6.1.1. 
视界 
粒子 ~ 10.4.1，10 章 习题 . 
事件 -9.4.3，9.4.6，10.4.1. 
~ 疑难 10.4.2，10.4.3. 
适 配 体 元 5.4. 
适 配 坐 标 系 4.2. 
守恒 方程 6.4. 
守 便 量 6.3. 
数 乘 2.2.1. 
数 的 等 式 附录 A. 
双星 7.9. 
水 星 近日 点 进 动 9.2.2. 
瞬时 观 者 6.3. 
瞬时 静止 (惯性 ) 参 考 系 ( 观 者 ， 坐 标 系 ) 
6.3，7.4，8.9.3. 
四 极 矩 非 各 向 同性 10.3.1 之 6. 
随 动 观 者 6.5. 
随 动 坐 标 10.1.3，10.2.3. 
缩 并 (收缩 ) 2.4. 
缩 并 克 氏 符 3.4. 
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T 


特征 人 10.4.2，10.4.3. 
体积 5.5. 
封闭 宇宙 的 空间 ~ 10.1.3. 
体 元 5.5. 
通常 拓扑 1.2. 
同 胚 1.2. 
同时 面 6.1.5，8.1. 
绝对 ~ 6.1.6，10.1.1 末 . 
投影 映射 4.4. 
图 (图 册 ) 2.1. 
推迟 距离 (时 刻 ) 8.9.3. 
推 前 映射 4.1. 
椭圆 偏振 6.6.3 后 半 . 
拓扑 1.2. 
拓扑 空间 1.2. 


Ww 


外 和 尔 张 量 3.4，8.7，8.8.2. 
~ 在 类 光标 架 分 量 8.7，8.8.2. 
外 曲率 3.5. 
外 微分 5.1. 
完备 矢量 场 选读 2-2-4 末 ，4.2，4.3. 


微波 背景 辐射 10.3.1 之 6，10.3.2，10.3.3， 


10.4.2. 
微调 疑难 10.4.2. 
微分 结构 2.1. 
微分 流 形 2.1. 
微分 同 胚 2.1. 
~ 群 8.2 ( 另 见 单 参 微分 同 胚 群 ). 
微分 形式 5.1. 
伪 笛 卡 儿 坐标 2.5. 
伪 黎 总 空间 2.5. 
伪 欧 空间 3.4.1. 


伪 转 动 2.5，4.3，6.1.3，7.3. 

稳 态 时 空 8.1. 

乌龟 坐标 8.9.1 初 ，9.4.3. 

无 限 红 移 面 9.4.4. 

无 限 小 坐标 变换 选读 7-8-1, 

无 自转 观 者 7.3，7.4，7.5. 

物质 场 6.4. 

物质 反 物质 不 对 称 性 10.3.1 之 3，10.4.2. 


XxX 


栅 形 积 ( 棉 积 ) 5.1. 
线 长 2.5，8.3.2. 
~ 参数 2.5. 
测 地 线 ~ 3.3， 选 读 8-3-2. 
~ 与 参数 化 无 关 2.5. 
线 汇 7.6. 
线性 爱 因 斯 坦 ( 场 ) 方 程 7.8.1. 
线性 爱 因 斯 坦 张 量 7.8.1. 
线性 近似 7.8.1. 
线性 黎 曼 张 量 7.8.1. 
线 元 2.5. 
诱导 ~ 3.3 初 . 
限制 5.2 末 ，5.3. 
相对 论 性 粒子 10.3.1 之 2. 
相 容 2.1，5.4，5.5. 
相位 6.6.5， 选 读 7-9-1. 
协 变 导数 3.1，3.2.2. 
协 变 矢量 2.6. 
协 变 指标 2.6. 
谐 和 函数 8.10.1. 
谐 和 坐标 条 件 8.10.1. 
新 标准 模型 10.5. 
星系 10.1，10.2，10.3，10.4. 
星系 团 10.1，10.3.1 末 ，10.3.2，10.5. 
序列 1.3. 
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旋 系数 8.7. 
量 


雅 可 比 恒等式 2 章 习 题 . 
沿 曲线 平移 3.2.1，3.2.3. 
延 拓 选读 2-2-3，3.4.1，8.3.3 末 ，9.4. 
Kruskal~ 9.4.3. 
一 一 映射 1.1. 
疑难 
磁 单 极 ~ 10.4.3. 
均匀 性 ~ 10.4.2，10.4.3. 
平 直 性 ~ 10.4.2，10.4.3. 
粹 ~ 10.4.2，10.4.3. 
视界 ~ 10.4.2，10.4.3. 
微调 ~ 10.4.2，10.4.3，10.5. 
引力 波 7.9. 
引力 波 偏振 模式 7.9， 选 读 7-9-1. 
引力 场 能 不 可 定 域 性 ”选读 9-3-1. 
引力 辐射 7.9， 选 读 7-9-1，8.3.3. 
引力 红 移 9.2.1，9.4.6， 选 读 9.4.5. 


引力 势 选读 6-L1，7.1，7.6，7.8.2，9.3. 


引力 拥 缩 7.9，9.3.2 末 ，9.4 初 ，9.4.6. 
引力 质量 (被 动 ， 主 动 ) 7.1. 
引力 子 选读 7-9-1 末 . 
映射 1.2. 
常 值 ~ 1.2. 
到 上 ~ 1.2. 
复合 ~ 1.2. 
恒 等 - 2.1，2.6. 
连续 ~ 1.2，1.3，1 章 习题 . 
投影 ~ 4.4 末 . 
一 一 - 1.2. 
指数 ~ 选读 3-3-1. 
有 限 子 覆盖 1.3. 
有 源 爱 因 斯 地 方程 ( 见 爱 因 斯 地 方程 ) 


右手 系 (基底 ) $.2，5.3，5.4，5.5，5.6. 
诱导 定向 5.3，5.5. 

诱导 度 规 4.4. 

诱导 体 元 5.5. 

诱导 拓扑 1.2. 

与 度 规 ( 定 向 ) 相 容 的 体 元 5.4，5.5. 

宇宙 的 炉 10.4.2，10.4.3. 

宇宙 静 系 10.1.2，10.3.1 之 6. 

宇宙 年 龄 10.2.3 末 ，10.3.3，10 章 习 题 . 
宇宙 时 10.1.3. 

宇宙 学 常数 10.2.4，10.3.3，10.4，10.5. 
宇宙 学 红 移 10.2.2，10 章 习题 . 

宇宙 学 原理 10.1.1. 

元 素 丰 度 10.2.3 末 ，10.3.1 之 5. 
原初 核 合成 10.3.1 之 5，10.3.2. 

原初 扰动 10.3.1 之 7. 

原 像 1.2. 


张 量 2.4. 

~ 变换 律 2.4 末 . 

~ 场 2.4. 

~ 积 2.4, 2.6. 

“~ 面面观 ” 2.4，2.6， 选 读 7-9-1 偏 后 . 
真空 爱 因 斯 坦 方程 ( 见 爱 因 斯 坦 方程 ) 
真空 能 量 密度 10.3.3. 

真 真空 态 10.4.3. 
真子 集 1.1. 

正定 度 规 2.5. 
正 交 归 一 2.5. 

直线 3.3. 

指标 升降 2.6，5.7. 
指数 映射 选读 3-3-1. 
指向 未 来 (过 去 ) 6.1.6. 
质量 亏损 6.3. 
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质量 偶 极 矩 7.9. ~ 系 2.2.1. 
质量 守恒 6.3，6.5. - 线 2.2.1, 4.2, 6.1.3, 6.1.5, 7.3, 7.4， 
中 微 子 退 粳 10.3.1 之 4. 7.5, 8.1, 8.3.1, 8.5, 选读 8-10-1，10.1.3. 


中 微 子 种 类 数 10.3.1 之 5 末 . 
中 子 简 并 压 9.3.2. 

中 子 星 9.3.2. 

重子 10.3.1 之 3、5、7，10.3.2. 
重子 暗物质 10.3.1 之 7，10.3.2. 


重子 光子 数 密度 比 10.3.1 之 5，10.3.2. 


重子 数 守 便 10.3.1 之 3. 
轴 对 称 8.5. 

主动 观点 ( 提 法 ， 语 言 ) 4.1，8.10.2. 
柱 对 称 8.5，8.8.2. 

转动 43，7.3，7.4，6.1.3. 
转动 曲线 10.3.2. 

子 集 1.1. 

自然 单位 制 附录 A. 
自然 坐标 1.1，2.1. 

自 旋 系 数 8.7. 
自由 下 落 参考 系 7.6. 


自由 下 落 观 者 7.4， 选 读 9-4-3，9 章 习题 . 


自由 质点 


选读 6-1-1，6.3，7.1，7.2，7.4，7.5. 


自转 7.3 末 ，7.4. 
走时 率 6.1.4. 
“最 小 替换 法 则 ” 7.2. 


左手 系 (基底 , 标 架 ) 5.2，5.3，5.4，5.5，5.6. 


坐标 2.1. 
~ 变换 2.1. 
~ 分 量 2.2.1. 
~ 基底 2.2.1. 
~ 基 矢 2.2.1. 
~ 奇 点 9.4 初 ，9.4.2，9 章 习 题 . 
~ 时 6.1.4. 
~ 条 件 8.10.1. 


~ 域 2.2.1. 

~ 钟 选读 7-6-2. 
“ 钟 慢 ” 效 应 6.2.2，9.4.6 末 . 
转换 因子 附录 A. 


其 他 


CDM 10.3.2 末 ，10.3.3 末 . 
COBE 10.3.1 之 6. 

De Morgan 律 1.1. 

Eddington 坐标 9.4.6，9 章 习 题 . 
Friedmann 方程 10.2.3. 

Killing 矢量 (方程 ) 4.3. 
Kinnersley 度 规 8.9.2，8.9.3. 
Kruskal 延 拓 (坐标 ) 9.4.3. 

1 次 微分 形式 (! 形式 ) 5.1. 

NP 方程 8.7，8.8.2， 选 读 8.9.1. 
NP 形式 8.7. 
OV(Oppenheimer-Volkof) 方 程 9.3.1. 
pp 波 选读 7-9-1 脚注 . 
p.p. 曲 率 奇 性 9.4.1. 

Rindler 时 空 (坐标 ) 9.4.2. 
quartessence 10.5. 

quintessence = 10.5, 

RN 度 规 ( 线 元 ) 8.4.2. 

RW 度 规 ( 线 元 ) 10.1.3. 

RW 坐标 系 10.1.3. 
s.p. 曲 率 奇 性 9.4.1，9 章 习 题 . 
Stokes 定理 5.3. 

下 空间 1.3. 

la 型 (1a 型 超新星 10.3.3，10.5. 
Vaidya 度 规 8.9.1. 

4CDM 10.3.3 未. 
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3 标 架 6.3 末 ，7.3，9.1 末 . 4 波 矢 6.6.5, 7.2, 7.9, 9.2.1. 
3 波 矢 6.6.5，7.9. 4 电流 密度 6.6.1. 
3 电流 密度 6.6.1. 4 动量 6.3，8.9.3. 
3 动量 6.3，8.9.3. ~ 密度 6.4. 

~ 守恒 6.3. ~ 守恒 6.3. 

光子 的 ~ 选读 6-6-3 前 . 4 加 速 6.2.3，6.3，7.1，7.2，7.3. 
3 动量 流 密度 ( 张 量 ) 选读 6-4-1，8.9.3. 4 力 6.3. 
3 加速 6.2.3，6.3，7.1，7.4，7.6. 4 洛 伦 兹 力 6.6.3，6 章 习题 . 
3 力 6.3. 4 势 ( 见 电磁 4 势 ) 
3 速 6.3, 7.4, 7.6. 4 速 6.3. 
4 标 架 6.3 末 ，7.3，8.7，8.8， ~ 场 6.5. 


选读 8-9-1，9.1 末 . 


